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AVERTISSEMENT 


Ce  second  volume  du  Cours  cTanalyse  infinitésimale 
s'adresse  comme  le  précédent  aux  élèves  ingénieurs  et  aux 
candidats  en  sciences  physiques  et  mathématiques.  Nous 
avons  introduit  deux  textes  différents  dans  le  tome  II 
comme  dans  le  tome  I  et  pour  les  mêmes  raisons.  Le 
grand  texte  se  suffit  à  lui-même,  à  part  quelques  rares 
emprunts  au  petit  texte  du  tome  I  (Existence  des  fonctions 
implicites  et  formules  de  Frenet.) 

Les  matières  principales  que  nous  avons  traitées  sont  la 
théorie  des  intégrales  multiples,  celle  des  intégrales  géné- 
ralisées et  en  particulier  des  eulériennes,  celle  des  équations 
différentielles  et  la  suite  des  applications  géométriques. 

Nous  commençons  par  exposer  la  théorie  des  intégrales 
doubles  sous  une  forme  aussi  simple  que  possible.  La 
méthode  que  nous  suivons  est  assez  différente  de  la 
méthode  classique,  mais  elle  est  bien  aussi  naturelle  pour 
les  élèves,  et  l'expérience  de  l'enseignement  nous  a  prouvé 
qu'elle  rend  moins  ingrate  la  tache  du  professeur  qui  veut 
être  exact. 

Nous  étudions  ensuite  avec  soin  les  intégrales  à  champ 
illimité  et  celles  des  fonctions  infinies  (intégrales  généra- 
lisées), mais  en  visant  beaucoup  plus  à  l'utilité  pratique 
des  règles  qu'à  leur  plus  grande  généralité.  Nous  pensons 
avoir  suffisamment  montré,  par  les  nombreuses  transfor- 
mations de  la  théorie   des   eulériennes,   que   les   règles 
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simples  et  précises  qiu^  nous  avons  établies  permettent  de 
traiter  les  intégrales  généralisées  classiques  sans  plus  de 
longueurs  ni  d'embarras  que  des  intégrales  projiî'ement 
dites. 

Nous  donnons  une  démonstration  nouvelle  de  l'existence 
des  intégrales  des  équations  difFéi^entielles,  les  variables 
étant  réelles.  Cette  démonstration  est  très  concise  et  fait 
immédiatement  reconnaître  le  continuité  des  solutions.  11 
serait  d'ailleurs  facile  d'y  rattaclier  la  plupart  des  démons- 
trations classiques. 

Beaucoup  de  problèmes  relatifs  à  l'art  de  l'ingénieur 
conduisent  à  des  équations  différentielles  qui  dépendent 
de  celles  de  Bessel  et  de  Riccati.  Celles-ci  fournissent  un 
excellent  exemple  d'équations  intégrables  par  les  séries, 
et  nous  les  avons  traitées  complètement  mais  dans  le 
petit  texte.  Par  une  méthode  nouvelle,  nous  obtenons 
immédiatement  l'intégrale  sous  forme  explicite  quand 
cette  intégrale  s'obtient  sous  forme  finie. 

La  loi  belge  exige  des  élèves  ingénieurs  et  des  candidats 
en  sciences  physiques  et  mathématiques  la  connaissance 
des  Eléments  du  calcul  des  variations  et  du  calcul  des 
différences.  Nous  consacrons  un  chapitre  spécial  à  ces 
deux  questions,  en  nous  bornant  strictement,  dans  le 
calcul  des  variations,  aux  notions  indispensables  pour 
obtenir  des  conditions  nécessaires  de  maximum  ou  de 
minimum.  Dans  l'état  actuel  de  cette  théorie,  on  ne  peut 
aller  plus  loin  sans  s'engager  dans  des  discussions  minu- 
tieuses qu'il  convient  de  réserver  pour  les  doctorats. 

Les  deux  derniers  chapitres  renferment  des  applications 
géométriques,  dont  la  plupart  pouvaient  se  traiter  sans 
calcul  intégral  ;  mais  nous  leur  avons  laissé  la  place 
qu'elles  occupent  naturellement  dans  notre  enseignement 
et  non  sans  un  certain  profit. 
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Ce  volume  ayant  pris  des  proportions  considérables, 
nous  avons  renoncé  à  y  mettre  les  principes  de  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable  complexe.  Nous  espérons 
pouvoir  publier  cette  théorie  plus  tard  avec  d'autres 
questions  relatives  au  doctorat. 

Gh.-.T.  de  la  Vallée  Poussin. 

Louvain,  le  1^^  Novembre  1905. 
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CHAPITRE  I. 

Intégrales  multiples. 


§  1.  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles  (i). 

1.  Notions  relatives  à  un  domaine  D  à  deux  variables.  —  Rapportons 
les  variables  x  el  y  i\  deux  axes  rectangulaires.  Traçons  dans  le  plan 
xy  un  contour  C  fermé,  qui  ne  se  coupe  pas  lui-même.  On  dit  alors 
que  C  est  un  contour  simple.  Ce  contour  enveloppe  une  portion  D 
du  plan.  Si  le  point  M  {x,  y)  représentatif  du  système  de  variables 
X,  y,  peut  prendre  toutes  les  positions  comprises  dans  l'intérieur  du 
contour  C  et  sur  ce  contour  lui-même,  nous  dirons  que  les  variables 
X,  y  varient  dans  le  domaine  ou  dans  Vaire  D. 

Pour  éviter  toute  obscurité,  nous  supposerons  que  le  contour  G  se 
compose  d'un  nombre  limité  de  segments  de  lignes  droites  ou 
courbes,  mais  que,  sur  chacun  des  segments  de  courbes,  la  variation 
de  X  et  dey  ne  change  pas  de  sens  quand  on  parcourt  le  contour.  Il 
est  clair  qu'un  tel  segment  de  courbe  ne  peut  être  coupé  qu'en  un 
point  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ou  à  l'axe  des  y. 

Plus  généralement,  le  domaine  considéré  D  pourra  s'étendre  à  la 
portion  du  plan  intérieure  à  un  contour  C  et  extérieure  à  d'autres 
contours  C,  G",.--  soumis  aux  mêmes  restrictions  que  G.  Enfin  le 
domaine  D  pourra  se  composer  de  plusieurs  domaines  séparés 
D',D",...  définis  comme  le  précédent.  Dans  ces  divers  cas,  on  dit 
que  le  domaine  D  est  à  contour  complexe. 

Les  contours  C,  G',...  constituent  la  frontière  du  domaine  D.  Cette 
frontière  fait  donc,  par  définition,  partie  du  domaine  lui-même. 

Nous  appelons  diamètre  d'un  domaine  D  le  maximum  de  la  distance 
de  deux  de  ses  points  (donc  de  deux  points  de  sa  frontière). 

On  peut  généraliser  ces  notions  d'un  domaine  et  dn  sa  frontière, 
mais  les  définitions  générales  sont  assez  abstraites  el  ou  U-s  tiouvera 
plus  loin.  (Voir  la  théorie  des  ensembles,  §  o). 

(*)  La  théorie  générale  rentre  dans  celle  des  intégrales  multiples  exposée 
au  §'5. 

1 


2  

2 .  Propriétés  des  fonctions  continues  (*) .  :—  Une  fonction  f  {x,  y)  est 
coutinue  en  iin  point  {a,  b)  du  domaine  I),  si  roscillation  de  cette  fonc- 
tion tend  vers  0  dans  toute  portion  du  domaine  D  qui  conlient  ce  point 
et  dont  le  diamètre  tend  vers  0. 

Une  fonction  /  (.r,  //)  est  continue  dans  le  domaine  D  si  elle  est  con- 
tinue en  tout  point  de  ce  domaine. 

Les  théorèmes  suivants  sont  fondamentaux  dans  la  tliéorie  des 
intégrales  doubles  : 

I.  S'il  est  impossible  de  décomposer  par  des  transversales  le  domaine 
D  en  parties  telles  que  roscillation  de  f{x,  tj)  soit  <  e  dans  chaque 
partie  (e  étant  un  nombre  positif  donné),  cette  fonction  f{x,  y)  est  dis- 
continue dans  le  domaine  D. 

En  effet,  si  l'on  partage  le  domaine  D  en  plusieurs  parties,  l'impos- 
sibilité de  faire  une  semblable  décomposition  subsistera  dans  une  au 
moins  des  parties  (sinon  elle  n'aurait  pas  lieu  pour  l'ensemble)  Donc 
on  peut  trouver  dans  D  une  partie  Di  de  diamètre  aussi  petit  qu'on 
veut,  où  la  décomposition  est  impossible  ;  de  même,  dans  Dj,  une  par- 
tie Dg  encore  plus  petite  où  la  décomposition  est  encore  impossible,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  peut  ainsi  former  une  suite  de  domaines 
D,  Dj,  Ds,...  D„,...  dont  chacun  est  intérieur  à  tous  les  précédents, 
dont  les  diamètres  tendent  vers  zéro,  où  enfin  l'oscillation  de  f{x,  y) 
demeure  toujours  >  s.  Ces  domaines  convergent  vers  un  point  M  du 
domaine  D.  Ce  point  M  est  donc  intérieur  à  un  domaine  D»  aussi 
petit  qu'on  veut  où  l'oscillation  de  f{x,y)  est  >  e.  \)oncf[x,y)  est 
discontinue  en  ce  point. 

II,  Si  f{x,  y)  est  continue  dans  le  domaine  D,  à  tout  nombre  positif  e 
correspond  un  nombre  o  tel  que  roscillation  de  cette  fonction  soit  <  e 
dans  toute  partie  du  domaine  D  de  diamètre  <  S. 

Appelons  ^  un  mode  de  partage  du  domaine  D  en  parties  où  l'oscil- 
lation de  f{x,  y)  soit  <  e  :  2.  L'existence  d'un  tel  mode  est  établie  par 
le  théorème  précédent.  Alors  l'oscillation  de  f{x,y)  sera  <  e  dans 
toute  portion  du  domaine  D  assez  petite  pour  ne  pas  s'étendre  sur 
deux  parties  non  contiguës  du  mode  de  partage  A.  Le  nombre  8  dont 
le  théorème  affirme  l'existence  peut  donc  être  pris  égal  au  minimum 
de  la  distance  de  deux  parties  non  contiguës  du  mode  A. 

(1 1  Voir  aussi  lo  §  5  de  rintroductioii  (Première  partie  du  cours). 


III.  Soient  x,  y  et  x',  y'  deux  points  du  domaine  D  ;  à  tout  nombre 
positif  t  correspond  un  nombre  o  tel  qu'on  ait 

\nx',y')-f(x,y)\  <  e,  , 

sous  les  conditions  |  //'  —  y  \  <:  o  et  \  x'  —  x  \  <  o. 

En  eflet,  il  sufiit  de  choisir  ô  de  manière  que  l'oscillation  de  f{x,  y) 
soit  <  e  dans  toute  portion  rectangulaire  de  D  dont  les  deux  côtés 
sont  <  0, 

On  énonce  souvent  cette  dernière  propriété  en  disant  que,  si  le 
point  ;r',  î/'  du  domaine  D  tend  vers  un  autre  point  x,  y  du  même 
domaine,  f{x',y')  tend  uniformément  vers  sa  limite  f{x,y).  C'est 
encore  cette  propiélé  qu'on  veut  exprimer  quand  on  dit  qu'une  (onc- 
tion continue  dans  Je  domaine  D  est  uniformément  continue  dans  ce 
domaine. 

,  Il  est  à  remarquer  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  peut  être 
considérée  comme  un  cas  particulier  d'une  fonction  de  deux  variables. 
Aussi  nous  pouvons  énoncer  la  proportion  suivante  comme  cas  par- 
ticulier de  la  précédente  : 

IV.  Une  fonction  f{x),  continue  daiis  Hntervalle  (a,  b),  l'est  unifor- 
mément. En  d'autres  termes,  si  x  et  x^  sont  deux  points  de  cet  inter- 
valle, à  tout  nombre  positifs  correspond  un  nombre  o  tel  qu'on  ait 

\f(x')-f{x)\  <e, 

sous  la  condition  \  x'  —  x  \  <  8. 

Considérons  de  nouveau  deux  variables  x,  y  qui  varient  dans  un 
domaine  D  et  traçons  entre  deux  points  de  ce  domaine  une  ligne  con- 
tinue L.  On  a  le  tiiéorème  suivant  : 

V.  Si  f  [x,  y)  est  continue  en  chaque  point  de  la  ligne  L,  à  tout 
nombre  positif  e  correspond  un  nombre  8,  tel  qu'on  ait,  en  tout  point 
{x',  y')  de  la  ligne  L  et  pour  tout  point  {x,  y]  du  domaine  U, 

\fi^',y')-f{x,y)  I  <e, 

sous  les  conditions  \  x'  —  x  \  <  o,  \  y'  —  y  \  <  o.  En  d'autres  termes, 
f{x,  y)  est  uniformément  continue  pour  les  points  de  la  ligne  L. 

Supposons,  par  impossible,  que,  e  étant  donné,  le  théorème  ne 
s'applique  pas.  Partageons  L  en  segments  par  des  points  intermé- 
diaires. Il  y  aura  au  moins  un  segment  auquel  le  théorème  ne  s'appli- 
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qiiera  pas  (sinon  il  s'appliquerait  à  toute  la  ligne).  On  peut  donc 
limiter  sur  L  un  segment  Lj  de  dimensions  aussi  petites  qu'on  veut 
auquel  le  théorème  ne  s'applique  pas  ;  de  même,  sur  Lj,  un  segment 
encore  plus  petit  où  le  théorème  ne  s'applique  pas  non  plus.  On  peut 
former  de  la  sorte  une  suite  illimitée  de  segments  LjjLg,...  L»,... 
successivement  intérieurs  les  uns  aux  autres,  indéfiniment  décrois- 
sants, auxquels  le  théorème  ne  s'applique  pas.  Ces  segments  con- 
vergent vers  un  point  {x[,  y[),  de  la  ligne  L.  Ce  point  faisant  partie 
d'un  segment  aussi  petit  qu'on  veut  où  le  théorème  est  en  défaut  pour 
la  valeur  considérée  de  e,  la  relation  contraire 
\f{x\y')-f{x,y)  1  >e 

se  vérifiera  pour  deux  points  {x',  y')  et  {x,  y)  aussi  voisins  qu'on  veut 
de  {x[,  y[)  et  que  l'on  peut,  par  conséquent,  faire  tendre  vers  ce  point. 
Mais  ceci  est  impossible,  car,  [[x,  y)  étant  continue  au  point  {x[,  y[), 
f(x,y)  et  f{x\y')  tendent  alors  tous  les  deux  vers  f{x[,  y[);  donc 
leur  différence  tend  vers  0  et  ne  peut  rester  supérieure  à  s. 

Nous  aurons  à  employer  le  théorème  précédent  dans  le  cas  où  la 
ligne  L  est  une  droite  y  =  ,3,  parallèle  à  l'axe  des  x.  Alors  la  propo- 
sition suivante  est  un  cas  particulier  de  ce  théorème  : 

VI.  Si  f{x,  y)  est  continue  par  tous  les  jjoints  d'ordonnée  ,3  et  d'abs- 
cisse comprise  dans  un  intervalle  {a,  A),  à  tout  nombre  positif  e  corres- 
pond un  nombre  o,  tel  que  l'on  ait,  sous  la  condition  \  y  —  (3  |  <  8,  ef 
pour  toute  valeur  de  x  dans  rinte7^valle  (a,  A), 
\nx,y)-f[x,^)\  <e. 

3.  Continuité  d'une  intégrale  définie  par  rapport  à  un  paramètre.  — 
Si  l'on  intègre  par  rapport  à  x  une  fonction  f{x,  y)  qui  dépend  d'un 
paramètre  y,  il  est  clair  que  le  résultat  sera  une  fonction  o  {y)  de  ce 
paramètre.  Les  théorèmes  suivants  feront  savoir  si  cette  fonction  est 
continue  : 

I.  Si  f[x,  y)  est  une  fonction  cojitinue  de  x  et  de  y  dans  le  rectangle 
R,  borné  par  les  abscisses  a  et  A,  les  ordonnées  b  et  B  ;  plus  générale- 
ment, si  cette  fonction  est  seulement  bornée  dans  ce  rectangle  7nais  n'ad- 
met qu'un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  pour  chaque  valeur 
particulière  de  y,  l'intégrale 

'f  (y)  =  )    f(x,y)dx 
est  une  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  Ib,  B). 


—  s  — 

Soit,  en  effet,  [^  une  valeur  particulière  de  y  dans  cet  intervalle, 
nous  allons  montrer  que  cp  {y)  est  continue  au  point  [i. 

Supposons  d'abord  quef{x,y)  n'ait  aucun  point  de  discontinuité 
d'ordonnée  3  entre  les  abscisses  a  et  A.  Considérons  alors  la  relation 


l?(2/)-?(|3)!  ■::  \^  \f{^,y)-f{^r,^)\ 


dx 


et  appliquons  le  théorème  VI  qui  précède. 
Quelque  petit  que  soit  e,  on  peut  supposer,  dans  cette  dernière 

intégrale, 

\f{x,y)-f{x,^.)\  <e, 

sous  la  condition  \y  —  ^  \  <  3.  Alors  il  vient,  par  le  théorème  de  la 
moyenne, 

\^iy)-?{?>)  I  <£(A-a). 

Donc  la  variation  de  cp  [y)  peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on 
veut  et  cette  fonction  est  continue  au  point  p. 

Cette  démonstration  s'étend  facilement  au  cas  où  f{x,y)  possède 
un  nombre  limité  de  points  de  discontinuité  d'ordonnée  j3.  En  effet, 
on  peut  alors  admettre,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  n'y  en  ait  qu'un 
seul  et  que  son  abscisse  a  soit  intermédiaire  entre  a  et  A.  Désignons 
par  e  un  nombre  positif  d'une  petitesse  arbitraire,  et  faisons  la 
décomposition 

Ja  ,'a+£        Jx-i 

On  peut  d'abord  rendre  la  dernière  intégrale  aussi  petite  que  l'on 
veut  avec  e,  car,  si  M  désigne  le  maximum  absolu  de  f,  cette  inté- 
grale est  <  4Me  par  le  théorème  de  la  moyenne.  Après  cela,  les 
deux  intégrales  précédentes  sont  aussi  petites  que  l'on  veut  avec 
1 2/  —  [3  I  comme  dans  le  cas  précédent,  car  le  point  de  discontinuité 
d'ordonnée  [3  en  est  exclu.  Donc  la  variation  de  o^y)  peut  encore  être 
rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  et  o  [y)  est  continue  au  point  p. 

II.  Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les  limites  x^  =  4'i  (y) 
et  x.^  =  <\>2  [y]  sont  deux  fonctions  continues  de  y  dans  l'intervalle 
(&,  B).  Soit 


Jrg; 


y)dx 


cette  intégrale.  Ce  sera  encore  une  fonction  continue  de  y  dans  l'inter- 
valle  (b,  B),  pourvu  que  la  fonction  f{x,  y)  soit  continue  dans  le  domaine 


—  fi  _ 

D  compris  entre  les  deux  courbes  x  =  <\>i  (y),  x  =  «j'e  iy)  <'^  /<'*"  d^^^^ 
droites  y  =  b  et  //  =  B  ;  ou,  plus  généralement,  pourvu  que  f{x,  y)  soit 
bornée  dans  le  domaine  D  et  n'ait,  dans  ce  domaine,  qu'un  nombre 
limité  de  points  de  discontinuité  pour  chaque  valeur  particulière  de  y. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent.  En  effet,  le  domaine  D  peut 
être  comi)ris  dans  un  rectangle  R  limité  par  les  ordonnées  b  et  B  et 
deux  abscisses  convenables  a  et  A.  Désignons  par  ^  {x,  y)  une  fonc- 
tion égale  à  f(x,  y)  en  tout  point  de  D  et  à  0  en  dehors  de  D.  Cette  fonc- 
tion n'a  pas  d'autres  points  de  discontinuité  dans  le  rectangle  R  que 
ceux  de  /'  dans  le  domaine  D  et  les  points  de  la  frontière  de  ce 
domaine.  Il  n'y  en  a  donc  qu'un  nombre  limité  pour  chaque  valeur 
de  y.  Par  suite,  l'intégrale 

1    f,[x,y)dx 

est  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  [b,  B).  Or  cette  intégrale 
se  réduit  à  o  (y)  à  cause  de  la  définition  de  A,  ce  qui  prouve  le 
théorème. 

4.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle  par  des  inté- 
grales simples.  —  Soit  f{x,  y)  une  fonction  continue  dans  le  rectangle 
R  compris  entre  les  abscisses  a  et  A,  les  ordonnées  b  et  B.  L'intégrale, 
effectuée  en  considérant  y  comme  une  constante, 


(1)  \^fix,y) 


dx 


est  donc  une  fonction  continue  de  y  dans  l'intervalle  {b,  B)  et  peut,  par 
conséquent,  s'intégrer  dans  cette  intervalle.  Cette  intégration  fournit 
l'expression  suivante  : 


(2)  rdyrf{x,y)dx, 

Jt>         Ja 


qui  renferme  deux  signes  d'intégration  superposés  et  que  l'on 
appelle,  pour  cela,  une  intégrale  double.  Les  variables  x  et  y  que 
renferme  cette  intégrale  varient  dans  le  rectangle  R.  Celui-ci  s'ap- 
pelle l'aire,  le  domaine  ou  le  champ  d'intégration. 

Nous  avons  d'abord  supposé  /  [x,  y)  continue  dans  le  domaine  R, 
mais  l'expression  (2)  conserve  un  sens  sous  des  conditions  plus  géné- 
rales. 

Supposons,  en  effet,  que  f{x,y),  tout  en  restant  bornée  dans  le 
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rectangle  R,  devienne  discontinue  et  que  les  points  de  discontinuité 
se  répartissent  sur  un  nombre  limité  de  lignes  continues  que  nous 
appellerons  les  lignes  de  discontinuité.  Les  points  de  discontinuité 
pourront  d'ailleurs  être  disséminés  sur  ces  lignes  ou  les  remplir 
entièrement  ;  de  sorte  qu'il  peut  y  avoir  des  points  de  discontinuité 
isolés. 

L'intégrale  double  conservera  un  sens  parfaitement  clair  si  les 
lignes  de  discontinuité  se  composent  exclusivement  de  parallèles  aux 
axes  coordonnés  et  de  lignes  n'admettant  qu'un  nombre  limité  d'in- 
tersections par  des  parallèles  aux  axes. 

En  effet,  d'après  le  théorème  I  du  no  précédent,  l'intégrale  (1) 
demeure  (onction  continue  de  y,  sauf  pour  les  valeurs  exceptionnelles 
qui  correspondent  à  une  ligne  de  discontinuité  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Mais  comme  l'intégrale  reste  finie  pour  ces  valeurs  exceptionnelles 
de  y,  dont  le  nombre  est  limité,  elle  représente  encore  une  fonction 
inlégrable  de  y  dans  l'intervalle  [b,  B)  et  l'expression  (2)  conserve  une 
valeur  déterminée. 

Nous  supposerons  donc  dorénavant  que,  si  f{x^  y)  n'est  pas  con- 
tinue dans  le  rectangle  R,  ses  lignes  de  discontinuité  satisfont  aux 
conditions  précédentes. 

L'intégrale  double  jouit  d'une  propriété  fondamentale  qui  va  nous 
permettre  d'en  transformer  la  définition  et  que  voici  : 

Vintégi'ale  double  est  comprise  entre  mK  et  >IR,  m  et  M  étant  les 
limites  inférieure  et  supérieure  de  f{x,  y)  dans  le  domaine  d'intégration 
et  R  l'aire  du  domaine. 

On  a,  en  effet,  par  le  théorème  de  la  moyenne, 

m  (A  —  a)  î^     f{x,  y)  dx  :^  M  (Â  —  a). 

Ja 

Multiplions  ces  inégalités  par  dy^  intégrons  de  ft  à  B  et  remarquons 
que  (Â  —  a)(B  —  &)  =  R  ;  il  vient 


(3)  wiR  <  ^dy  rV(^, y)  dx  <C  MR. 


Jb  Ja 


5.  Définition  d'une  intégrale  double  dans  un  rectangle  par  des  limites 
de  sommes.  —  Partageons  le  rectangle  R  par  un  réseau  à  mailles 
rectangulaires,  formé  de  deux  systèmes  de  droites,  les  premières 
parallèles  à  l'axe  des  y  et  ayant  successivement  pour  abscisses  :  x^  = 


—  s  — 

fl^Xo r„4-,  =  A,  les  antres  parallèles  à  l'axe  des  x  et  ayant  succes- 
sivement pour  ordonnées  :  j/,  =  /^  y^,...  ï/m+i  =  B.  Appelons  a^^ 
l'aire  de  la  maille  comprise  entre  Xi  et  .r,^-,,  y^ei  yn^i  ;  enfin  soient 
iM/fc  et  m,7,  les  limites  siij)ërieure  et  inférieure  de  f{x,  y)  dans  la  maille 
a,7i.  La  relation  (3),  appliquée  au  rectangle  a^^,  donne 

çyn+i  ç-i'i+i 

■yk     •'Xi 

Additionnons  toutes  les  inégalités  comprises  dans  les  précédentes 
par  la  variation  des  indices  i,  A-  ;  il  viendra 


1    i  mikCLih 

i=i  k=i 


/"B        /*A  n     in 

:\   dy\   f{x,  y)  dx  • ,;  S    X  Uih  <Xih. 

Jb         Ja  2=1  k=i 


On  voit  que  l'intégrale  double  est  comprise  entre  deux  sommes 
doubles.  Je  dis  qu'elle  est  la  limite  commune  de  ces  deux  sommes, 
quand  on  fait  décroître  indéfiniment  les  mailles  du  réseau  dans  les 
deux  sens,  le  nombre  de  ces  mailles  augmentant  indéfiniment. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  que  la  différence  des 
deux  sommes  doubles,  savoir 

n      m. 

(4)  S    £  [^ik-mif:)^ik, 

a  pour  limite  zéro. 

Cette  conclusion  est  immédiate  si  la  fonction  f[x,  y)  est  continue 
dans  le  domaine  R,  car,  suivant  le  théorème  II  du  n»  2,  toutes  les 
oscillations  ^hk  —  mui  décroissent  alors  en-dessous  de  tout  nombre 
positif  donné  e  quand  les  domaines  aj*  tendent  vers  0.  Par  conséquent, 
la  somme  (4)  décroît  en  même  temps  en  dessous  de  tout  nombre 
donné,  car,  quand  les  oscillations  sont  <  e,  elle  est  inférieure  à 
eSSa/ft  =  eR. 

Cette  conclusion  subsiste  si  f{x,  y),  restant  bornée,  est  discontinue, 
pourvu  que  les  lignes  de  discontinuité  satisfassent  aux  .conditions  du 
n°  précédent.  En  effet,  les  oscillations  Mm  —  niik  décroissent  encore 
en  dessous  de  e  dans  tous  les  éléments  ai^  quand  ceux-ci  tendent 
vers  0,  sauf  peut-être  dans  les  éléments  touchés  par  les  lignes  de 
discontinuité  ou  dans  des  éléments  qui  s'approchent  indéfiniment  de 
ces  lignes.  Mais  la  somme  de  ces  éléments  exceptionnels  tendra 
vers  0  et,  avec  elle,  la  somme  des  termes  correspondants  de  l'ex- 
pression (4).  Donc  la  limite  de  cette  expression  est  encore  nulle. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  peut,  en  supprimant  seule- 
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ment  dans  ce  qui  précède  les  doubles  indices  devenus  inutiles,  se 
formuler  de  la  manière  suivante  : 

'intégrale  double      dij  I   f[x,  y)  dx  est  aussi  la  limite  commune  des 

Jb      '    Ja 


L 

deux  sommes 


^  m,  a,  ,         S  Mi  cti  , 

K  11 


obtenues  en  décomposant  le  domaine  d'intégration  R  en  éléments  rectan- 
gulaires infiniment  petits  a^  et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  éléme7its 
midtipliés  respectivement  par  les  limites  inférieure  mi  et  supérieure 
M<  de  f{x,  y)  dans  chacun  d'eux. 

6.  Théorème  de  l'interversion  des  intég-rations.  Nouvelle  notation  de 
l'intégrale  double.  —  Un  peut  permuter  les  variables  x  et  y  dans  tous 
les  raisonnements  du  n"  précédent.  Comme  d'ailleurs  la  définition  de 
l'ititégrale  double  comme  limite  de  sommes  ne  dépend  plus  en  rien 
de  Tordre  dans  lequel  ces  deux  variables  avaient  été  considérées,  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

La  valeur  de  l'intégrale  double  dans  le  rectangle  R  est  indépendante 
de  l'ordre  dans  lequel  on  fait  les  intégrations,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

\   dx\  i  [x,  y)dy=\   dy\  f{x,  y)  dx. 

Ja        Jb  Jb         Ja 

Dès  lors,  pour  représenter  une  intégrale  double  dans  le  rectangle 
R,  il  est  naturel  d'adopter  des  notations  qui  rappellent  à  la  fois  sa 
définition  comme  limite  de  sommes  et  sa  réduction  à  des  intégrales 
simples  consécutives.  Nous  nous  servirons  des  symboles  suivants  : 

\\^f{3c,y)d^        ou         \\j{x,y)dxdy. 

La  qu'ànWié  f[x,ij)  dxdy  sur  laquelle  porte  la  double  intégration 
s'appelle  Vêlement  de  l'intégrale  double. 

7.  Intégrale  double  dans  un  domaine  de  forme  quelconque.  —  La 
définition  de  l'intégrale  double  comme  limite  de  sommes  s'étend,  sans 
difficulté  aucune,  au  cas  d'un  domaine  limité  par  des  courbes  quel- 
conques soumises  aux  restrictions  du  n°  i. 

Soit  D  un  domaine  semblable.  Considérons  une  fonction /(a;,  </) 
continue  dans  ce  domaine,  ou,  plus  généralement,  bornée  et  ayant 
des  lignes  de  discontinuité  soumises  aux  mêmes  conditions  que  pré- 
cédemment (n°  4).  On  peut,  par  deux  systèmes  de  droites  parallèles 
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aux  axes,  décomposer  D  en  éléinenls  a,  infiniment  petits.  Tous  ces 
éléments  seront  rectangulaires  saul"  sur  le  bord  du  domaine.  Soient 
Mi  et  mt  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f(x,  y)  dans  a,.  La 
définition  de  l'intégrale  double  dans  1)  est  fournie  par  le  tbéorème 
suivant  : 

Les  deux  sommes  étendues  à  tous  les  éléments  de  D, 

(1)  S  M,a,,         S  w,a„ 

D  D 

tendent  vers  la  même  limite  quand  les  éléments  a,  décroissent  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens.  Cette  limite  commune  est  l'intégrale  double  de 
f{x,  y)  dx  dy  dans  le  domaine  D  et  elle  se  représente  par  les  notations 

I  [  /■  [x,  y)  dx  dy        ou         j  j^  f  [X,  y)  dD . 

En  effet,  cette  limite  se  ramène  aisément  à  une  intégrale  double 
dans  un  rectangle.  Pour  cela,  construisons  un  rectangle  R  dont  les 
côtés,  parallèles  aux  axes,  enveloppent  le  domaine  D.  Soient  a  et  A 
les  abscisses  extrêmes,  è  et  B  les  ordonnées  extrêmes  de  ce  rectangle. 

Appelons  /",  (x,  y)  une  fonction  égale  à  f{x,  y)  en  tout  point  de  D  et 
à  zéro  en  dehors  de  D.  Les  discontinuités  de  cette  fonction  seront 
soumises  aux  conditions  présupposées  de  sorte  que  l'intégrale  double 
de  fi  {x,  y)  dans  R  est  bien  déterminée. 

Partageons  R  en  éléments  infiniment  petits  aj  par  des  parallèles 
aux  axes  infiniment  rapprochées,  ce  qui  fournira,  en  même  temps,  le 
mode  de  partage  de  D.  Formons,  pour  la  fonction  /"i  et  pour  le  rec- 
tangle R  entier,  les  deux  sommes, 

(2)  S  MiOi,        S  WiOi, 

R  R 

analogues  aux  sommes  (1)  du  théorème  qui  nous  occupe  mais  qui  ont 
pour  limite  l'intégrale  de  fi  dans  R.  Les  termes  relatifs  aux  éléments 
a-i  situés  hors  de  D  sont  nuls,  ceux  qui  sont  relatifs  aux  éléments 
di  situés  dans  D  sont  les  mêmes  dans  les  sommes  (2)  que  dans  les 
sommes  (1).  Les  sommes  correspondantes  2  et  S  ne  diffèrent  donc, 

D  R 

en  réalité,  que  par  les  termes  relatifs  aux  éléments  a^  touchés  par  la 
frontière  du  domaine  D.  Mais,  comme  la  somme  de  ces  éléments, 
donc  de  ces  termes,  tend  vers  0,  les  sommes  S  et  2  ont  la  même 

D  R 

limite.  Il  vient  ainsi,  comme  nous  l'avons  annoncé 


j^f{x,y)dxdy  =  jj^l\{x,y)dR. 
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8.  Réduction  aux  intégrales  simples.  —  L'intégrale  double  dans  le 
domaine  l)  peut  aussi  se  réduire  à  des  intégrales  consécutives  par  rap- 
port à  X  et  à  y 

On  a,  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 

\\f{x,  y)  dx  dy  =  i    dy      f,  ix,  y)  dx  =\    dx  \    /,  ix,  y)  dy. 

Supposons,  ce  qui  est  un  cas  très  habituel,  que  le  contour  du 
domaine  D  ne  soit  coupé  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe 
des  X  ou  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y.  Alors,  pour  chaque  valeur 
de  X  entre  a  et  A,  «/  varie  entre  deux  valeurs  î/j  et  y^  fonctions  de  x  ; 
de  même,  pour  chaque  valeur  de  y  entre  h  et  B,  x  varie  entre  deux 
valeurs  x^  et  x^  fonctions  de  y.  On  peut,  dans  les  formules  précé- 
dentes, supprimer  les  intervalles  d'intégration  où  /\  est  nulle,  et, 
comme  /"i  =  /dans  les  intervalles  restants,  il  vient 

j  1  /(i-,  y)  dxdy=\    dy  \  ^f{x,  y)  dx  =  \    dx  \   '[[x,  y)  dy. 

J  Jo  Jb  Jx^  Ja  Jy^ 

Plus  généralement,  quel  que  soit  le  contour  du  domaine  D,  on  peut 
écrire  la  formule  de  réduction  sous  la  forme 

{\^r{x,  y)  dx  dy  -  (dy(f{x,y)  dx=jdxjf{x,  y)  dy. 

Mais  il  faut  interpréter  ce  résultat  comme  il  suit  : 

Supposons  qu'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport 
à  y.  Considérant  y  comme  constant,  on  intègre  par  rapport  à  x  dans 
tous  les  intervalles  où  A  =  f,  c'est  à  dire  dans  tous  ceux  qui  four- 
nissent, pour  cette  valeur  de  y,  des  points  {x,  y)  du  domaine  D.  En 
d'autres  termes,  l'intégration  par  rapport  à  x  s'étend  à  la  section  du 
domaine  D  par  la  droite  d'ordonnée  y.  Le  résultat  est  une  fonction  de 
y,  que  l'on  intègre  ensuite  par  rapport  à  y  entre  les  limites  extrêmes 
du  domaine  D. 

9.  Propriétés  de  l'intégrale  double.  —  I.  Soient  D  Faire  du  domaine 
d'intégration,  M  et  m  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f{x,  y)  dans 
l)  \  on  a 


MD  ^  1  f  /  (a-,  î/)  rfD  ^  mD. 


En  effet,  l'intégrale  double  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
SM.aj  et  Sm/a^,  toutes  deux  comprises  entre  MSa^  =  MD  et  mSa^  = 
mD. 
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II.  Si  l'on  pose,  en  particulier,  /"=  1,  on  obtient  l'aire  du  domaine 
d'intégration  sous  forme  d'intégrale  double 


D=  ((  dœdfi. 


III.  Si  l'on  décompose,  le  domaine  D  en  plusieurs  parties  par  des 
transversales,  Fintégrale  dans  D  est  la  somme  des  intégrales  prises  dans 
chaque  partie. 

Nous  pouvons  supposer,  dans  la  démonstration,  qu'on  ait  décom- 
posé D  en  deux  parties  seulement  D'  et  D"  par  une  transversale,  car  le 
raisonnement  s'étend  de  proche  en  proche  aux  autres  cas. 

Couvrons  alors  D  d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires  a^-  comme 
précédemment,  et  considérons  la  somme  H  M^a^  qui  a  pour  limite 
l'intégrale  dans  D.  Abstraction  faite  des  éléments  a^  touchés  par  la 
transversale,  elle  se  compose  des  deux  sommes  qui  ont  pour  limites 
les  intégrales  dans  D'  et  dans  D".  Mais  les  éléments  touchés  par  la 
transversale  donnent  des  sommes  qui  tendent  vers  zéro.  On  ne  com- 
met pas  d'erreur  en  les  négligeant,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

10.  Généralisation  de  la  définition  d'une  intégrale  double.  —  Soit  D 
un  domaine  d'intégration.  Décomposons-le  par  des  transversales 
droites  ou  courbes  en  éléments  d'aires  bien  déterminées  aj.  Soient 
m,-  et  Mj  les  limites  de  f{x,  y)  dans  cci  : 

L'intégrale  double  de  f  [x,  y)  dans  l'aire  1)  est  la  limite  comimine  des 
deux  sommes 

S  MiOLi,        S  mi<Xi, 

étendues  à  tous  les  éléments  de  l'aire   D,   quand   tous  les  éléments 
<Xi  décroissent  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

On  a,  en  effet,  par  la  propriété  I  du  n°  précédent, 

Faisons  la  somme  de  toutes  les  inégalités  analogues  ;  il  vient,  par 
la  propriété  III, 

S  ^iXi  >        \\x,  y)  dxdy  ^  "L  micti. 

Donc  les  deux  sommes  extrêmes  ont  pour  limite  l'intégrale  double, 
car  on  va  voir  que  leur  différence  !>  (Mj  —  mt)  oLi  a  pour  limite  0. 
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Cette  conclusion  est  immédiate  si  [{x,  y)  est  continue,  car  toutes  les 
différences  {Mi  —  m,)  tendent  alors  uniformément  vers  0.  Elle  subsiste 
s[f{x,y)  est  discontinue  dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus, 
car  le  raisonnement  fait  au  n"  5  s'applique  aussi  bien  au  cas  actuel. 

On  peut  encore  modifier  la  définition  précédente  comme  il  suit  : 

L'intégrale  double  de  f[x,  y)  dans  D  est  la  limite  de  la  somme 

^  ni.,  ru)  a, 

oii  E/,  Tu  est  un  point  arbitraire  de  cci  et  qui  s'étend  à  tous  les  éléments 
oLi  de  l'aire  D,  quand  tous  ces  éléments  décroissent  indéfiniment  dans 
tous  les  sens. 

En  effet,  fi^i,  -ni)  est  compris  entre  nu  et  Mj  et,  par  conséquent,  la 
somme  considérée  dans  ce  nouvel  énoncé  est  intermédiaire  entre  les 
deux  sommes  de  l'énoncé  précédent. 

11.  Théorème  de  la  moyenne.  —  Si  cp  ix,  y)  est  constamment  de 
même  signe  dans  le  domaine  1),  et  sif{x,y)  est  compris  entre  les 
limites  m  et  M,  l'intégi-aie 


a 


f{x,y)if{x,y)dxdy 

'D 

sera  comprise  entre  les  deux  suivante'^  : 

7/1  j  j  cp  [x,  y)  dx  dy,        ^M  |  ?  i^"'  V)  '■^^  ^11- 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de  la  moyenne,  qui  est  l'ana- 
logue du  théorème  correspondant  sur  les  intégrales  simples  et  dont 
la  démonstration  est  tout  aussi  immédiate.  On  remarquera  que  le 
théorème  I  du  n»  9  en  est  un  cas  particulier. 

12.  Intégrales  curvilignes  (').  Formule  de  Green  pour  le  plan.  —  Soit 
y  =  '^  (x)  une  fonction  continue  de  x  dans  un  intervalle  (a,  b).  Quand 
X  varie  de  rt  à  6,  le  point  x,  y  décrit  un  arc  de  courbe  AB.  Soit  P  [x,  y) 
une  fonction  continue  de  x  et  de  //  ;  l'intégrale  définie 

(  P  [x,  y)  dx, 

Ja 

(*)  La  théorie  la  pins  générale  des  inlc'^grales  curvilignes  a  été  exposée  dans 
la  première  partie  du  cours  (no  304  et  suivants).  Nous  nous  plaçons  ici  à  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  élémentaire. 
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dans  laquelle  on  considère  y  comme  l'ordonnée  (fonction  de  x)  de  la 
courbe  AB  s'appelle  une  intégrale  curviligne.  On  dit  qu'elle  est  effec- 
tuée sur  la  courbe  AB  dans  le  sens  AB.  Si  l'on  renversait  les  limites, 
on  changerait  le  sens  du  parcours  et  le  signe  de  l'intégrale.  On  con- 
vient de  représenter  cette  intégrale  par  la  notation  suivante  qui  fait 
connaître  la  ligne  et  le  sens  de  l'intégration  : 


P{x,y)dx, 

JAB 

et  cette  expression  est  donc  équivalente  à 


I 


('?{x,y)dx. 


Plus  généralement,  considérons  une  ligne  K  composée  de  plusieurs 
arcs  consécutifs  AB,  BG,  ...,  sur  chacun  desquels  x  croît  ou  décroît 
constamment  quand  on  décrit  la  ligne.  L'intégrale  sur  la  ligne  K  sera 
la  somme  des  intégrales  effectuées  sur  les  divers  arcs  AB,  BG,  ..., 
lesquelles  sont  définies  par  ce  qui  précède. 

Il  est  clair  que,  si  Q  (X,  y)  est  une  fonction  continue,  l'intégrale 
curviligne  de  Qdy  sur  la  ligue  K  se  définira  par  des  considérations 
analogues,  pourvu  que  la  courbe  K  se  compose  aussi  d'un  ou  de 
plusieurs  arcs  sur  ciiacun  desquels  y  varie  constamment  dans  le 
même  sens. 

Enfin,  si  nous  ajoutons  les  intégrales  de  ^dx  et  de  Qdy  sur  la 
courbe  K,  nous  obtenons,  par  définition,  l'expression 


i' 


{?dx-{-Qdy), 

K 

qui  est  le  symbole  général  d'une  intégrale  curviligne. 

Examinons  en  particulier  le  cas  d'un  contour  G  fermé  sans  point 
multiple. 

Le  tour  de  ce  contour  peut  se  faire  dans  le  sens  direct  ou  dans  le 
sens  rétrograde.  Le  sens  direct  est  celui  de  la  rotation  de  l'axe  des 
X  positifs  vers  celui  des  y  positifs.  Ordinairement  c'est  le  sens  con- 
traire de  celui  des  aiguilles  d'une  montre  et  il  laisse  l'origine  à  gauche. 
Dans  ce  cas,  le  sens  direct  sur  le  contour  G  sera  celui  que  laisse  à 
gauche  l'intérieur  du  contour. 

Dans  le  cas  d'un  contour  fermé  G,  on  convient  de  représenter  par 
la  notation 
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\pdx  4-  Qdy 


l'iutëgrale  elTecluée  dans  le  sons  direct. 

Il  peut  arriver  que  le  contour  C  renferme  dans  sa  composition  des 
segments  de  droites  parallèles  à  l'axe  des  x  ou  parallèles  à  celui  des  y. 
On  étend  la  détlnition  à  ce  cas  en  considérant  comme  nulle  l'inté- 
grale de  Vdx  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  y  et  aussi  celle  de  Q.dy  sur 
une  parallèle  de  l'axe  des  x.  Cette  convention  est  naturelle,  x  étant 
constant  et  dx  nul  dans  le  premier  cas,  y  constant  et  dy  nul  dans  le 
second. 

Si  X  et  //  sont  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  /  qui  varie 
de  /o  à  T  quand  le  point  x,  y  décrit  le  contour  C,  et  si  ces  fonctions 
ont  des  dérivées,  chacune  des  intégrales  effectuées  par  rapport  à  x 
ou  par  rapport  à  y  qui  entre  dans  la  défmiiion  de  l'intégrale  curviligne, 
peut  se  transformer  en  prenant  /  comme  nouvelle  variable  d'intégra- 
tion. L'intégrale  curviligne  peut  donc  se  transformer  en  une  intégrale 
ordinaire  effectuée  par  rapport  à  t,  ce  qui  donne 

_[,:P,te  +  Qrf,)=-£(p|+Q!|)*. 

Green  a  fait  usage  d'une  formule  importante  qui  ramène  une  in- 
tégrale double  à  une  intégrale  curviligne  et  à  laquelle  on  a  donné  son 
nom.  Nous  allons  la  faire  connaître. 

Considérons  un  domaine  D  limité  par  un  contour  fermé  C.  Sup- 
posons d'abord  que  ce  contour  (fig.  1)  se  Yi 
compose  de  deux  arcs  de  courbes  RS  et  PQ 
et  de  deux  parallèles  à  l'axe  des  y,  RP  et  SQ. 
Les  ordonnées  î/,  et  î/2  («/o  >  </i)  des  deux 
courbes  sont  supposées  fonctions  continues 
de  X  dans  l'intervalle  {a,  A)  correspondant  _ 
aux  deux  arcs  considérés.  Nous  admettons 
d'ailleurs  que  les  deux  arcs  puissent  se 
rejoindre  par  leurs  extrémités,  auquel  cas  l'une  des  droites  du 
contour  C  ou  toutes  les  deux  disparaîtront.  Soit  alors  P(x,  y)  une 
fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  -^dans  le  domaine  D.On  aura, 
par  la  formule  du  n°  8, 




<l 

pX 

"C 

y 

S 

R 

5l 

FifT.  1. 
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Ces  deux  dernières  intégrales  simples  sont  des  intégrales  curvi- 
lignes. La  première  est  eflectuée  sur  l'arc  PQ  le  seconde  sur  l'arc  RS. 
Il  vient  donc 

({-}-  dx  dy  =  -(  V  dx-  [  ?dx. 

Or  je  dis  que  ce  résultat  peut  s'écrire  encore 

I  ^  da;  du  =  —  1  Pdx. 
J  Jd  dy        -^  je 

En  effet,  quand  on  suit  le  contour  G  dans  le  sens  direct,  on  par- 
court successivement  les  deux  arcs  RS  et  QP  et  les  deux  droites  SQ  et 
PR  ;  mais,  l'intégrale  étant  nulle  sur  ces  deux  droites,  il  n'y  a  pas 
lieu  d'en  tenir  compte. 

La  formule  précédente  s'étend  sans  peine  à  une  aire  0  entourée  par 
un  contour  C  de  forme  quelconque,  pourvu  que  ce  contour  satisfasse 
aux  conditions  ordinaires  (n°  1).  En  effet,  on  peut  alors  par  des 
transversales  décomposer  D  en  morceaux  Dj,  Do,...  limités  par  des 
contours  semblables  à  celui  sur  lequel  nous  venons  de  raisonner. 
L'intégrale  double  dans  chaque  morceau  se  ramène  à  une  intégrale 
curviligne.  En  faisant  la  somme  de  ces  intégrales  doubles,  on  obtien- 
dra l'intégrale  dans  D.  D'autre  part,  la  somme  de  ces  intégrales 
curvilignes  se  réduira  à  l'intégrale  sur  C,  car  celles  qui  sont  prises 
sur  les  transversales  disparaissent.  En  effet,  chaque  transversale  est 
parcourue  deux  fois  en  sens  contraire  suivant  qu'on  la  considère 
comme  frontière  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  morceaux  qu'elle 
sépare,  et  les  deux  intégrales  correspondantes  se  détruisent. 

Soit  maintenant  Q  [x,  y)  une  autre  fonction  continue  dans  Taire  D 
ainsi  que  sa  dérivée  y^  ;  la  formule 


a 


,Jtorf»^-_[Q</./ 


s'établit  comme  la  précédente.  En  retranchant  les  deux  équations 
l'une  de  l'autre,  il  vient  enfin 

Telle  est  la  formule  de  Green.  Elle  ramène  le  calcul  de  l'intégrale 
double  dans  D  à  celle  d'une  intégrale  effectuée  sur  le  contour  de 
l'aire. 
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Nous  avons  déjà  rencontré  dans  la  première  partie  du  cours  cer- 
taines applications  de  cette  formule.  Posons  Q  =  x  et  P  =  —  //  ;  il 
viendra 

([xdy  —  y  dx)  -= 'H  {  {  dy  dx  = 'H  I). 

C'est  l'une  des  formules  qui  expriment  l'aire  D  intérieure  au  con- 
tour C  par  une  intégrale  sur  le  contour.  Les  deux  autres 


D  =  —  \  ^  dx  =  \  X  dy 

je  Je 


s'obtiennent  d'une  manière  analogue  en  posant  Q  =^  0,  P  -=  —  y  ou 

Q  =  07,  P  =  0. 

13.  Intégrales  triples.  —  Les  considérations  précédentes  s'étendent 
à  un  système  de  trois  variables  x,  y.  z.  On  est  ainsi  conduit  à  la 
notion  des  intégrales  triples.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les 
résultats  suivants,  les  démonstrations  se  faisant  comme  pour  les 
intégrales  doubles  : 

Faisons  varier  le  point  x,  y,  z  dans  un  prisme  rectangulaire  R, 
borné  par  les  valeurs  a  et  A  de  j;,  è  et  B  de  /y,  c  et  G  de  z.  Soit 
f{x,  y,  z)  une  fonction  continue  de  x,  y,  z  dans  ce  domaine,  ou,  plus 
généralement,  une  fonction  bornée  dont  les  points  de  discontinuité  se 
répartissent  sur  un  nombre  limité  de  surfaces  planes  ou  courbes 
appelées  surfaces  de  discontinuité.  Les  surfaces  courbes  sont  d'ailleurs 
soumises  à  certaines  restrictions.  Il  faut  qu'en  les  coupant  par  un  plan 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  système  de  lignes  de  discon- 
tinuité qui  en  résulte  satisfasse  aux  conditions  imposées  jusqu'ici  à 
ces  lignes  dans  le  plan  de  deux  variables. 


Ceci  posé,  formons  l'expression,  bien  déterminée 
(1)  (dx\dyrnx,y,z)dz 


qui  résulte  de  trois  intégrations  consécutives,  la  première  par  rapport 
à  z  en  considérant  x,  y  comme  constants,  la  deuxième  par  rapport  à 
y  en  considérant  x  comme  constant,  la  troisième  par  rapport  à  x. 
Cette  expression  est  une  intégrale  triple  étendue  au  domaineli. 
On  peut  la  détinir  aussi  comme  une  limite  de  sommes  : 

Vintégrale  triple  dans  R  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
yim^y.,,     S  M,  a,. 
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obtenues  eu  décomposaut  le  ilomaiuc  H  en  éléments  infiniment  petits  a^ 
par  trois  systèmes  de  plans,  respectivement  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés, et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  éléments  mull'ipliés  respec- 
tivement par  les  limites  inférieures  jni  et  supérieures  Mi  de  f{œ,y,  z) 
dans  chacun  d'eux. 

L'ordre  des  variables  n'intervient  plus  dans  cette  définition,  d'où 
le  théorème  : 

Si  l'on  intègre  successivement  une  même  fonction  f{x,  ?/,  z)  par  rap- 
port aux  trois  variables  x,  y,  z  entre  des  limites  constantes,  le  résultat 
ne  dépend  aucunement  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  trois 
intégrations. 

La  délinition  de  l'intégrale  triple  s'étend  aussi  à  un  domaine  D 
limité  par  une  surface  fermée  de  forme  quelconque  qui  en  fait  la 
frontière.  Toutefois,  pour  que  la  précédente  théorie  des  intégrales 
doubles  puisse  se  généraliser,  il  faut  assigner  des  restrictions  à  cette 
frontière. 

Supposons  que  l'on  coupe  le  domaine  D  par  un  plan  parallèle  à 
l'un  des  plans  coordonnées,  par  exemple  par  le  plan  d'ordonnée  z. 
Les  points  du  domaine  D  qui  appartiennent  au  plan  s  forment 
un  domaine  à  deux  variables  x,y,  que  l'on  appelle  la  section  du 
domaine  D  par  le  plan  z.  Nous  admettons  que  le  contour  de  cette 
section  satisfait  aux  conditions  que  nous  avons  imposées  précédemment 
à  la  frontière  d'un  domaine  à  deux  variables  et  qu'il  en  est  de  même 
pour  toute  autre  section  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés. 

V intégrale  triple  de  f{x,  y,  z)  dans  un  domaine  D  de  forme  quelcon- 
que  est  la  limite  commune  des  deux  soinmes  '^'Sli  n.i  et  '^mt  a^  ,  i[ue  l'on 
obtient  en  décomposant  D  en  volumes  infiniment  petits  en  tous  sens  a^  par 
des  surfaces  quelconques,  et  en  faisant  la  somme  de  ces  éléments  oli  , 
multipliés  respectivement  par  les  limites  supérieures  Mj  et  inférieures 
nii  de  f[x,  y,  z)  dans  chacun  d'eux.  Cette  limite  se  désigne  par 

(2)  j^^f{x,y,z)dxdydz. 

Le  théorème  de  la  moyenne  s'étend  aux  intégrales  triples.  Nous  en 
énoncerons  seulement  le  cas  particulier  suivant.  Si  l'on  désigne  par  D 
le  volume  du  domaine  d'intégration  et  par  {ji  une  valeur  moyenne  de/ 
dans  ce  domaine,  on  peut  écrire 


(3)  \^\j{x,y,z)dxdydz^  l^.  D. 
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En  particulier,  si  /=- 1,  il  vient 

(4)  L>  ^  Cl  { (l^di/dz, 

ce  qui  donne  l'expression  générale  d'un  volume  sous  forme  d'intégrale 
triple. 

14.  Réduction  des  intégrales  triples.   —   Considérons  l'intégrale 
étendue  à  un  domaine  de  forme  quelconque 


J  )  (  f{^,!h^)  dx  dydz. 


Cette  intégrale  se  ramène  aisément  à  une  autre  prise  dans  un  do- 
maine prismatique.  Soient  a  et  A  les  valeurs  extrêmes  de  x,  b  eiB 
celles  de  y,  c  ei  C  celles  de  z  dans  le  domaine  D.  Le  prisme  R  borné 
par  ces  trois  couples  de  valeurs  contiendra  le  domaine  D.  Donc,  si 
l'on  désigne  parfi  une  fonction  égale  à  /"en  tout  point  de  D  et  à  zéro 
en  dehors,  on  aura 

I  I  I  /■  (^.  ;'/,  -)  dx  dy  dz  =  )  f  |  /",  [x,  y,  z)  dx  dy  dz . 

L'intégrale  dans  R  se  calcule  par  trois  intégrations  simples  consé- 
cutives effectuées  par  rapport  à  x,  y,  z  dans  un  ordre  arbitraire.  On 
peut,  par  exemple,  la  réduire  à 

(5)  f  W  ^dy  {' \\  [X,  y,  z)  dz. 

Ja         Jb         Je 

Considérons  le  résultat  des  deux  premières  intégrations  : 
(  dy  \  /",  (r,  y,  î)  dz, 

,i>         Je 

C'est  une  intégrale  double  étendue  à  un  rectangle  et  dans  laquelle 
on  regarde  x  comme  constant.  On  peut  remplacer  celte  intégrale 
double  par  une  autre  portant  sur  la  fonction  [.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
réduire  le  champ  d'intégration  au  domaine  dans  lequel /"= /",.  Ce 
domaine  n'est  autre  que  la  section  du  domaine  D  par  le  plan  x  ;  en 
la  désignant  par  S^? ,  l'intégrale  précédente  devient 

j  I    f{x,y,z)dydz 
et  l'intégrale  triple  prend  la  forme 

(6)  \\\x\[f{x,y.z)dydz. 
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L'intégrale  double  pouvant  se  calculer  par  deux  intégrales  simples 
effectuées  par  rapport  à  </  et  à  :•,  l'intégrale  triple  se  ramènera  donc 
à  trois  intégrations  consécutives  sur  la  fonction  f. 

C'est  ce  qu'on  exprime  par  la  relation  générale 


(7)  \\\fdidyih=jdxjdy  {fdi 


La  première  intégration  est  effectuée  par  rapport  à  z,  on  suppose 
a-,  y  donnés  et  l'intégration  s'étend  aux  valeurs  de  z  pour  lesquelles 
le  point  (j.\  y,  z)  appartient  à  D.  La  seconde  intégration  s'étend  aux 
valeurs  de  y  pour  lesquelles  {x  étant  donné)  la  droite  i\  y  rencontre  D, 
la  troisième  à  toutes  les  valeurs  de  x  auxquelles  correspondent  des 
points  de  D. 

On  peut  permuter  les  intégrations,  mais  il  faut  aussi  permuter  les 
lettres  dans  la  règle  précédente,  ce  qui  entraînera  généralement  une 
moditication  des  limites. 

§  2.  Déterminants  fonctionnels. 
Transformation  des  intégrales  doubles. 

15  Déterminant  fonctionnel  ou  jacotien.  —  Soient  u,  v  deux  varia- 
bles indépendantes,  x,  y  deux  fonctions  : 

x  =  ç  {u,  v),        y  =  <i^{u,v), 

continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  premières.  Le  déter- 
minant 


J  = 


se  nomme  détermi7îant  fonctionnel  ou  jacobien  de  x,  y  par  rapport  à 
M,  V.  11  se  présente  par  le  symbole 

d  [x,  y) 
d  [u,  v)' 

qui  rappelle  la  notation  des  dérivées.  Et,  en  eflet,  nous  allons  voir 
que  le  déterminant  fonctionnel  possède  des  propriétés  analogues  à 
celles  de  la  dérivée.  Nous  signalerons  les  suivantes  : 

I.  Les  variables  u,  v  peuvent  être  elles-mêmes  des  fonctions  de 


dx 

dx 

du 

dv 

du 

dy 
dv 
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deux  nouvelles  variables  indépendantes  u',  v',  admettant  aussi  des 
dérivées  partielles  continues,  auquel  cas  on  a 


dx    dx 
dû'  dv' 

du'   dv' 


dx  du  dx  dv 

du  du'  dv  du' 

dij  du  du  dv 

du  du'  dv  du' 


dx  du  dx  dv 

du   dv'  dv  dv' 

du   du  dy  dv 

du  dv'  dv  dv' 


et,  d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants, 

d  [x,  y)  _  d  (x,  y)      d  (u,  v) 
d  [u',  v')~  d{u,v)      d{u',  v')' 

Cette  formule  est  analogue  à  celle  de  la  dérivation  des  fonctions  de 
fonctions. 

II.  Quand  u'  =  x  et  v'  =  y,  il  vient 


1  = 


d  [x,  y)    d  [u,  v) 


d  {u,  v)     d  {x,  y) 

Donc  le  jacobien  de  x,  y  par  rapport  à  u,  v  est  l'inverse  de  celui  de 
u,  v  par  rapport  à  x,  y,  ce  qui  rappelle  la  règle  de  dérivation  des 
fonctions  inverses. 

Cette  règle  suppose  évidemment  l'existence  des  fonctions  inverses 
M,  V  de  X,  y.  Mais  on  peut  s'en  assurer  par  le  théorème  suivant  : 

III.  Si  les  fonctions  x,  y  prennent  les  valeurs  Xo,  yo  au  point  «o,  Vo 
et  que  leur  jacobien  J  ne  s'annule  pas  en  ce  point,  on  peut  récipro- 
quement considérer  u,  v  comme  des  fonctions  de  x,  y,  continues  dans 
le  voisinage  du  point  Xo,  yo  et  qui  prennent  les  valeurs  «o,  l'o  au 
point  Xo,  yo.  Ces  fonctions  sont  simples  et  admettent  des  dérivées 
partielles. 

C'est  l'application  du  théorème  du  n°  144  de  la  première  partie  du 
cours. 

La  définition  du  jacobien  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de 
fonctions  a,-,,  x^,...  Xn  du  même  nombre  de  variables  indépendantes 
M„  u, 


.  Un .  On  pose 

J  = 

dxi 
du^ 

dXn 

dui 

d  {Xi,Xo,. 

..Xn) 

rf(Wl,  "2,. 

..Un) 

dxi 

dXn 

àUn 

dUn 

Les  propriétés  I,  II,  III  se  généralisent  évidemment  d'elles-mêmes. 
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IV.  Voici  encore  une  propriété  qui  généralise  la  règle  de  dérivation 
des  fonctions  composées.  Soient  x  eiy  deux  fonctions  données  de  ç,  yj,  (^  : 

a;  =  cp  (E,  T.,  Q,  y  ^  J^  {l  T.,  t) 

Si  Ç,  Tj  ^  dépendent  de  deux  variables  u,  v,  les  variables  x  ei  y  sont 
des  fonctions  composées  de  ?'-,  r.  On  a 

...     d  [a\  y)  ^  d  [x.  y)  d  (i,  r.)      f?  (a^.  ?/j  dJ^X^      d[x,y)  d  (:,  ^ 

Il  y  a  autant  de  termes  dans  le  second  membre  que  de  combinaisons 
des  lettres  E,  Tj,  u  deux  à  deux.  Comme  cette  formule  s'étend  facilement 
à  des  séries  plus  nombreuses  de  variables,  nous  allons  en  donner  une 
démonstration  facile  à  généraliser. 

Remplaçons  d'abord,  dans  d  [x^  y)  :  d  {ic,  v),  x  seul  par  cp  (^,  y,,  Ç), 

donc  -r-  par  -^  -^— ,   +  ...  etc.  Ce  déterminant  se  décompose  en  une 
du  d^   du 

somme  d'autres  : 

d{x,  y)  _  d^  d  (i,  y)      c?cp  d  (y„  y)      dz>  d  [l,  y) 
d  *(w,  v)       d^  d  [u,  v)       dr\  d  lu,  v)       d^  d  (w,  v)' 

C'est  une  expression  linéaire  des  déterminants  fonctionnels  de  (^,  «y), 
(*^i>  y)i  (^»  //)•  Remplaçons  maintenant  dans  ceux-ci  y  par  ^  (^,  r^,  Ç)  ;  ils 
vont  s'exprimer  à  leur  tour  linéairement  au  moyen  de  ceux  de  (C,  ri), 
i'^u  ^)»  l>t.  i),  car  ceux  de  (^,  E),...  sont  nuls.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'expression  précédente,  il  vient 

^i^  _  A  d  [l  -ri)        g  d  (t„  C)        ^  11^^11 
0?  (^^-,  v)  c?  {u,  v)  d  (w,  t^)  d  [u,  v) 

Dans  cette  équation,  les  paramètres  A,  B,  C  ne  dépendent  que  des 
fonctions  !p  et  6  et  non  de  u,  v.  On  peut  donc  les  déterminer  pour  des 
valeurs  particu^ièi^s^de.  ?;,  v.  On  trouve  immédiatement  A  en  posant 
u  =  ^,  V  =  r^^ce  qui  réduit  le  second  membre  à  A;  B  et  C  se  déter- 
minent d'une  manière  analogue,  et  l'on  obtient  la  formule  (1). 

16.  Correspondance  de  deux  aires  D  et  D' ;  uniforme;  directe  ou 
inverse.  Calcul  d'une  aire  en  coordonnées  curvilignes.  Rapi^ortons  les 
variables  u,  v  à  deux  axes  rectangulaires  Om  et  Oi;;  les  variables  œ,  y 
à  deux  axes  rectangulaires  0.r  et  Oy.  Les  formules 

x  =  'f{u,v),        y==i'{u,v), 

que  nous  supposons  vérifier  les  conditions  du  n°  précédent,  établissent 
un  certain  mode  Je  correspondance  entre  les  points  du  plan  uv  et 
ceux  du  plan  xy.  Nous  supposons  qu'elles  font  correspondre  les  points 
d'une  aire  D'  intérieure  à  un  contour  C  dans  le  plan  xy  à  ceux  d'une 
aire  D  intérieure  à  un  contour  C  dans  le  plan  uv. 


—  23  — 

La  correspondance  sera  uniforme  si  à  tout  i)oiiit  de  I)  correspond 
un  point  de  D'  et  un  seul,  à  tout  point  de  D'  un  point  de  1)  et  un  seul. 
En  d'autres  ternies,  elle  sera  uniforme  si  à  tout  contour  fermé  décrit 
par  le  point  (m,  V]  correspond  un  contour  fermé  décrit  par  le  point 
[x,  y)  et  réciproquement.  Il  est  clair  que  les  contours  C  et  C  des 
deux  aires  se  correspondront  alors  en  particulier.  On  trouvera  au 
n°  17  un  théorème  général  relatif  à  l'uniformité  de  la  correspondance 
de  deux  aires. 

La  correspondance  est  directe  si  les  points  correspondants  {u,  v)  et 
{x,  y)  décrivent  en  même  temps  leurs  contours  fermés  dans  le  même 
sens  (direct  ou  rétrograde)  ;  elle  sera  inverse  si  les  sens  des  parcours 
sont  opposés  pour  ces  deux  points.  Cette  définition  suppose  évidem- 
ment que  le  mode  de  correspondance  est  le  même  pour  tous  les 
contours  fermés  possibles. 

Le  mode  de  correspondance  dépend  du  déterminant  fonctionnel 

j  _  d  ix,  y)  _ 
d  (u,  v) 

L'examen  approfondi  de  cette  dépendance  exige  une  analyse  assez 
abstraite  qu'on  trouvera  dans  le  n°  suivant.  Nous  supposerons  seule- 
ment ici  que  le  déterminant  J  ne  change  pas  de  signe  dans  l'aire  D  et 
que  la  correspondance  des  deux  aires  D  et  D'  est  uniforme.  Propo- 
sons-nous d'évaluer  l'aire  D'  par  une  intégrale  étendue  à  D.  A  cet 
effet,  nous  allons  nous  appuyer  sur  l'expression  connue  (n°  42)  de 
l'aire  D'  par  une  intégrale  curviligne  : 

D'-=  ixdy. 

Je' 

Celle-ci  se  réduit  à  une  intégrale  ordinaire  en  considérant  u,  v 
et,  par  suite,  x,  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  t 
qui  varie  de  ^o  à  T  quand  le  point  m,  v  décrit  le  contour  C  et  le  point 
X,  y  le  contour  C.  Nous  supposons  que  x,  y  décrit  C  dans  le  sens 
direct,  alors  on  a 

La  dernière  intégrale  est  la  transformée  en  /  de  l'intégrale  curvi- 
ligne sur  C 


^j^'^+î"^- 
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Il  laiit  prendre  le  signe  +  si  les  points  .r,  y  et  u,  v  marchent  tons 
deux  dans  le  sens  direct  et  le  signe  —  si  ti,  v  marche  dans  le  sens 
rétrograde. 

Celte  intégrale  est  donc  aussi  égale  à  D'  et  nous  allons  la  transfor- 
mer par  la  Ibrnude  de  Green.  Posons 

du         ^         dv 

d'où,  en  supposant  l'existence  et  la  continuité  de  ^-^  ' 

dQ. d?  _  dx  dy  _dx  dy  _  ^ 

ou       Ov       du   ôv       dv    du 

Il  viendra 

D'  =  ±  _(  (Prf„  +  Qdv)  =  ±  |_[(^f  -  f  )  *,  dv  =  ±  J£  idudv 
et,  en  observant  que  D'  est  positif  et  que  J  ne  change  pas  de  signe, 
D'=  ±  ((idudv=  ff  I  J  !  dudv. 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir. 

La  quantité  |  J  |  du  dv  sous  le  signe  d'intégration  s'appelle  Vêlement 
de  l'aire  D'  dans  le  système  de  coordonnées  curvilignes  w,  v.  La  for- 
mule précédente  est  la  formule  générale  pour  la  quadrature  des  aires 
planes  en  coordonnées  curvilignes. 

Bemai'que  I.  —  La  manière  de  déterminer  le  signe  ambigu  dans  la 
dernière  équation  conduit  à  une  conséquence  importante.  11  faut 
prendre  le  signe  +  ou  —  suivant  que  J  est  positif  ou  négatif,  donc 
les  points  [u,  v)  et  {a:,  y)  décrivent  les  contours  C  et  C  dans  le  même 
sens  ou  dans  des  sens  contraires  suivant  que  J  est  positif  ou  négatif. 
Comme  les  mêmes  raisonnements  peuvent  se  faire  sur  une  portion 
quelconque  de  l'aire  D'  et,  par  suite,  sur  un  contour  quelconque,  il 
s'ensuit  que  la  correspondance  des  aires  D  et  D'  est  directe  ou  inverse 
suivant  que  J  est  positif  ou  négatif. 

Remarque  II.  —  La  dérivée  partielle  ^  que  nous  avons  fait 
intervenir  dans  nos  raisonnements  disparaît  de  la  formule  finale.  On 
peut  donc  prévoir  que  son  introduction  est  artificielle  et  que  les  hypo- 
thèses faites  sur  son  existence  sont  inutiles. 

Nous  ferons  remarquer  dès  maintenant  que,  si  l'on  avait  exprimé 
l'aire  D'  par  l'intégrale  de  ydx  prise  dans  le  sens  rétrograde  sur  C, 


on  aurait  introduit  la  dérivée  -,  ,  au  lieu  de  la  précédente.  Le  résul- 
tat  que  nous  avons  établi  ne  suppose  donc,  en  réalité,  que  l'existence 
et  la  continuité  de  l'une  seulement  de  ces  deux  dérivées  partielles. 
Ceci  suffit  pour  montrer  que  le  résultat  subsiste  indépendamment  de 
la  considération  des  dérivées  secondes.  On  trouvera  ce  complément 
de  démonstration  au  n°  20. 

17.  Théorème.  —  Si  le  jacohien  J  de  œ,  y  par  rapport  à  u,  v,  ne 
s'annule  pas  dans  faire  D,  5^,  de  plus,  le  point  x,  y,  lié  à  w,  v,  décrit 
dans  son  plan  un  contour  siynple  C  quand  u,  v  décrit  le  contour  C  de 
l'aille  D,  les  aires  D  et  D'  respectivement  intérieures  à  C  et  à  C  se  cor- 
i^espondent  uniformément. 

Désignons  provisoirement  par  A  le  domaine  du  point  x,  y  quand  u,  v 
varie  dans  le  domaine  D.  Nous  allons  montrer  d'abord  que  A  ne  peut 
avoir  d'autre  frontière  que  C,  et  pour  cela,  que  tout  point  x^y^  qui  cor- 
'  respond  à  un  point  tCf^VQ  de  l'intérieur  de  D  est  lui-même  intérieur  à  A. 
A  cet  eflet,  remarquons  que,  J  n'étant  pas  nul,  ^<  et  v  sont  fonctions 
continues  de  x  et  y  et  varient  dans  le  voisinage  de  u^v^,,  donc  dans 
D,  quand  xety  varient  dans  un  domaine  suffisamment  petit  autour  de 
x^y^  ;  donc  ce  domaine  suffisamment  petit  fait  partie  du  domaine  A. 

Le  domaine  A  ajant  C  pour  unique  frontière  et  ne  pouvant  s'étendre 
à  l'infini,  ne  peut  être  que  la  partie  D'  du  plan  intérieur  au  contour  C. 

Donc  les  aires  D  et  D'  se  correspondent.  Il  est  clair  que  x,  y  décrit  un 
contour  fermé  si  u,  v  en  décrit  un.  Pour  établir  l'uniformité  de  la  cor- 
respondance, il  reste  à  montrer  que  u,  v  décrit  aussi  un  contour  fermé 
en  même  temps  que  x,  y. 

Supposons,  par  impossible,  qu'une  ligne  L  qui  joint  deux  points  dis- 
tincts 'U(,Vq  et  zijUj  de  l'aire  D  ait  pour  correspondante  dans  D'  une  ligne 
fermée  L'  partant  du  point  Xç^y^  et  y  revenant.  Nous  allons  montrer  qu'il 
y  a  là  une  contradiction. 

Puisque  J  ne  s'annule  pas,  les  variables  u,  v  sont  fonctions  continues 
de  X,  y  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  la  ligne  L',  de  sorte  que,  si 
l'on  déforme  L'  d'une  manière  continue,  la  ligne  correspondante  L  se 
déforme  aussi  d'une  manière  continue.  On  peut  réduire  par  une  déforma- 
tion continue  la  ligne  L'  au  seul  point  ^oï/c  ^^^"^  "^^  changer  les  extré- 
mités qui  coïncident  en  ce  point.  Donc  la  ligne  L  devrait  se  réduire  en 
même  temps  à  un  seul  point  ses  extrémités  restant  fixes  aussi,  chose 
impossible,  puisque  ces  extrémités  sont  distinctes, 

'  f     18.   Changement  de  variables  dans  les  intégrales  doubles.  —  Soit 

^    f'\^,  y)  une  fonction  de  x,  y  ayant  une  intégrale  bien  déterminée  dans 

l'aire  D'  considérée  au  n°  16.  Proposons-nous  de  changer  de  variables 

dans  cette  intégrale  par  les  relations  x  =  <p  (u,  v),  «/  =  <{'  {u,  v)  du 
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même  niinu'ro.  Le  problème  consiste  :i  remplacer  l'intégrale  dans  D' 
par  une  autre  équivalente  effectuée  par  rapport  à  u,  v  dans  l'aire  1). 
Il  se  résout  par  la  formule 

I  [,  /•  (.r,  y)  dx  du  --=  C  [  /•  (cp,  4^)  I  J  1  du  du. 

Nous  allons  la  démontrer. 

Décomposons  l'aire  D  en  éléments  inOninient  petits  a^-  par  des 
transversales,  l'aire  D'  en  éléments  infiniment  petits  a|  par  les  trans- 
versales qui  correspondent  aux  précédentes.  Soient  w^  et  Mj  les 
limites  de  f  {x,  y)  dans  a.',  ou  de  /"(ç;,  <!,')  dans  a,-  ;  il  vient,  par  le  théo- 
rème de  la  moyenne  (n°  11), 


m, 


f  r  I  .1  I  du  dv<((  \i\  f{^,  <]>)  du  dv  <  M,  |  f  i  J  I  dudv. 


Les  deux  membres  extrêmes  ont  respectivement  pour  valeurs 
m^a.'.  et  M^a|  par  la  formule  du  n°  16.  Donc,  si  l'on  sonnne  toutes 
les  inégalités  comprises  dans  les  précédentes,  il  vient 

-  wi.a;.  <  [[mi  /■(?,  '^)  du  dv  <i:  M. a'.. 

Or  les  deux  membres  extrêmes,  par  définition,  ont  pour  limite  com- 
mune l'intégrale  de  f{x,  y)  dans  D'.  Cette  intégrale  est  donc  égale  au 
terme  du  milieu,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

D'où  la  règle  est  la  suivante  : 

Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale  double,  il  faut  remplacer 
X  et  y  far  leurs  valeurs  en  fonctions  des  nouvelles  variables  u,  v  et 
Vêlement  d'aire  dxdy  par  l'élément  d'aire  dans  le  système  de  coordon- 
nées u,  V.  On  remplace  le  domaine  d'intégration  relatif  à  x,  y  par  celui 
qui  lui  correspond  dans  le  plan  uv. 

19.  Transformation  en  coordonnées  polaires.  —  C'est  un  cas  parti- 
culier de  la  transformation  générale  du  n»  précédent.  Le  passage  des 
coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  polaires  se  fait  par  les 
formules 

X  =  r  cos  <p,      y  =  r  sin  cp. 

Le  jacobien  a  pour  valeur 


J 


cos  cp  —  r  sin  cp 
sin  tp      r  cos  tp 
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La  formule  de  transformation  d'une  intégrale  par  rapport  à  x,  y  en 
une  autre  par  rai)port  à  ?•,  cp,  sera  donc 

/' (•î'',  ^)  <^-*"  <^.'/ -="       /(r  coscp,?'sin '^)7'rf?-(/(p, 
les  domaines  d'intégration  se  correspondant. 

20.  Généralisation  de  la  démonstration  relative  au  changement  des 
variables.  —  La  démonstration  donnée  au  n°  18  s'appuie  sur  celle  du 
II**  10  et   suppose,  comme  nous  l'avons  expliqué,  que  l'une  au  moins  des 

deux  dérivées  partielles    .^v-ou   ,    ;     soit  déterminée  et  continue. 
diiov       âuov 

Nous  allons  faire  disparaître  cette  restriction. 
Reprenons  encore  une  fois  les  formules 

(1)  x^o{u,v),  y  =  ^{u,v) 

qui  font  correspondre  uniformément  les  aires  D  et  D'  des  plans  uv  et  cay. 
'Nous  supposons  seulement  que  les  dérivées  premières  de  x,  y  par  rap- 
port à  2*,  V  sont  déterminées  et  continues  et  que  le  jacobien  J  ne  change 
pas  de  signe  dans  l'aire  D  et  ne  s'annule  pas. 

Je  dis  d'abord  que  l'on  pourra  décomposer  l'aire  D  en  parties  at  suffi- 
samment petites  pour  que,  dans  chacune  d'elles,  l'une  au  moins  des  deux 

dérivées    premières  -r—  et  -^  ne  s'annule  pas.  Sinon,  comme  ces  dérivées 

sont  continues,  on  démontrerait  par  un  raisonnement  bien  connu  qu'il 
existe  dans  l'aire  D  un  point  au  moins  où  les  deux  dérivées  s'annulent  à 
la  fois  et  le  jacobien  J  s'annulerait  aussi,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse. 

Considérons  une  de  ces  parties  a,  et  soit  a'  l'aire  qui  lui  correspond 
uniformément  dans   le  plan  xy.  Nous   allons   admettre   que  ce  soit  la 

dérivée^—  qui  ne  s'annule  pas  dans  a  et  prouver  que  l'on  aura 

\j /(^,  y)  d^^^y  =  //^(?'  '^)  I  "^  i  '^''  '^''' 

A  cet  effet,  nous  allons  faire  le  changement  de  vanables  (1)  en 
deux  fois.  Nous  poserons  d'abord 

(2)  U'    =rz    Q    [U,    U),  V'    =   V, 

On  peut  tirer  de  la  première  équation  la  valeur  de  m  en  fonction  u\  v. 
Soit  "j/i  [u',  v')  ce  que  devient  ^  {u,  v)  quand  on  y  remplace  u  par  cette 
valeur  puis  v  par  v'.  On  aura 

(3)  X  =  u'        y  =  ^  {u,  v)  =  <\'i  (u\  v') 

Les  formules  (2)  et  (3)  définisent  donc  deux  substitutions  qu'il  suffit 
de  faire  l'une  après  l'autre  pour  effectuer  la  substitution  (1). 
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Le  jacobien  de  la  substitution  (2)  est 

d(u',v')      d<f 
d{u,  v)      Ou 

et  ne  s'annule  pas  dans  a.  Celui  de  la  substitution  /3)  ou   de  ce,  y  par 
rapport  à  «',  i''  ne  s'annule  pas  non  plus,  en  vertu  de  la  relation 
d{x,y)       d{œ,y)    d{îc',v') 


(4) 


J  = 


d(u,v)       d{u\v')     d{u,v) 


dont  le  premier  membre  n'est  pas  nul. 

Soit  a"  l'aire  dans  laquelle  varie  le  point  u',  v'  quand  u,  v  varie  dans  a. 
Les  aires  a"  et  a  ainsi  que  les  aires  a"  et  a'  se  correspondent  uniformément. 
En  effet,  il  est  clair  que  ic',  v'  décrit  un  contour  fermé  avec  te,  v  et  x,  y 
un  contour  fermé  avec  u',  v' .  Mais  la  réciproque  a  lieu.  En  effet,  si  ic',  v' 
décrivait  un  contour  fermé  sans  que  n,  v  en  décrivit  un,  le  point  x,  y 
décrirait  un  contour  fermé  dans  les  mêmes  conditions,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  Donc  a"  correspond  uniformément  à  a,  8i  x,  y  décrivait 
un  contour  fermé  sans  que  m',  u'  en  décrivit  un,  le  point  w,  v  décrirait  en 
même  temps  une  ligne  non  fermée  en  vertu  de  la  conclusion  précédente, 
ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse.  Donc  a"  correspond  uniformé- 
ment à  a'. 

Ceci  posé,  la  formule  de  transfoj'mation 

\j/ix,y)dxdy  =  jjj{x,y)^'^^'''y^ 


d{ii\v' 


du'  dv' 


d^u 


ne  peut  soulever  d'objection,  car  la  dérivée      ,      est  nulle  et,  par  le  fait, 
déterminée  et  continue.  Il  en  est  de  même  pour  la  formule 


IL^^^- 


î/ï 


d  {x,  y) 


d(u\  v') 
â^u 


du'dv 


d  {x,  y) 


d[u\v'\ 


d  (m',^ '; 
d  (m,  v) 


\du  dv, 


car  c'est  maintenant  -^ — ^^  qui   s'annule.   Enfin  la  comparaison   de  ces 
ou  00 

deux  formules  donne,  eu  égard  à  (4), 


{{nx,y)dxdy  =   \y{x,y)  \  J  | 


du  dv. 


On  a  autant  de  relations  semblables  qu'on  a  formé  de  parties  a^  dans 
l'aire  D.  En  les  additionnant,  il  viendra 

Il  /i^,  y)  dx  dy  =  \\r{x,  y)  1  J  I  du  dv 

La  formule  de  transformation   est  donc  établie  dans  le  cas  général. 
Posons  f=l  dans  cette  formule,  elle  donne,  on  particulier, 

D'  =  (\    dxdy=\\    \S  \dudv 

La  formule  établie  au  n^  16  subsiste  donc  en  général. 
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Exercices. 


1.  Si  l'on  pose  F  (X,  Y)  =  ('  (b-  \  f[x,  y)  dy,  on 


Réciproquement,  si  F  satisfait  à  la  seconde  équation,  on  a 
{"^dx^  f'yx,  y)dy^F  (X,  Y)  -  F  {a,  Y]  -  F  (X,  b)  +  F  (a,  h). 

Ja         Ja 

Etendre  ces  résultats  à  trois  variables. 

2.  En  considérant  une  intégrale  double  dans  un  triangle,  démontrer 
que 

Çn         Çx  Ça         Ça 

dx     f{x,  y)  dy  =-       dy\    f[œ,  y)  dx. 

'  3.  Soit  A  une  région  du  plan  limitée  par  deux  courbes  de  niveau 
d'une  fonction  continue  f[x,  y),  c'est-à-dire  par  deux  lignes  eur  les- 
quelles/"garde  respectivement  les  valeurs  constantes /"i  et/!,  [fy  <  f^)- 
On  suppose  que  l'on  trace  les  lignes  de  niveaux  intermédiaires,  que 
toutes  ces  lignes  soient  fermées  et  que  l'on  sache  calculer  l'aire  E  com- 
prise dans  l'intérieur  de  ciiaque  ligne  (/").  Soient  Ej  et  E,  les  valeurs  de 
E  pour  les  lignes  extrêmes,  on  aura,  selon  qu'on  considérera  E  comme 
fonction  de  /"ou  bien  /"comme  fonction  de  E, 

11^  n^,  y)  dx  dy  =!_  '/c/E  =  [e/"]  -  \  E  df. 

R.  Considérons  /"comme  fonction  de  E  ;  soit  AE  la  portion  du  plan 
comprise  entre  deux  lignes  successives  (/")  et  (/"+  ^Z")»  1^  valeur  de 
l'intégrale  double  dans  AE  est  /"'AE  où  f  est  une  valeur  intermédiaire 
de  /"dans  AE.  Donc,  en  faisant  tendre  les  AE  vers  0,  il  vient 

\\f[x,  y)  dx  dy  =  lim  I/"'AE  =  f  V(^,  ?/)  «^E. 
4.  Coordonnées  elliptiques.  Considérons  les  coniques  homofocales 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  Par  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  cette  espèce,  une  ellipse  et  une  liyperbole,  car,  pour  chaque 
système  x,  y,  cette  équation  à  deux  racines  positives  X  et  [i  comprenant 
c*.  Les  quantités  X,  jj.  sont  les  coordonnées  elliptiques  du  point  x,  y. 
Montrer  que  l'on  a 
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d  [x,  y)  ^_l ^  — 1^        

d  {\  (^)  4  VX|i.(>— c2)(c''— hl)  ' 

Etudier  le  mode  de  correspondance  des  aires  x,  y  et  X,  ]x. 

5,  Déterminer  deux  fonctions  P  et  Q  de  deux  variables  .r  et  ij  de  façon 
que  l'intégrale  curviligne 


J 


P  (a-  -h  a,  ^  +  P)  0^'  +  Q  (a^  +  a,  ;v  +  p)  dxj, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  des  con- 
stantes a  et  p  et  ne  dépende  que  du  contour  lui-même. 

R.  Transformant  en   intégrale  double  par  la  formule  de  Green,  on 

remarque  que  -^r -^  doit  se  réduire  à  une  constante  k.  11  est  facile 

d'en  déduire  les  expressions  générales  de  P  et  de  Q. 


i^  3.  Aires  des  surfaces  courbes. 
Intégrales  de  surface. 

2 1 .  Première  définition  de  l'aire  d'une  surface.  Elément  de  surface.  — 

Les  surfaces  que  l'on  rencontre  dans  les  applications  possèdent  un 
plan  tangent  dont  l'orientation  varie  d'une  manière  continue  avec  la 
position  du  point  de  contact.  Nous  ne  voulons  considérer  que  celles-là 
dans  le  chapitre  actuel. 

Soit  S  une  portion  d'une  telle  surface  limitée  par  un  contour  K. 
Menons  un  plan  P  qui  ne  soit  normal  à  aucun  des  plans  tangents  de  S. 
Nous  admettons  qu'un  tel  plan  existe  pour  S,  car  il  en  existe  cer- 
tainement un  pour  chaque  morceau  suffisamment  petit  de  S  et,  en 
définissant  l'aire  de  S  comme  la  somme  de  celles  des  morceaux,  nous 
n'aurions  plus  à  raisonner  que  sur  un  seul  de  ces  morceaux.  Autant 
donc  admettre  immédiatement  que  S  désigne  un  de  ces  morceaux. 

Le  plan  P  étant  mené,  la  surface  S  se  projettera  sur  ce  plan  dans 
une  aire  D,  entourée  par  un  contour  C  qui  sera  lui-même  la  projec- 
tion de  K.  Les  points  de  la  surface  se  projettent  séparément  sur  ceux 
de  l'aire  D,  de  sorte  que  la  correspondance  des  points  de  la  surface  S 
et  de  l'aire  D  sera  uniforme. 

Considérons  un  mode  de  partage  de  la  surface  S  en  éléments 
infiniment  petits  t,,  Tg,...  i^  et  partageons,  en  même  temps,  l'aire  D 
en  éléments  a,,  a^,...  a„  qui  soient  les  projections  des  précédents. 
Désignons,  en  général,  par  Z  l'angle  du  plan  tangent  à  la  surface  avec 
le  plan  P,  par  Z,  la  valeur  de  Z  en  un  point  arbitraire  de  n^.  Il  est 
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naturel  de  considérer  le  quotient  a,  :  cos  7h  comme  une  valeur 
approchée  de  l'aire  de  (Tj,  car  cette  valeur  serait  exacte  si  ii  était 
une  petite  surface  plane  confondue  avec  son  plan  tangent.  Nous 
disons  donc,  quitte  à  justifier  cette  définition  dans  un  instant,  que 
ttf  :  cos  Z,-  est  un  élément  de  surface  et  que  l'aire  S  est  la  limite  de  la 
somme 


cos  Zz 


de  tous  ces  éléments  quand  ceux-ci  tendent  vers  0. 

Pour  justifier  cette  définition,  il  faut  prouver  1°)  que  cette  limite 
existe,  2°)  qu'elle  est  indépendante  du  choix  du  plan  P. 

L'existence  de  la  limite  apparaît  immédiatement  en  ramenant  cette 
expression  à  une  intégrale  double.  A  cet  effet,  rapportons  la 
surface  S  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  Oz  en  prenant  le  plan 
T  comme  plan  des  xy  et  mettons  Téquation  de  la  surface  sous  la 
forme 

l'ordonnée  z  sera  fonction  continue  de  x  et  de  //  ainsi  que  ses  deux 
dérivées  partielles  p  =  fœ  ei  q  =  fy.  L'angle  Z  du  plan  tangent  avec 
le  plan  xy  est  le  même  que  celui  fait  avec  Oz  par  la  normale  à  la 
surface  menée  dans  le  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  O::-  ;  on  a 
cos  Z  =  1  :  V'I  +  i^'  +  q-,  d'où 

Tirons  immédiatement  parti  de  cette  formule  pour  faire,  en  passant, 
une  remarque  importante.  L'expression  de  l'aire  S  par  une  intégrale 
double  montre  bien  que,  si  l'on  décompose  S  en  plusieurs  morceaux, 
l'aire  totale  sera  la  somme  des  aires  partielles,  puisque  l'intégrale  éten- 
due à  toute  la  projection  de  S  sur  le  plan  xy  est  égale  à  la  somme  des 
intégrales  étendues  aux  projections  de  chaque  morceau. 

Il  reste  encore  à  montrer  que  l'intégrale  double  de  la  formule  (1)  ne 
dépend  pas  du  choix  du  plan  P,  pourvu  que  la  condition  relative  au 
plan  tangent  soit  respectée. 

Soit  donc  P'  un  second  plan  faisant  avec  le  premier  V  un  angle  0. 
L'axe  des  y  étant  arbitraire  dans  le  plan  P,  menons-le  suivant  l'in- 
tersection de  P  et  P'.  Faisons  alors  tourner  les  axes  de  l'angle  9 
autour  de  Oy  de  manière  à  amener  le  plan  des  xy  en  coïncidence 
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avec  P'  et  désignons  par  x\  y,  z',  les  nouvelles  variables,  de  sorte 
que  le  plan  P'  sera  celui  des  x'y.  On  aura 

œ'  =  X  cos  0  +  ^-  sin  9, 

d  (x'.y)       dx'  f,   ,        .    û 

^  ^    '^.   =  -r-  --=  cos  0  +  P  sin  9. 
d  (a-,  y)       dx 

La  surface  S  se  projette  sur  une  aire  D'  du  plan  P'  des  x'y  et  les 
points  des  deux  aires  D  et  D'  se  correspondent  uniformément.  Donc, 
si  l'on  transforme  l'intégrale  (1)  en  prenant  x',  y  comme  nouvelles 
variables,  il  vient,  par  la  propriété  II  des  déterminants  fonctionnels 
(n- 15), 


8--= 


r  j'  d  (x,  y)    dx'dy   _  Ç  C dx'dy 

J  Jd'  d  (^'»  y)   cos  Z   ~  )  Jd'  cos  Z  (cos  8  +  p  sin  9)' 


Mais  ce  dernier  dénominateur  n'est  autre  chose  que  le  cosinus  de 
l'angle  Z'  que  fait  la  normale  à  la  surface  avec  le  plan  P'.  En  effet,  en 
posant  \  =  \/  \  -\-  p-  -{-  q^ ,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  par 
rapport  aux  anciens  axes  sont  — p  :  ^,  —  ç  :  A,  4  :  A,  ceux  de  Oz' 
sont  —  sin  8,  0  et  cos  9,  de  sorte  qu'en  faisant  la  somme  de  leurs 
produits  deux  à  deux,  il  vient 

„,       p  sin  9  +  cos  9  „  ,       ,^   ,        .    .. 

cos  Z  =  1  ,  =  cos  Z  cos  0  +  ;;  sm  9  , 

Mi-hp'  +  q' 
par  conséquent, 

J  Jd'  cos  Z'' 

Donc  S  est  défini  par  rapport  au  plan  P'  comme  par  rapport  à  P. 
C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

La  quantité  qui  se  trouve  sous  le  signe  intégral  dans  la  formule  (1) 
s'appelle  Vêlement  de  surface  dans  le  système  de  coordonnées  x,  y.  On 
le  désigne  par  d<j.  On  a  donc 


d^ 


dx  dy 


cos 


I  =  y  1  +  pi  +  q'i  dx  dy. 


Nous  allons  donner  une  seconde  définition  de  l'aire  d'une  surface, 
que  nous  ferons  reposer  sur  la  première,  mais  qui  aura  l'avantage 
de  mettre  par  elle-même  en  évidence  que  l'aire  ne  dépend  que  de  la 
forme  de  la  surface.  A  cet  effet,  nous  remarquons  d'abord  le  théorème 
suivant  : 
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22.  Théorème.  —  Uaire  d'une  portion  S  de  surface  dont  les  points 
se  projettent  séparément  sur  un  plan  P,  est  égale  au  quotient  de  la  pro- 
jection de  S  sur  ce  plan  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  P  l'un 
des  plans  tangents  à  S. 

Il  suftit,  en  effet,  d'appliquer  le  théorème  de  la  moyenne  à  l'inté- 
grale double  qui  représente  S.  Cette  intégrale  étant  étendue  à  l'aire  D 
de  la  projection  de  S  sur  le  plan  P  pris  comme  plan  des  xy,  il  vient, 
^  étant  une  valeur  moyenne  de  l'angle  Z, 

ÇÇ  dx  dij  _      D 
J  Jd  cos  z       cos  ^ 


s- 


23.  Deuxième  définition  de  l'aire  d'une  surface.  —  L'aire  d'une 
portion  S  de  surface  est  la  limite  de  la  somme  des  projections  de  tous  les 
éléments  de  S  sur  un  de  leurs  plans  tangents  respectifs,  quand  on  décom- 
pose S  en  parties  qui  décroissent  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

Soit,  en  effet,  cr^  un  des  éléments  de  la  surface  et  a^  sa  projection 
sur  un  de  ses  plans  tangents.  Appliquons  le  théorème  précédent,  il 
viendra,  li  désignant  l'angle  du  plan  de  projection  de  a^  avec  un  autre 
plan  tangent  à  ce  même  <Ji, 

d'où     S  =  2 


cos  ^,  cos  Ki 

Mais  les  angles  ^i  sont  ceux  de  deux  plans  tangents  à  un  même 
élément;  ils  tendent  uniformément  vers  zéro  avec  ces  éléments  et 
leurs  cosinus  vers  l'unité.  On  peut  négliger  ces  cosinus  sans  changer 
la  limite  de  la  somme  précédente,  et  il  vient  S  =  lim  2  a^. 

24.  Troisième  définition  de  l'aire  d'une  surface.  —  On  peut  encore 
moditier  la  définition  préoédente.  La  projection  de  chacun  des  éléments 
<Ji  sur  un  plan  variable  atteint  son  maximum  p^-  pour  une  certaine  incli- 
naison de  ce  plan.  D'ailleurs  j3j  ne  peut  surpasser  a^  en  vertu  du  théo- 
rème du  n°  22  ni  être  moindre  que  a^  par  définition.  On  peut  donc  poser 


Faisons  la  somme  de  toutes  les  inégalités  semblables  et  passons  à  la 
limite  ;  il  vient 

S  ^  lim  S  Pi  ^  S. 

Donc  S  =  lim  S  [3^.  D'où  la  définition  suivante  : 

L'aire  d'une  j^oriion  de  surface  est  la  liynite  de  la  somme  des  pro- 

3 
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jeciions  planes  maxima  des  éléments  de  cette  surface,  quand  on  divise 
la  surface  en  parties  infiniment  petites  {}). 

25.  Aire  d'une  surface  en  coordonnées  curvilig-nes.  Remarques  sur  le 
calcul  de  l'élément  d'aire.  —  Considérons  maintenant  une  surface  donnée 
en  coordonnées  curvilignes  ou  par  une  représentation  paramétrique  : 

ce  =  <pi(w,r),         y  =  'fziu^v),         z  =  Os{u,v). 


Posons 


A  =,  I^^^aI),        b  =  ^Sîi^,        c  =  1<^'^>. 


d  (u,  v)  d  {u,  v)  d  {i(,  v) 

Supposons  que  ces  trois  déterminants  fonctionnels  soient  fonctions 
continues  de  m,  v  et  ne  s'annulent  simultanément  en  aucun  point  d'une 
aire  0  du  plan  uv.  Si  le  point  îcv  décrit  l'aire  Q,  le  point  xi/z  décrit  une 
portion  de  surface  S.  En  tout  point  de  cette  portion  de  surface,  le  plan 
tangent  est  déterminé,  son  orientation  varie  d'une  manière  continue  avec 
la  position  du  point  de  contact,  et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
sont  donnés  par  les  équations 

cos  X        cos  Y        cos  Z         ,  1 

=  ± 


ABC  \l^i  _j-  B2  +  C2 

Si  la  normale  est  dirigée  dans  le  sens  oii  elle  fait  un  angle  aigu  avec 
OZ,  le  cosinus  de  cet  angle  sera  positif  et  l'on  aura 

cos  Z  =  ^-7-     *  ^  '     ' 

Va2  -j-  B2  +  C2 

Supposons  d'abord  que  C  ne  s'annule  pas  dans  l'aire  Q,  le  plan  tangent 
sera  partout  oblique  au  plan  xy  et  l'aire  de  S  sera  donnée  par  l'intégrale, 
étendue  à  l'aire  D  du  plan'icy  sur  laquelle  se  projette  S, 

Transformons  cette  intégrale  en  une  autre  étendue  à  l'aire  Q  du  plan 
uv.  Le  déterminant  de  la  transformation  est  C.  Il  vient  donc 

(2)  ^  ^   f  f  Va'  +  B-^  +  C'^  du  dv. 

Si  l'un  des  deux  autres  déterminants  A,  B  ne  s'annulait  pas  dans  ù,  on 

(1)  Celle  nouvelle  définilion  ne  fail  plus  appel  à  la  considération  du  plan 
tangenl.  On  conçoit  donc  qu'on  puisse  l'étendre  à  certaines  surfaces  dénuées 
de  i)lan  tangenl.  Telles  sont  les  surfaces  engendrées  par  la  révolution  d'une 
courbe  rectiliable  sans  tangente.  Nous  avons  donné  une  autre  définition  des 
surfaces  de  révolution  dans  la  première  partie  du  cours.  On  montrerait  sans 
peine  qu'elle  rentre  dans  la  précédente.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cotte 
démonstration. 
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raisonnerait  de  même  sur  les  plans  yz  ou  zx  et  l'on  retrouverait  la 
même  formule.  D'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  on  peut  partager  l'aire  0 
en  plusieurs  autres  où  l'un  des  trois  déterminants  ne  s'annule  pas. 
Donc  la  considération  des  plans  coordonnés  n'intervient  plus  dans  la 
formule  (2) .  Cette  formule  est  générale  et  subsiste  quelle  que  soit  l'orien- 
tation du  plan  tangent. 

On  transforme  souvent  la  formule  (2).  Posons 

^  ^  W  +  KduJ  ^  [.du 

„  _  dx    dx        dy    ày         dz    dz 
du    dv         dit     dv         du    dv' 

On  aura  identiquement  EG  —  F^  =  A"-  +  B^  -f  C*.  Donc 


(2')  S  =  ("1  VeG  —  F 


2  du  dv. 
Q  ' 

Les  paramètres  E,  F,  G  que  nous  venons  d'introduire  jouent  un  rôle 
important  dans  la  tliéorie  des  surfaces.  Ajoutons  les  carrés  de  dx,  dy, 
dz;  il  vient 

ds^  =  dx"  +  dy^  -^-dz^  =  E  dv?-  ^2¥  dudv-^G^  dv-. 

Donc  le  carré  d'un  élément  d'arc  sur  la  surface  est  une  forme  homo- 
gène du  second  degré  en  o?w,  dv^  ayant  EG  —  F^  pour  discriminant. 

L'expression  positive  qui  est  sous  le  signe  d'intégration  double  dans 
les  formules  (2)  et  (2')  s'appelle  Xélèment  d'aire  de  la  surface  dans  le 
système  de  coordonnées  tt,  v.  On  le  représente  généralement  par  ofc;.  On 
a  donc 

(3)        rfcr  -^  Va'  4-62+02  du  dv  ==  VeG  —  F^  du  dv 

et  les  formules  qui  donnent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  peuvent 
s'écrire  maintenant,  suivant  le  sens  que  l'on  choisit, 

,.,  cos  X        cos  Y         cos  Z  .    du  dv  > 

^  '  A  B  C  rfa 

Remarque.  —  La  détermination  de  l'aire  d'une  surface  en  coordonnées 
polaires  peut  être  considérée  comme  un  cas  particulier  des  formules  pré- 
cédentes. En  eftet,  les  coordonnées  polaires  sont  liées  aux  coordonnées 
rectangulaires  par  les  formules 

X  =  r  sin  0  cos  «>,         y  =  ^"  sin  6  sin  cp^         z  =  r  cos  6. 

Cependant  quelques  considérations  très  simples  de  géométrie  infini- 
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tésimale  qu'il  est  facile  de  rendre  tout  à  fait  rigoureuses,  conduisent 
encore  plus  vite  au  résultat.  Nous  allons  les  faire  connaître. 

26.  Aires  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  r  le  rayon  vecteur  OM 
d'un  point  M  de  l'espace,  6  sa  latitude  ou  j^a^igle  de  OM  avec  OZ,  o  sa 
longitude  ou  l'angle  des  plans  MOZ  et  M#?^.  Quand  M  décrit  tout 
l'espace,  r  varie  0  à  oc,  0  de  0  â  t:  et  cp  de  0  à  2  tz. 

Considérons  une  portion  S  d'une  surface  qui  a  pour  éciuation 

et  qui,  par  hypothèse,  ne  doit  être  coupée  qu'en  un  point  par  le  rayon 
vecteur.  Proposons-nous  d'évaluer  l'aire  S  par  une  intégrale  relative 
aux  variables  0  et  cp. 

Considérons  d'abord  une  portion  de  surface  sphérique  dont  le 
centre  est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  r.  Le  cône  qui  a  son  sommet 
à  l'origine  et  qui  est  limité  par  les  quatre  surfaces  o,  cp  +  do,  9,  0  +  rfO 
intercepte  sur  cette  sphère  un  élément  d'aire  d<j,  que  l'on  peut  assi- 
miler à  un  petit  carré  dont  les  côtés  sont  r  rfO,  r  sin  9  do  et  la  surface 
r"  sin  9  f/9  rfcp. 

Donc,  pour  une  sphère  de  rayon  r,  on  a 

(5)  d7  =  r-  sin  9  d9  dcp,  S  =-  r-  ^j  sin  9  d9  rfcp. 

Passons  au  cas  de  la  surlace  quelconque  S.  Désignons  par  [r,  n) 
l'angle  (compris  entre  0  et  1'')  de  la  normale  avec  le  rayon  vecteur. 
La  surface  S  coupe,  en  chaque  point  (r,  9,  cp),  la  sphère  de  rayon  r 
sous  l'angle  (r,  n).  Donc  le  cône  considéré  ci-dessus  intercepte  sur 
cette  surlace  un  élément  de  surface  d<y  qui  se  projette  sur  celui  de  la 
sphère  et  dont  la  valeur  s'obtient  en  divisant  celui-ci  par  cos  [r.  n). 

On  a  donc,  pour  une  surface  quelconque, 

?-2  sin  0  c/9  dcp  ^,        fC  r'~  sin  9    ,(,  , 

^  '  cos  (r,  n)  J  J  cos  [r,  n) 

Si  la  surface  S  est  fermée  et  que  le  pôle  soit  à  l'intérieur,  il 
viendra,  en  admettant  toujours  que  le  rayon  vecteur  ne  coupe  la 
surface  qu'une  seule  fois, 

S=r'"''d(5r%'2sin9 — ^?— . 
jo      '  jo  cos  (r,w) 

soit  P  =  r  cos  (?•,«)  la  distance  du  pôle  au  plan  tangent;  la  formule 
(6)  peut  aussi  s'écrire 


Jj 
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27.  Définition  des  intégrales  de  surface.  —  Soit  /  (.r,  y,  z)  une 
fonction  continue  de  x,  y,  z,  i)our  tous  les  points  d'une  portion  S  de 
surface.  Décomposons  S  en  éléments  infiniment  petits  d'aires  «Ti, 
<J2,...  ^»  et  désignons  par  {^i,  r,^,  Q  un  point  arbitraire  de  l'élément (Tj. 
Formons  la  somme,  étendue  à  tous  les  éléments, 

S  f  {li,  -rii,  Q  <yi. 

Cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  que  l'on  représente  par 


^i 


f  {x,  y,  z)  d<y 

Js 

et  que  l'on  appelle  l'intégrale  de  f{x,  y,  z)  di  étendue  à  la  surface  S. 

Montrons,  en  effet,  que  cette  expression  se  réduit  à  une  intégrale 
double  ordinaire. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  langent  soit  oblique  au  plan  xy 
dans  toute  l'étendue  de  S.  L'équation  de  S  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

z  =  <f{x,  y). 

La  portion  S  de  surface  se  projettera  sur  une  aire  D  du  plan  xy 
dont  les  points  correspondent  uniformément  à  ceux  de  S.  Menons  la 
normale  à  S  dans  le  sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  Oz  et  soit  Z 
cet  angle.  Désignons  par  7.i  la  valeur  de  Z  au  point  arbitraire  ^i,  •t\i, 
^i  de  T,. Comme  ^i  =  <p  {li,  -ru),  on  a,  par  définition  même  d'une  inté- 
grale double  (no  10), 

JL  f  [''  y'  '^  t^-'  !"]  35^  =  '""^  ^Ê-  ■'"'  ^'^  -âz; 

Portons  notre  attention  sur  cette  limite  de  sommes. 

On  sait  (no  22)  que  <ii  est  égal  à  a^  :  cos  "^i  où  "Cj  est  la  valeur  de  Z 
en  un  certain  point  de  a^-.  Comme  les  quotients  cos  Z^  :  cos  C  tendent 
uniformément  vers  l'unité  quand  les  éléments  c^,  tendent  vers  0,  on 
ne  changera  pas  cette  limite  de  sommes  en  y  remplaçant  cos  Z,  par 
cos  ^i,  ce  qui  revient  à  mettre  ^^  à  la  place  de  a^  :  cos  Z/.  Il  vient 
donc,  en  écrivant  2  à  la  place  de  cp, 

(7)     jj^  fix,  yr^)^  =  lim  S  /■  il;  ■r.u  C4  ^i  -  jj^  f  (^,  y,  ^■)  d.. 

Donc  l'intégrale  de  surface  revient  à  une  intégrale  double  étendue 
au  domaine  D  dans  le  plan  xy. 
Si  le  plan  tangent  était  partout  oblique  au  plan  yz  ou  au  plan  xz, 
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l'intégrale  de  surface  se  réduirait  de  même  à  une  intégrale  double 
dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  plans. 

Comme,  en  tous  cas,  on  peut  partager  S  en  morceaux  de  telle  sorte 
que  le  plan  tangent  soit  toujours  oblique  à  l'un  au  moins  des  plans 
coordonnés  dans  toute  l'étendue  d'un  même  morceau,  on  peut  aussi, 
dans  tous  les  cas,  exprimer  l'intégrale  de  surface  par  une  somme 
d'intégrales  doubles. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  représentation  paramétrique,  les 
coordonnées  a-,  y,  :■  seraient  fonctions  de  u,  v  dans  une  aire  0,  on 
pourrait  transformer  les  intégrales  précédentes  en  intégrales  elfectuées 
par  rapport  à  ic,  v  comme  au  n°  25  ;  et  il  viendrait 

(8)     J  1^  r{oo,y,z)  d<s  -  Jl  r{^.  y,  ^)  Va^  4-  B"  +  C'^  dudv 

f(œ,  y,  z)  y  EG  —  F^  dudv. 


-\i 


28.  Intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  d'une  surface.  —  Soit  S 
une  portion  de  surface  limitée  par  un  contour  déterminé  qui  en  forme 
le  bord.  Nous  supposerons  que  cette  surface  a  deux  côtés  distincts. 
Il  faut  entendre  par  là  que  si  l'on  regarde  S  comme  un  lambeau  de 
surface  matérielle  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  mais  impéné- 
trable, un  point  mobile  sur  cette  surface  ne  peut  passer  d'un  côté  à 
l'autre  qu'en  faisant  le  tour  par  le  bord. 

Ceci  posé,  supposons  d'abord  que  le  plan  tangent  à  S  soit  toujours 
oblique  au  plan  xy  ou  tout  au  moins  ne  lui  devienne  normal  que  sur 
le  bord,  et  mettons  l'équation  de  S  sous  la  forme 

Convenons  que^la  normale  ne  pourra  pas  traverser  la  surface, 
alors  les  deux  sens  de  la  normale  correspondent  aux  deux  côtés  de 
la  surface.  Dans  notre  hypotbèse,  il  y  aura  sur  la  surface  un  coté 
supérieur  (vers  les  z  positifs)  et  un  côté  inférieur  (vers  les  -z  négatifs), 
auxquels  correspondent  respectivement  une  normale  supérieure  et 
une  normale  inférieure. 

Soient  R  (ic,  y,  z)  une  fonction  continue  en  tout  point  de  S  et  D  la 
projection  de  S  sur  le  plan  xy.  Considérons  l'intégrale  de  surface 


il^ 


R  cos  Z  rf<j, 
où  Z  désigne  l'angle  de  la  normale  avec  O;:-;  suivant  que  cet  angle 
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sera  celui  de  la  normale  supérieure  ou  celui  de  la  normale  inférieure, 
l'intégrale  revient  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  intégrales  doubles 


((Mxdy,  —(^Mxdy, 


Nous  dirons  que  l'intégrale  de  surface  s'étend,  dans  le  premier  cas, 
au  côté  supérieur,  dans  le  second  au  côté  inférieur  de  la  surface  S. 
Nous  conviendrons  d'ailleurs  de  la  représenter,  dans  les  deux  cas, 
par  le  même  symbole 


^i 


Rclxdy, 


sous  la  condition  de  faire  connaître  le  côté  auquel  s'étend  cette 
intégrale.  Cette  connaissance,  en  eiîet,  suffit  pour  déterminer  celle  des 
deux  intégrales  doubles  étendues  à  l'aire  D  du  plan  xy  que  représente 
l'intégrale  sur  S. 

Nous  pouvons  maintenant  faire  disparaître  les  restrictions  que  nous 
avions  imposées  au  plan  tangent,  et  considérer  une  surface  de  forme 
quelconque,  fermée  ou  non,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  deux  côtés 
distincts.  En  effet,  il  est  possible  de  partager  la  surface  en  morceaux, 
de  telle  sorte  que  le  plan  tangent  ne  soit  normal  au  plan  xy  que  sur 
le  bord  des  morceaux  ou  dans  un  certain  nombre  de  morceaux  tout 
entiers  (').  Dans  ces  derniers,  l'intégrale  de  surface  sera  nulle  avec 
cos  Z  ;  dans  les  autres,  elle  est  définie  par  ce  qui  précède  ;  enfin 
l'intégrale  étendue  à  un  côté  de  la  surface  entière  est  la  somme  des 
intégrales  étendues  aux  côtés  correspondants  de  chaque  morceau. 

On  définira  d'une  manière  analogue  les  intégrales 

I  [P(a;,  y,  z)  dydz,  j}^^-^''  ^'  ^^  ^^'^^* 

En  faisant  la  somme  de  ces  intégrales,  on  obtient  Vexpj'ession  la 
plus  générale  d'une  intégrale  de  surface,  qui  est  la  suivante  : 

(*)  Il  est  à  remarquer  toutefois  que,  dans  la  décomposition  précédente,  les 
lignes  de  partage  de  S  sont  celles  sur  lesquelles  le  plan  tangent  est  normal 
au  plan  a;y,  ou  bien  celles  qui  limitent  les  portions  cylindriques  de  S  normales 
à  ce  plan.  Pour  qu'on  puisse  appliquer  sans  difficulté  les  théories  exposées 
précédemment,  il  faut  donc  admettre  que  ces  lignes  sont  formées  de  tronçons 
consécutifs  sur  lesquels  les  variations  de  a;  et  y  ne  changent  pas  do  sens.  Les 
théorèmes  pourraient  évidemment  subsister  sous  des  conditions  plus  générales 
encore,  mais  nous  ne  ferons  pas  cette  généralisation  qui  présente  actuellement 
peu  d'intérêt.  Nous  admettrons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  condition  précé- 
dente est  réalisée  et  nous  n'y  reviendrons  plus  dans  les  théorèmes  suivants. 
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j*  ^{Pdjidz  +  Qfhdx  +  Mxdy). 

Cette  intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  de  la  surface  S  revient  à 

j'  j*(P  cos  X  +  Q  cos  Y  +  R  cos  Z)da, 

où  cos  X,  cos  Y,  cos  Z  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à 
ce  côté  de  la  surface. 

L'analogie  est  complète  entre  les  intégrales  de  surface  dans  l'espace 
et  les  intégrales  curvilignes  dans  le  plan.  Considérons  une  courbe  C 
dans  le  plan  œ\j  et  sur  laquelle  on  peut  distinguer  deux  côtés,  par  suite 
aussi  deux  normales.  Nous  pouvons  désigner  par  a  l'inclinaison  sur 
l'axe  des  x  de  la  tangente  à  C  menée  dans  un  sens  déterminé.  Ceci 
posé,  dans  l'intégrale  curviligne  effectuée  dans  ce  sens 


I 


Vdœ  -f-  Qc/j/, 


dx  sera  égal  à  ds  cos  f  a  +  ^  j  et  rfî/  à  c?s  sin  (  a  ±  —  1  suivant  la  normale 

qu'on  considérera.  Donc,  si  l'on  prend  s  comme  variable,  l'intégrale 
curviligne  prendra  l'une  des  formes 

I   (P  sin  a  —  Q  cos  a)  ds^         —  I   (P  sin  a  —  Q  cos  a)  ds. 

Je  Je 

Donc  les  deux  côtés  auxquels  on  peut  mener  la  normale,  ou  plus  sim- 
plement les  deux  côtés  de  la  courbe,  correspondent  aux  deux  sens  dans 
lesquels  peut  se  faire  l'intégration. 

29.  Transformation  des  intégrales  de  surface.  —  Considérons  une 
intégrale  étendue  à  un  côté  déterminé  d'une  surface  S 

P  (a;,  y,  z)  dx  dy 

et  supposons  que  les  formules  de  transformation  : 

^  =  ?i(ç, -n,  Ç),    y  ^^2[^,-^,'0j,    -  =  <f3  (^.  ^'.  0. 

fassent  correspondre  uniformément  les  points  d'une  surface  S  dans  l'espace 
xyz  et  ceux  d'une  autre  surface  2  dans  l'espace  ^r^X,.  Le  problème  de  la 
transformation  consiste  à  remjilacer  Vintégrale  étendve  à  S  p«r  une 
autre  étendue  à  2. 

Pour  le  résoudre,  considérons  les  coordonnées  x,  y,  z  et  ^,  t),  C  des 
points  correspondants  sur  les  surfaces  S  et  S  comme  des  fonctions  de 
deux  variables  indépendantes  u  et  v  qui  décrivent  une  aire  Ù  dans  le 
plan  uv. 
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Pour  la  surface  S,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  vérifient  les 
formules  (4)  du  n"  (25),  savoir 

cos  X  _  cos  Y  _   cos  Z    __,    du  dv  d  {y,  z) 

A      ~      B      ■"  ""C"  '~        ~d^'     ^  ^  rf"(w7y)"" 

Marquons  avec  l'indice  1  les  quantités  analogues  pour  S;  on  aura 

cosXi  _  cosY)  __  cos  Z,  _    ,    du  dv  c?  (t),  ^1 

Al      ~      Bi      ^      Cl     ~  rfff,    '        '  ^  J]^)'"' 

Mais  la  tormule  (1)  du  n°  (15)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


_  d{x,  y)  .     .    d{x,y)  d(x,y)  ^ 


i> 


ce  qui  multiplié  par  du  dv  devient,  à  cause  des  systèmes  d'égalités  qui 
précèdent, 


cos  Z  d  <j  =  ± 


d  (x,  y)        -^     ,  d  ix,  y)        ^r    ,  d  [x,  u) 


du^. 


D'ailleurs  on  peut  prendre  le  signe  -f-  à  condition  de  mener  la  normale 
à  S  du  côté  convenable.  Multiplions  encore  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  par  P  et  intégrons  par  rapport  à  m,  y  dans  le  domaine  Q, 
Le  résultat  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

C'est  la  formule  de  transformation  ;  l'intégration  doit  se  faire  sur  S 
du  côté  convenable  (celui  de  la  normale  qu'on  vient  de  considérer) , 

Par  une  permutation  circulaire  simultanée  des  lettres  P,  Q,  R  et  des 
lettres  x,  y,  xr,  on  obtiendra  deux  autres  formules  analogues  qu'il  est 
inutile  d'écrire. 

Il  reste  à  donner  une  règle  pour  fixer  le  côté  d'intégration  sur  la 
surface  S. 

Définissons  d'abord  ce  que  nous  appellerons  côtés  correspondants  sur 
les  surfaces  S  et  S.  Imaginons  un  point  infiniment  voisin  de  S  d'un  côté 
de  cette  surface,  !son  correspondant  sera  infiniment  voisin  de  S  d'un 
certain  côté  de  cette  seconde  surface.  Ce  sont  ces  deux  côtés  qu'il  est 
na.urel  de  considérer  comme  correspondants. 

On  peut  alors  énoncer  la  règle  suivante,  dont  nous  donnerons  la 
démonstration  au  n°  32  : 

Les  deux  intégrales  de  la  formule  (9)  soyit  étendues  aux  côtés  corres- 
pondants des  deux  surfaces  si  le  jacobien  J  de  x,  y,  :■  par  rapport  à 
î,  T,,  ^  est  positif ,  aux  côtés  inverses  si  J  est  négatif. 
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30.  Formule  de  Green  pour  l'espace.  —  Soient  S  une  surface  fermée 
et  V  le  volume  ou  la  portion  de  l'espace  qu'elle  renferme.  Il  y  aura 
sur  cette  surface  un  côté  intérieur  et  un  côté  extérieur  et,  par  con- 
séquent, une  normale  intérieure  et  une  normale  extérieure.  Soit 

R  {X,  y,  z)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  ^   dans  toute 

l'étendue  du  volume  V  et  de  la  surface  S.  Nous  allons  établir,  pour 
commencer,  la  formule  suivante,  qui  est  un  cas  particulier  de  celle 
de  Green  : 

Elle  ramène  le  calcul  d'une  intégrale  triple  dans  un  volume  V 
à  celui  d'une  intégrale  double  étendue  au  côté  extérieur  de  la  surface 
qui  limite  ce  volume. 

Supposons  d'abord  que  la  surface  S  ne  soit  rencontrée  qu'en  deux 
points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  z  ;  alors  la  surface  S  se  partage 
en  deux  autres  S^  et  Sg,  l'une  inférieure  limitant  le  volume  par  au 
dessous,  l'autre  supérieure  limitant  le  volume  par  au  dessus,  et  dont 
nous  désignerons  respectivement  les  ordonnées  par  Zi  et  ^2  (2,  <  2.^). 
Ces  deux  ordonnées  seront  des  fonctions  continues  de  a;  et  y  à  l'in- 
térieur du  domaine  D  limité  par  le  contour  apparent  de  S  sur  le 
plan  xy. 

Si  l'on  effectue  une  première  intégration  par  rapport  h  z,i\  viendra 
donc 

1^-^  dx  dy  dz  =  J  J    R  (^%  V^  «2)  dfn  d^—  Il    H  {x,  y,  z,)  d%  rf«. 

Considérons  ces  deux  intégrales  doubles  avec  leur  signe.  Elle  revien- 
nent à  des  intégrales  prises  respectivement  sur  les  surfaces  Sg  et  Sj, 
mais  la  première  s'étend  au  côté  supérieur  et  la  seconde  au  côté 
inférieur.  Dans  les  deux  cas,  c'est  le  côté  extérieur  de  la  surface  S, 
de  sorte  que  les  deux  intégrales  prises  ensemble  s'étendent  au  côté 
extérieur  tout  entier  de  S  et  l'on  trouve  la  formule  (10). 

La  formule  (10)  subsiste,  si  le  volume  V  est  limité  latéralement 
par  des  portions  de  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z^  séparant  l'une 
de  l'autre  deux  surfaces  Sj  et  S2  analogues  aux  précédentes.  En  effet, 
les  portions  de  surfaces  parallèles  à  0;;  ne  donnent  que  des  intégrales 
nulles  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte. 

Enfin  la  formule  (10)  subsiste,  quelle  que  soit  la  surface  qui  limite 


-  43  - 

le  volume  V,  car  on  peut  toujours  découper  le  volume  V  en  mor- 
ceaux limités  par  des  surfaces  satisfaisant  aux  conditions  supposées 
jusqu'ici.  On  pourra  appliquer  la  formule  (10)  à  chaque  morceau  et, 
en  additionnant  les  résultats,  on  trouvera  la  formule  sous  sa  forme 
générale.  En  effet,  les  intégrales  étrangères  relatives  aux  surfaces 
qui  séparent  les  morceaux,  sont  étendues  successivement  aux  deux 
côtés  de  ces  surfaces,  car  chaque  côté  est  extérieur  relativement 
à  l'un  des  deux  morceaux  limitrophes.  Donc  ces  intégrales  se 
détruisent. 
On  établit  comme  la  formule  (10)  les  deux  formules  analogues  : 

m  %  "■'■  ""  '"  -  ji  p  "•"  "-  jj'.i  f  "-  *  "'-ji^i  «^  "^ 

et,  en  les  ajoutant,  on  trouve  la  formule  générale  de  Green 

les  intégrales  de  surfaces  étant  toujours  extérieures. 

3 1 .  Expressions  des  volumes  par  des  intégrales  de  surface.  —  Si  l'on 
fait  P  =  a:,  Q  =  R  =  0  dans  la  formule  précédente,  on  trouve  la 
première  des  deux  formules  suivantes,  les  autres  s'obtenant  par 
analogie  : 

(12)  V  -:  \\œdydz=  \  \  y  dz  dx  =-  \\  z  dx  dy, 

elles  expriment  un  volume  par  une  intégrale  étendue  au  côté  exté- 
lérieur  de  sa  surface  frontière.  En  les  ajoutant,  il  vient 

V  ===  ^  1  I  xdy  dz  +y  dz  dx  -\-z  dx  dy. 

D'où,  par  l'introduction  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  exté- 
rieure, 

V  =  ^       (a;  cos  X  +  </  cos  Y  +  ;:-  cos  Z)  di. 

Ce  résultat  est  facile  à  transformer.  Si  l'on  désigne  par  (r,  n)  l'angle 
de  la  normale  extérieure  avec  le  rayon  vecteur  r  issu  de  l'origine,  on  a 

a;  cos  X  +  </  cos  Y  +  2  cos  Z  =  r  cos  (r,  n). 

D'où,  eu  égard  à  la  formule  (6)  du  n*>  26  qui  exprime  dd, 

(13)  V  =  o-  1  )  »'  cos  (r,  n)  dff  -  I  C  f  r^  sin  0  rf  0  d^. 
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Cette  dernière  intégrale  s'étend  an  côté  extérieur  de  S  et  s'inter- 
prète facilement  par  la  précédente. 

32.  Volumes  en  coordonnées  curvilignes.  Détermination  de  l'élément 
de  volume.  —  Reprenons  les  formules  de  transformation  du  n°  29 

X  --=  <fi  (;   T,,  q,         y  :=  tp2  ($,  T),  Ç),         ^  =  Ta  (^.  ^,  ^) 

et  supposons  qu'elles  fassent  correspondre  uniformément  les  points  d'un 
volume  V  limité  par  une  surface  S  dans  l'espace  xy  z  e\,  ceux  d'un  volume 
Û  limité  par  une  surface  S  dans  l'espace  ^  î)  C.  On  aura,  en  appliquant  à 
l'une  des  intégrales  (12)  du  n°  précédent  la  formule  de  transformation  (9) 
du  n»  29, 

V  =  /_[....,  =  ||^4|M'«  +  ^i||k4  +  ^||.... 

Nous  savons  que  l'intégrale  étendue  à  S  l'est  au  côté  extérieur,  mais 
nous  ignorons  encore  sur  quel  côté  est  prise  l'intégrale  étendue  à  S. 
Nous  allons  le  reconnaître  en  observant  que  V  doit  être  positif. 

Transformons  par  la  formule  de  Green  l'intégrale  étendue  à  S  dans 
une  intégrale  triple  étendue  à  Q.  Il  faut  poser  : 

"dM)'       ^    ^d{ijf  ^c^M' 

auquel  cas,  l'on  a,  en  désignant  par  J  le  jacobien  de  la  transformation, 

dP     dQ     dR^  dz  d[x,y)         ^d[x.y,z]  ^ 
dx'^ dy^  dz     dxd[r;^vr'--'    d[\,-nX)         ' 

car  on  vérifie  immédiatement  que  les  dérivées  secondes  se  détruisent.  La 
transformation  de  Green  donne  donc,  en  choisissant  le  signe  -|-  ou 
—  suivant  que  l'intégrale  a  été  étendue  au  côté  extérieur  ou  au  côté 
intérieur  de  2, 

(14)  V  =  ±  C  C I  J  d'^dr,d:,=  r  f  1   I  J  I  d'c.dr4-^. 

C'est  la  formule  générale  pour  le  calcul  des  volumes  (^). 

Si  J  est  >  0,  il  faut  prendre  le  signe  +  dans  la  formule  précédente 
et  l'intégrale  étendue  à  2  l'est  au  côté  extérieur  ;  de  même,  si  J  <  0, 
cette  intégrale  s'étend  au  côté  intérieur.  Les  côtés  extérieurs  sont  con- 

(*)  Cette  démonstration  postule  l'existence  des  dérivées  secondes  de  x,  y,  s. 
On  fera  disparaître  cette  restriction  comme  dans  le  cas  de  deux  rariables 
(n"  20).  D'autre  part,  les  surfaces  S  et  S  ont  été  soumises  à  des  restrictions. 
Pour  étendre  la  formule  (14)  au  cas  d'un  volume  V  limité  par  une  surface 
quelconque,  il  suffit  de  l'appliquer  à  un  volume  V'  satisfaisant  aux  conditions 
de  la  démonstration  et  de  faire  tendre  V'  vers  V.  La  formule  subsistera  à  la 
limite  pourvu  seulement  que  V  soit  déterminé. 
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sidérés  comme  correspondants  par  définition.  Donc  les  intégrales  sur  S 
et  Pur  -  sont  étendues  aux  côtés  correspondants  ou  aux  côtés  inverses 
de  ces  deux  surfaces  suivant  que  J  est  positif  ou  négatif. 

La  règle  qui  termine  le  n"  29  est  ainsi  établie  pour  deux  surfaces 
fermées.  Elle  subsiste  pour  deux  portions  de  surfacfjR  quelconques,  car 
on  peut  les  considérer  comme  des  portions  de  surfaces  fermées. 

L'expression  |  J  |  rf;  rfr,  dC,  sous  le  signe  d'intégration  dans  la  formule 
(14)  s'appelle  Vêlement  de  volume  dans  le  système  de  coordonnées  ç, 
T),  ^.  On  peut  la  transformer. 

L'élément  d'arc  ds-  —  dx^  -\-  dif-  -J-  dz^  est  une  forme  homogène  du 
second  degré  en  dl,  di],  d'Ç,  qu'on  peut  écrire 

ds-  =  H,di-  +  H^dri'^  +  HgOfC*  +  2Fidr,d'^  +  2F2dldç  +  2Fsd'^dri, 

en  posant,  en  abrégé, 


_dx  ùx     dy  dy      dz  dz 


Son  discriminant  M  sera 


M: 


d\J 


4-. 


_       dx  dx    , 


Hl       Fg      Fg 

F3  H2  Fi 

^2    Fi    H3 


dx  dx 


Or  il  suffit  d'élever  J  au  carré  par  la  règle  habituelle  de  formation  du 
carré  d'un  déterminant  pour  obtenir  J^  ^  M. 

L'élément  de  volume  est  donc  égal  aussi  à  \'M^dl  dr^  dX., 

On  dit  que  le  système  des  coordonnées  ;,  rj,  "Ç  est  orthogonal  si  Fj  = 
Fo  =  F3  =  0.  Dans  ce  cas,  on  a 


et  l'élément  de  volume  devient  \/Hi  Hj  H3  d\dr)dX^. 

Le  système  des  coordonnées  polaires  dans  l'espace  est  orthogonal, 
car  des  relations 

^  =  r  sin  6  cos  tç,         </  =  ^  sin  0  sin  o,         z  =  r  cos  6, 

on  tire  directement 

ds^  =  dr'  4-  r2rfô2  +  r2  sin^^df. 

L'élément  de  volume  en  coordonnées  polaires  est  donc  r-  sinO  drd^do. 
Ce  résultat  est  facile  à  obtenir  par  des  considérations  géométriques 
directes. 
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33.  Transformation  des  intégrales  triples.  —  Soit  à  transformer  une 
intégrale  triple 

en  une  autre  étendue  à  un  volume  ft  dans  l'espace  ;,  tj,  Ç.  Les  formules 
de  transformation 

sont  supposées  établir  une  correspondance  uniforme  entre  les  points  des 
deux  volumes  V  et  Q.  On  aura 

(15)      I  J  j'^/-(a;,  y,  z)  dx  dy  dz  =  ^^^  f{x,  y,  z)  "^^J^'^'^Us  dr^  d^ 

La  démonstration  est  la  généralisation  immédiate  de  celle  qui  a  été 
donnée  dans  le  cas  de  deux  variables  (n°  18). 

34.  Intégrales  curvilignes  dans  l'espace.  Formule  de  Stokes.  —  La 
notion  des  intégrales  curvilignes  s'étend  d'elle-même  à  l'espace.  Décri- 
vons un  arc  de  courbe  L  sur  lequel  x  varie  en  croissant  ou  en  décrois- 
sant constamment  de  a  k  b.  Les  deux  autres  coordonnées  y  et  z  seront 
fonctions  continues  de  x  entre  a  et  è,  de  sorte  que  toute  fonction  con- 
tinue P  {x,  y,  z)  des  trois  variables  est  une  fonction  composée  de  x  le 
long  de  la  courbe  L.  Nous  poserons,  par  définition,  le  sens  du  parcours 
sur  L  et  l'ordre  des  limites  «  et  6  se  correspondant, 

\  Vdx=\  P  dx. 

Cette  première  définition  de  l'intégrale  curviligne  s'étend  immédiate- 
ment à  toute  ligne  L  composée  de  plusieurs  segments  consécutifs  sur 
chacun  desquels  x  varie  dans  le  même  sens  ou  reste  constant  (l'intégrale 
sur  le  segment  étant  nulle  dans  ce  dernier  cas).  Enfin,  faisant  la  somme 
de  trois  expressions  définies  d'une  manière  analogue,  on  trouve 

{{Pdx+Qdy  +  Rdz), 
Jl 

ce  qui  est  le  symbole  général  d'une  intégrale  curviligne  sur  la  ligne  L. 

Passons  maintenant  à  la  formule  de  Stokes,  qui  a  pour  objet  de  rame- 
ner une  intégrale  de  surface  à  une  intégrale  curviligne  effectuée  sur  le 
contour  qui  limite  la  surface. 

Soient  S  une  portion  de  surface  limitée  par  une  ligne  L  et  P  [x,  y,  z) 
une  fonction  continue  de  x,  y^  z  sur  cette  surface.  Nous  commencerons 
par  établir  la  formule  suivante  : 

qui  est  un  cas  particulier  de  celle  de  Stokes. 
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Supposons  d'abord  que  le  plan  tangent  soit  oblique  au  plan  xy  dans 
toute  l'étendue  de  S,  sauf  peut-êtr«  sur  le  bord.  La  surface  S  aura  un 
côté  sicpcrieicr  et  un  coté  inférieur  ;  elle  se  projettera  sur  une  aire  D  du 
plan  xy,  bornée  aussi  par  un  contour  simple  C  qui  sera  la  projection 
de  L  ;  enfin  l'équation  de  la  surface  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

-  =  ?(^,  y), 

où  o  est  une  fonction  continue  admettant  des  dérivées  partielles  p  et  q. 
Pour  fixer  les  idées,  admettons  que  l'intégrale  de  surface  de  la  for- 
mule ^16)  s'étende  au  côté  supérieur  de  S.  Soient  cos  X,  cos  Y,  cos  Z 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  supérieure  (cos  Z  >  0)  ;  on  aura 

(n°  28) 

Mais  les  cosinus  sont  proportionnels  à  — p,  — (/  et  1,  de  sorte  que 
le  quotient  cos  Y  :  cos  Z  est  égal  à  —  q.  Il  en  résulte,  en  désignant 
encore  par  V^[x,  y)  ce  que  devient  P(x,  y,  z)  quand  on  remplace  z  par 
o{x,  y),  que  l'intégrale  précédente  devient  successivement 

Donc  l'intégrale  de  surface  est  réduite  à  une  intégrale  double  étendue 
à  l'aire  I)  du  plan  xy.  Par  la  formule  de  Green  (no  12),  celle-ci  peut  se 
transformer  dans  une  intégrale  curviligne  étendue  au  contour  C  de  l'aire 
D  dans  le  sens  direct  (sens  de  la  rotation  de  Ox  vers  Oy).  Il  vient 


-~dxdy  ==    P^dx  =      Pdx, 


car  les  deux  intégrales  curvilignes  sur  C  et  sur  L  ont  la  même  significa- 
tion, pourvu  que  le  parcours  sur  L  se  fasse  aussi  dans  le  sens  de  la 
rotation  de  Ox  vers  Oy.  Donc  l'intégrale  sur  L  est  égale  à  l'intégrale  de 
surface. 

La  formule  (16)  est  ainsi  établie  dans  un  cas  particulier  :  l'intégrale 
de  surface  s'étend  au  côté  supérieur  et  l'intégration  curviligne  se  fait  en 
tournant  dans  le  sens  de  la  rotation  de  Ox  vers  Oy.  Si  l'intégrale  de 
surface  s'étendait  au  côté  inférieur,  la  formule  subsisterait  en  renver- 
sant le  sens  de  l'intégration  curviligne. 

Mais  on  peut  comprendre  les  deux  cas  dans  une  seule  règle. 

Imaginons  qu'un  observateur  placé  du  côté  des  z  positifs  et  marchant 
sur  le  plan  xy,  décrive  un  cercle  autour  de  l'axe  Oz  en  tournant  dans 
le  sens  de  Ox  vers  Oy  ;  l'intérieur  du  cercle  sera  soit  à  sa  droite  soit  à 
sa  gauche.  Nous  dirons,  d'une  manière  générale,  qu'un  observateur  qui 
marche  sur  un  côté  déterminé  d'une  surface  et  parcourt  un  contour  fer- 
mé tracé  sur  ce  même  côté,  décrit  le  contour  dans  le  sens  direct,  si 
l'intérieur  se  trouve  par  rapport  à  lui  du  même  côté  (droit  ou  gauche) 
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que  le  cercle  dans  le  cas  de  tout  à  l'heure.  D'après  cette  définition,  le 
sens  direct  change  pour  un  même  contour  suivant  le  côté  de  la  surface 
où  il  est  tracé.  La  distinction  des  deux  cas  disparaît  pour  la  formule  (16) 
en  énonçant  la  règle  suivante  :  dans  la  formule  (16),  Vintégrale  curvi- 
ligne est  effectuée  dans  le  sens  direct  relativement  au  côté  considéré  de 
la  surface. 

Pour  faire  disparaître  les  restrictions  imposées  au  plan  tangent  et 
étendre  la  formule  (16)  à  une  surface  S  de  forme  quelconque,  mais  ayant 
deux  côtés  distincts,  il  suffit  de  partager  la  surface  en  morceaux  et  de 
raisonner  comme  dans  le  cas  de  la  formule  de  Green.  On  aura  seulement 
à  considérer  des  lignes  de  partage  tracées  sur  la  surface  au  lieu  de  sur- 
faces de  partage.  Nous  ne  recommençei'ons  pas  cette  démonstration. 

Arrivons  maintenant  à  la  formule  générale  de  Stokes. 

Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  de  x,  y,  z  ainsi  que  leurs 
dérivées.  On  obtiendra  doux  autres  formules  analogues  à  (16)  par  une 
permutation  circulaire  simultanée  des  lettres  P,  Q.  R  et  iC,  î/,  z.  En 
ajoutant  les  trois  formules  on  trouve 


(17) 


fjYaP     dQi\,,    ,   (dQ,     dK\.,    ,    /()R     ^P\  ,    , 
-  j  Pi^a;  +  ^dy  +  Rc/^.. 


C'est  la  formule  générale  de  Stokes,  l'intégrale  curviligne  doit  être 
effectuée  dans  le  sens  direct  retativement  au  côté  considéré  de  la  sur- 
face. Si  les  axes  sont  donnés  comme  d'habitude,  les  rotations  de  Qx 
vers  Oy,  de  Oy  vers  0:r  et  de  0*  vers  Oa;,  se  font  dans  le  sens  de  celle 
des  aiguilles  d'une  montre  pour  un  observateur  debout  sur  le  plan  de  la 
rotation  du  côté  du  troisième  axe.  Dans  ce  cas,  le  sens  direct  est  celui 
qui  laisse  l'intérieur  de  l'aire  à  droite.  C'est  l'inverse  de  ce  qui  avait 
lieu  dans  le  plan,  et  cela  provient  de  ce  que  les  axes  Ox,  Oy  ne  sont  pas 
choisis  d'habitude  avec  le  même  sens  d)  rotation  dans  l'espace  que 
dans  le  plan. 

Exercices. 

1.  Intégrale  de  Gau^s.  Soient  S  une  surface  fermée,  M  un  point  fixe, 
r  le  rayon  vecteur  issu  de  M,  (r,  n)  l'angle  de  r  avec  la  normale  exté- 
rieure à  la  surface.  Selon  que  M  est  à  l'intérieur  de  la  surface,  en  dehors 
d'elle  ou  sur  la  surface,  on  a 

'cos  {r,  n)da 


Si. 


=   477,  0  ou   271. 

's        r- 


R,  On   remarque  que  l'élément  de  cette  intégrale  représente  l'angle 
solide  sous  lequel  l'élément  d<j  est  vu  de  M. 
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2.  Coordonnées  elliptiques.  Considérons  les  quadriques  homofocales 


X  —  a      X  —  b      X 


Pour  chaque  système  x,  y,  z,  cette  équation  a  trois  racines  À,,  X^,  X3 
[c  <  Xj  <  i  <  Xo  <  a  <  X3]  que  l'on  appelle  les  coordonnées  elliptiques 
du  point  X,  y,  z.  Par  chaque  point  passent  donc  trois  surfaces,  un 
ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  et  un  hjperboloïde  à  une 
nappe.  On  a 

,  _  (Xg — a)(a — X,)(« — \)         2c?a;  _    dl^  dX^         d\ 

[a—b)[a — c)         '  X        Xj — a      \ — a      \ — à* 

et  d'autres  équations  analogues  en  permutant  circulairement  xyz  et  abc. 
Montrer  que  le  système  est  orthogonal  et  calculer  l'élément  de  volume 
VH1H2H3  dX^d\d\. 

R.  On  trouve,  Hg  et  H3  s'obtenant  par  permutation  circulaire, 


4H, 


{\-a){\-b)[\-cy 


§  4.  Formules  usuelles  de  cubature  et  de  quadrature. 

Applications. 

35.  Volumes  en  coordonnées  rectangulaires  et  polaires.  —  Un  solide 
étant  limité  en  tous  sens  par  des  surfaces  planes  ou  courbes,  les 
points  de  ce  solide  forment  un  domaine  D.  En  axes  rectangulaires,  le 
volume  du  solide  est  donné  par  l'intégrale  triple  (n^  13) 

(1)  ^  ^\\\  dxdydz. 

Les  intégrations  peuvent  se  faire  de  différentes  manières  : 

1°)  Somjïiation  par  tranches  parallèles.  Soient  a  et  A  les  valeurs 
extrêmes  de  x  dans  D.  Désignons  par  D,  la  section  du  solide  par  le 
plan  X  normal  à  Ox,  ou  encore  le  domaine  du  point  yz  dans  cette 
section.  On  aura 


-^^i^dxii   dydz. 


Mais   l'intégrale   de  dydz  représente  l'aire  (fonction  de  x)  de  la 
section  D,,  de  sorte  qu'il  vient 


(2)  V  =  r 

Ja 


ix)  dx. 
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Donc,  quand  on  connaît  cp(a:),  la  détermination  de  V  est  ramenée 
à  une  simple  quadrature.  Quand  on  emploie  la  formule  (2),  la  somma- 
lion  des  éléments  se  fait  par  tranches  parallèles.  En  cHet,  l'élément 
o  {x)  dx  de  l'intégrale  est  la  valeur  principale  du  volume  de  la  tranche 
du  solide  comprise  entre  les  plans  x  eix  •\-dx.  C'est  la  formule  (2) 
qu'on  a  iqipliquée  dans  la  première  partie  du  cours.  On  pourrait  en 
écrire  deux  autres  analogues  relatives  à  y  et  h  z. 

2°  Sommation  pa?'  filets  prismatiques.  Effectuons  maintenant  dans  la 
formule  (1)  une  première  intégration  par  rapport  à  ;;.  Supposons  que 
la  surface  du  solide  ne  soit  coupée  qu'en  deux  points  par  une  paral- 
lèle à  0^.  Soient  ::-i  et  z^  les  ordonnées  fonctions  de  x,  y  de  ces  deux 
points.  Désignons  enfin  par  Dg  l'aire  de  la  portion  du  plan  xy  sur  la- 
quelle se  projette  le  solide,  aire  limitée  par  le  contour  apparent  de  ce 
dernier.  On  aura 

(3)  V  =  f  f  dxdy  C^  dz  =  {{    [z^  —  :;J  dx  dy. 

La  détermination  de  V  est  ramenée  à  une  intégrale  double.  On  dit 
que  la  sommation  des  éléments  se  fait  par  filets  prismatiques,  parce 
que  l'élément  [z^  —  z{)  dx  dy  de  cette  intégrale  est  la  valeur  princi- 
pale du  volume  d'un  filet  compris  entre  deux  plans  x  q\.  x  -\-  dx  per- 
pendiculaires à  Ox,  et  deux  autres  y  ei  y  -\-  dy  perpendiculaires  à  Oy. 

La  formule  (3)  se  simplifie  lorsque,  le  solide  ayant  une  base  plane  B 
dans  le  plan  xy  lui-même,  est  limité  latéralement  par  une  surface  cy- 
lindrique parallèle  à  Oz  et  supérieurement  par  une  surface  z  =  f{x,y). 

La  base  B  constitue  alors  le  domaine  D^  ;  on  a  ^-j  =  0  et  z.^  =  z; 
d'où 


(4)  V=  (\  zdxdy. 


A*  So77imatiou  par  filets  prismatiques  en  coordonnées  semi-polaires. 
La  sommation  par  filets  prismatiques  se  fait  souvent  au  moyen  des 
coordonnées  semi-polaires  z,  r  et  6.  Cela  revient  à  se  servir  des 
coordonnées  polaires  r  et  0  dans  le  plan  xy.  Transformons  ainsi 
l'intégrale  (4)  :  il  faut  y  remplacer  dx  dy  par  r  dr  dô,  ce  qui  donne 

(5)  V=  ^{  zrdrd^]. 

L'intégration  s'étend  au  domaine  du  point  (?■,  0)  dans  la  base  B. 
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5*  Sommation  par  tranches  sphériques.  Supposons  que  nous  con- 
naissions l'aire  cp  (?■)  de  la  seclion  faite  dans  le  solide  par  la  sphère  de 
rayon  r  ayant  son  centre  à  l'origine.  Le  volume  de  la  tranche  sphé- 
rique  comprise  entre  les  sphères  r  et  7*  -h  dr  aura  pour  valeur  princi- 
pale 'f  (j-)  dr.  Il  vient  donc 

(6)  V^-|cp(r)rfr. 

L'intégration  s'étend  aux  valeurs  de  r  pour  lesquelles  la  sphère 
coupe  le  solide.  Cette  formule  est  peu  employée,  on  se  sert  plutôt 
des  suivantes  que  nous  allons  en  déduire  : 

6°  Sommation  par  filets  coniques  (coordonnées  polaires).  L'aire  que 
nous  venons  de  désigner  par  <fi{r)  est  généralement  donnée  par  l'in- 
tégrale douhle  (n°  26,  form.  5) 


o{r)  =  Ij*  7-2  sine  rfOrf'i. 
En  substituant  cela  dans  la  formule  (6),  il  vient 
(7)  \=  (((r-slnhdrdU'f, 


l'intégrale  s'étendant  au  domaine  de  (/',  0,  7)  dans  le  solide  à  évaluer. 
C'est  la  formule  générale  pour  l'évaluation  des  volumes  en  coor- 
données polaires. 

Supposons  que  le  rayon  vecteur  ne  coupe  la  surface  du  solide 
qu'en  deux  points.  Soient  ^i  et  rg  les  valeurs,  fonctions  de  (0,  cp),  de  r 
en  ces  deux  points.  Désignons  par  K  le  domaine  de  (0,  'p)  dans  le 
solide.  On  peut  effectuer  la  première  intégration  par  rapport  à  r,  ce 
qui  donne 


(8)  Y  =  ^j\jrl-r';)sinU(id'f, 


En  particulier,  si  l'origine  est  dans  l'intérieur  du  solide  et  que  le 
rayon  vecteur  ne  coupe  sa  surface  qu'en  un  seul  point,  il  faut  faire 
fi  =  0  dans  la  formule  précédente.  Il  vient,  r  se  rapportant  à  la  sur- 
face, 


(9)  V = i  f  \b  r 

^  .0        ,'0 


r^  sïnhdh. 


Dans  ces  deux  dernières  formules,  l'élément  de  l'intégrale  est  le 
volume  de  l'élément  conique  du  solide  compris  entre  les  deux  cônes 
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6  et  9  4-  rf9  (de  révolution  autour  de  Oz)  et  les  deux  plans  «p  et  cp  +  dcp 
(passant  par  Oz). 
Nous  allons  donner  quelques  applications  de  ces  formules. 

36.  Exemple  de  sommation  par  filets  prismatiques.  —  Soit  à  calculer 
le  volume  compris  entre  le  plan  xy,  le  paraboloïde  elliptique 

et  le  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  l'ellipse 

■^4-^  =  1. 

La  base  du  solide  est  plane,  c'est  la  portion  B  du  plan  intérieure  à 
cette  ellipse.  La  formule  (4)  donne 

V  =  ((  zdxdy  =  ai  \  x^  dxdij  +  ^  ]  \  y"^  dx  dy. 

Les  valeurs  extrêmes  de  x  dans  B  sont  —  a  et  +  a;  les  valeurs 
extrêmes  de  y  pour  un  même  x  se  tirent  de  l'équation  de  l'ellipse, 
elles  sont 


y„  =  -Va^  —  x\       2/i  =  —  Vi, 


Il  vient  donc 


r  r  r+"      r+^2         c  Ab  C"     *.  i 

xMxdy  =       x^dx         dy  =  A\  x^y^dx  =  —    xMx\a"  —  a;^ 

J  Jb  J-a  J-y^  ,'o  ^  Jo 

Par  le  changement  de  variables  x  =  a  cos  <f>,  cette  expression 
devient 

Aa^b    ^  sin2(pcos"(pd9-=-ô-    '(1  —  cos4cp)  dtp  =  (^^b^~ 

Jo  ^    Jo  W  * 

L'intégrale  de  y^dxdy  dans  B  sera  ab^  -j,  car  elle  se  déduit  de  la  pré- 
cédente par  une  simple  permutation  de  lettres.  Il  vient  donc 

37.  Emploi  des  coordonnées  semi -polaires.  Problème  de  Viviani.  — 
On  coupe  un  cylindre  circulaire  droit  indéfini  par  une  sphère  dont  le 
centre  se  trouve  sur  la  surface  du  cylindre  et  dont  le  rayon  a  est  égal  au 
diamètre  de  la  section  droite  du  cylindre.  Calculer  le  volume  commun  à 
la  sphère  et  au  cylindre. 
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Prenons  l'origine  au  centre  de  la  sphère,  l'axe  des  z  parallèle  au 
cylindre.  La  section  droite  du  cylindre  par  le  plan  xy  est  un  cercle 
passant  par  l'origine.  Menons  l'axe  des  x  par  son  centre  ;  l'équation 
de  ce  cercle  sera,  en  coordonnées  polaires, 

r  =  a  cos  6 
et  celle  de  la  sphère,  en  coordonnées  rectangulaires, 

^''  +  y^  +  ^^  =  <i^. 
d'où,  en  coordonnées  semi-polaires, 

Cherchons  d'abord  le  volume  V  commun  à  la  demi-sphère  située 
dans  la  région  des  z  positifs  et  au  demi-cylindre  situé  dans  celle  des  y 
positifs.  Ce  volume  a  pour  base  B  dans  le  plan  xy  la  demi-section 

TU 

droite  dans  laquelle  0  varie  de  0  à  ^.  D'autre  part,  pour  un  môme  0, 
r  varie  dans  cette  base  de  0  à  a  cos  9.  Il  vient  donc,  par  la  formule  (5), 

V  =  (( 2rdrd^=  f^dO  r'""'  rdr\/¥'^^'  =  ^ ^(1  —  sin'9)de 

=  |'|j(l-sine-f  sin9cos^e)d9=   (|-|)  |'. 

Pour  avoir  le  volume  entier  commun  à  la  sphère  et  au  cylindre,  il 
faut  quadrupler  ce  résultat,  ce  qui  donne  i^—qj  <*'•  Le  premier 
terme  est  égal  au  volume  de  la  demi-sphère.  Donc  l'excès  du  volume 
de  la  demi-sphère  située  du  côté  des  x  positifs  sur  celui  qu'en  détache  le 
cyli7idre  est  égal  au  jieuviètne  du  cube  du  diamètre.  C'est  un  exemple 
classique  d'une  cubature  qui  se  fait  exactement. 

38.  Q,uadrature  des  aires  courbes  en  coordonnées  rectangulaires  et 
polaires.  —  Les  intégrales  les  plus  employées  pour  évaluer  l'aire 
d'une  surface  courbe  S  sont  celles  du  n"  21  : 

étendues  à  la  projection  D  de  S  sur  le  plan  xy,  et  celle  qu'on  en  déduit 
par  l'introduction  des  coordonnées  polaires  r  et  9  dans  le  plan  xy  : 


(U,  s  =  /|_ 


rdr  rf9 
cosZ 
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On  se  sert  plus  rarement  d»  s  coordonnées  polaires  {r,  6,  <f>)  dans 
l'espace  qui  conduisent  à  l'emploi  des  intégrales  : 


^^'    '-jj^^'^'^-jj'^''^'^- 


étendues  au  domaine  de  (8,  z>)  sur  la  surface  (n"  26).  On  se  rappelle 
que  (?•,  n)  désigne  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  normale  et  P  la 
distance  de  l'origine  au  plan  tangent. 

39.  Exemple  :  Aire  du  dôme  de  Viviani.  —  Lus  données  étant  les 
mêmes  que  dans  l'exemple  du  n°  37,  il  s'agit  de  trouver  l'aire  de 
la  portion  de  surface  sphérique  comprise  dans  le  cylindre. 

Conservons  les  mêmes  axes  que  précédemment  et  considérons 
seulement  la  demi-sphère  située  dans  la  région  des  ;:•  positifs  et  le 
demi-cylindre  situé  dans  celle  des  y  positifs.  Soit  S  l'aire  de  cette 
demi-sphère  comprise  dans  ce  demi-cylindre,  sa  projection  sur  le 
plan  xy  est  l'aire  B  considérée  dans  le  n°  37,  de  sorte  que  l'on  a 

r  dr  dh 
jB  cosZ 

Ce  cosinus  s'obtient  de  suite,  car  on  a  :s  ~  a  cos  Z,  d'où 


J  Jb  cos  Z      j  Jb 


z       Va"  —  7*- 
cos  Z  =  -  = 


Portons  cette  valeur  dans  l'intégrale  double;  les  limites  de  r  et  de  6 
sont  les  mêmes  que  dans  le  n"  37,  il  vient  donc 

Pour  avoir  la  portion  de  la  surface  sphérique  comprise  dans  le 
cylindre,  il  faut  quadrupler  ce  résultat,  ce  qui  donne  (Sic  —  4)  a^  Le 
premier  terme  est  égal  à  l'aire  de  la  demi-sphère.  Donc  Vexcès  de  la 
surface  de  la  demi-sphère  située  du  côté  des  x  positifs  sur  celle  que  le 
cylindre  en  détache  a  pour  valeur  4a^.  Donc  cette  aii'e  est  exactement 
quarrable.  C'est  le  premier  exemple  qu'on  ait  trouvé  d'une  surface 
courbe  exactement  quarrable. 

40.  Quadrature  des  aires  courbes  en  coordonnées  curvilig-nes.  —  La 
formule  générale  que  nous  avons  établie  au  n°  (25) 

(13)  ^^ii  VeG  —  F^dudv 
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est  aussi  d'un  grand  usage.  Elle  ramène,  comme  les  précédentes,  le  cal- 
cul de  l'aire  S  à  une  intégrale  double.  Mais  il  y  a  trois  cas  principaux 
dans  lesquels  cette  quadrature  se  ramènera  immédiatement  à  une  inté- 
grale simple  : 

P  Surfaces  engendrées  par  le  mouvement  hélicoïdal  d'une  courbe. 
Un  appelle  mouvement  hélicoïdal  celui  qui  se  compose  d'une  rotation 
et  d'une  translation  dont  les  axes  coïncident.  Prenons  l'axe  du  mouve- 
ment pour  axe  des  œ  et  soient  X  =  tp  [u),  Y  =  «j*  [u]  les  équations  de  la 
section  de  la  surface  par  le  plan  œij.  Lorsqu'elle  aura  tourné  de  l'angle  y, 
sa  translation  sera  av  [a  constant)  ;  le  point  (X,  0,  Y)  sera  venu  en 
{x,  y,  z)  où  l'on  a  : 

œ  =  '}L-\-  av,  2/  =  Y  cos  u,  z  =  Y  sin  v, 

ce  qui  donne  une  représentation  de  la  surface  en  coordonnées  curvi- 
lignes u,  V.  En  accentuant  les  dérivées  par  rapport  à  u^  on  a 

ds^  =  (X'2  +  Y'2)  diî"  -f  2a  X'  du  dv  +  (Y^  -\-  a^)  dv\ 
par  suite, 

E  G  —  F»  =  Y2  (X'2  +  Y'2)  +  «2  Y'2. 

Cette  expression  ne  dépendant  que  de  u,  l'intégration  par  rapport  à  v 
dans  la  formule  (13)  sera  immédiate. 

2"  Surfaces  de  révolution.  Si  la  translation  est  nulle  dans  le  déplace- 
ment précédent,  la  surface  est  de  révolution.  Dans  ce  cas,  a  =  0,  d'où 

VeG— F2  =  yVx"'  +  Y '2. 

Par  conséquent,  l'aire  engendrée  par  une  révolution  entière  de  la  sec- 
tion génératrice  sera,  en  appelant  5  l'arc  de  cette  section, 

S  =  j'y  VX'2  + Y'2  du  r  'dv  =  2  T.  i^du  VX'2  +  Y'2  =  2  -  f  Yds. 

C'est  la  formule  obtenue  dans  la  première  partie  du  cours. 

3°  Surfaces  réglées.  Elles  sont  définies  en  coordonnées  curvilignes  u,  v 
par  trois  équations  : 

œ  =  a-^  -\-  ôj  w,  î/  =  «2  -j-  Jg  u,  z  =  a^  -\-  b^u 

où  les  a,  b  dépendent  de  v  seul.  Désignons  leurs  dérivées  par  des  accents, 
il  vient 

ds^-  =  [{a[  +  b[  uY  +  •••]  dv^  +  2  [a[  b^  +  .••]  du  dv  -\-  [b\  -j-  .••]  du" 

On  aura  donc,  M,  N,  P  dépendants  de  v  seul, 

EG  —  F2  =  M  +2  ^u  +  Pw2 

L'élément  d'aire  ne  contenant  que  la  racine  carrée  de  ce  trinôme,  nous 
saurons  l'intégrer  par  rapport  à  u  (l^e  partie,  n°  178). 
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41.  Aires  limitées  par  des  lignes  d'égale  déclivité.  —  Appelons  lignes 
d'égale  déclivité  d'une  surface,  celles  sui'  lesquelles  Z  est  constant.  Dans 
beaucoup  de  cas  importants,  2}oi(r  les  surfaces  du  second  depré  par  exem- 
ple, on  obtient  immédiatement  l'aire  E  de  la  projection  sur  le  plan  xy 
d'une  portion  S  de  surface  limitée  par  des  lignes  d'égale  déclivité.  La 
détermination  do  l'aire  S  ne  dépend  plus  alors  que  d'une  intégrale  simple. 

En   efiet,  appelons  AE  l'accroissement  de  E  entre  les  projections  de 

deux  lignes  successives  (Z)  et  (Z  -\-  AZ)  ;  l'accroissement  correspondant 

de  S  seia  AE  :  cos  (Z  +  GAZ)  en  vertu  du  théorème  du  n°  22.  Donc,  si 

l'on  considère  d'abord  Z  comme  fonction  de  E,  on  aura,  en  faisant  tendre 

les  AE  vers  0, 

AE  r    £/E 


S  =  SAS  =  S- 


cos(Z+  eAZ)      J  nos  Z 

Si  l'on  veut  calculer  l'aire  S  comprise  entre  deux  lignes  (Z,)  et  (Zg), 
on  aura,  en  prenant  Z  comme  variable, 

'Zo  d^Ë    dZ 


S 


)x    dZ  cos  Z 


42.  Aire  de  l'ellipsoïde.  —  Comme  application  de  la  méthode  du 
n°  précédent,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde 

a*  0-  c^ 

Il  faut  d'abord  déterminer  la  projection  de  la  ligne  sur  laquelle  cos  Z 
a  une  valeur  constante  ii.  Nous  obtiendrons  son  équation  en  tirant  de 
l'équation  de  l'ellipsoïde  les  valeurs  de  p  et  de  q  en  fonction  de  x,  y  et 
en  portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

Cette  équation  se  met  facilement  sous  la  forme 
^  ^  +  Tr    -r— TTi-    =1.     en  posant  ^ 


«2  V    1  —  w2   y        ^-^  V    1  —  w2   y       -'  i-"  |62  _  c2  =  ^2  p2. 

Donc  la  projection  cherchée  est  une  ellipse  dont  on  connaît  les  demi- 
axes  et,  par  conséquent,  l'aire  E.  On  a 

,  1  — ^6^  ,  (A2=  l  —  a"^u\ 

E  =  '^  «^  -KK^'       ^"  P^^^"*  I  A'2  =  1  -  |B2  u\ 

Comme  te  (ou  cos  Z)  varie  de  1  à  0  pour  la  nappe  supérieure  de  l'ellip- 
soïde, l'aire  totale  de  la  surface  sera 

dEi  du 
du    u\ 


^--^r 


Transformons  d'abord  l'intégrale  indéfinie.  On  a 

Ec?w  .du  ,    du 

M*  u^  AA'  AA' 


—  87  — 


d'autre  part,  en  différeiitiant, 

a =  —    -r—  cm  —  -^-j-  ('Il 

u  A  A 


AA^ 
du 


du  = 


a-^  A'    , 


r   +  ^' 


du 


d'où,  en  substituant, 


=  r:  ab 


AA' 


Par  suite  de  cette  relation,  on  a 


rdE  _  E       (Edu 


=  ~ab 


1—u* 

u  AA' 


AA' 


"'/x  "^'^  -  ^^  -  "')  / 


du 

ÂA^ 


D'après  cela,  l'aire  totale  S  de  l'ellipsoide  sera 

r^    I       -U    r/2    1      . 


2T.ab 


mAA' 


du 


ou,  en  remplaçant  dans  le  terme  aux  limites  A  et  A'  puis  a  et  ^  par  leurs 
valeurs, 

=  — r  +  «*■     -T-  f^w  4-  (1  —  «  )      - 

cd'  ^     jo  A        ^  ^  ^  jo 


2t.  ab 


AA' 


Ces  intégrales  se  ramènent  aux  intégrales  elliptiques  de  Legendre 
[t.  l,  n°  295)  par  la  substitution  'x  u  =  sin  o.  L'expression  de  S  :  2Tiab 
devient  ainsi 


c~  rare  sin  a l  «e    /*a 

+  a  c/^Vl  —  k^  sin^  cp  + 

Jo  '^        Jo 


o?«p 


ab 


où  l'on  a  posé  A  =  p  ;  a  -=  (  1  — 


Vl  —  k^  sin^  «p 


è^ 


1  — 


,  quantité  <  1  par  hy- 


pothèse. 


Exercices. 


1.  Aire  de  la  portion  de  la  surface  conique  z^  =  2  xy  comprise  entre 
les  plans  a;  =  0,  a;  =  a,  «/  =  0,  ?/  =  ô. 


R. 


ab 


«-|\/^<"  +  " 


^2  yt 

"2.  Aire  de  la  portion  du  paraboloïde  ^  =  ^ 1~  oT  comprise  dans  la 

sphère  x-  -\-  y'^  -\-  [z  —  c)-  =  c'. 

R.  S  =  4  TT  c  Slâb. 


X  V'^ 

3.  Aire  du  même  paraboloïde  mais  intérieure  au  cylindre  -^-{--^  =1. 


b- 


R. 


s  =  !5JL*(2l_,) 
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1.    Aire   du  même   paraboloïdc    à    l'intérieur    d'une    courbe    d'égale 
déclivité  Z. 

3      Vcos-*  Z 

5.  L'aire  totale  de  la  surface  d'élasticité  de  Fresnel  (podaire  de 
l'ellipsoïde) 

(a;2  -f  î/2  -\-  z^)i  =  «2  X-  4-  b'  if  +  c2  s2 

est  égale  à  celle  d'un  ellipsoïde  qui  a  i)OU''  demi-axes  bc  :  a,  ca  :  b,  ah  :  c. 
R.  On  calculera  l'aire  de  la  surface  propo.sée  pai'  la  formule  (12)  et 
celle  de  l'ellipsoïde  par  la  formule  (13),  en  posant 

bc    .  ca    .         .   ^^  ah 

X  ==  —  sm  u  cos  (T,  u  =  -r-  sni  u  sm  V,         z  =  —  cos  u. 

a  '  ^         b  '  c 

6.  Volume  commun  au  paraboloïde  et  au  cylindre  de  l'exercice  3. 

R.  On  décompose  en  filets  prismatiques.  Les  intégrations  sont  faciles. 

7.  Volume  compris  entre  la  sphère  de  rayon  a  qui  a  son  centre  à 
l'origine,  le  plan  XY  et  le  cylindre  x^  [x^  -f  y^)  —  a^  [x~  —  y^)  ^=  0, 

R.  On  décompose  en  filets  prismatiques  par  les  coordonnées  semi- 
polaires.  On  trouve 

V-f(^-l+log2)- 

§  5.  Intégrales  multiples  les  plus  générales. 
Ensembles. 

Nous  n'avons  étudié  dans  les  paragraphes  précédents  que  des  inté- 
grales doubles  ou  triples.  De  plus,  les  fonctions  considérées  étaient 
soumises  à  des  conditions  de  continuité  dont  on  peut  s'affranchir.  La 
théorie  tout  à  fait  générale  des  intégrales  multiples  que  nous  allons 
exposer  maintenant  est  une  extension  naturelle  de  celle  que  nous  avons 
faite  pour  les  intégrales  simples  dans  le  premier  volume  (Chap.  VI,  §  3). 

43.  Définition  d'un  domaine  rectangulaire  à  n  dimensions  et  de  son 
étendue.  —  Soitic,  y,.,,  un  système  de  w  variables  indépendantes  qui 
peuvent  prendre  respectivement  toutes  les  valeurs  comprises  dans  les 
intervalles  (a,  A),  (é,  B),...  Leur  domaine  de  variation  se  représente 
géométriquement  par  un  rectangle  dans  le  cas  de  deux  variables,  par 
un  prisme  rectangulaire  dans  le  cas  de  trois.  Mais,  au  delà,  la  repré- 
sentation géométrique  fait  défaut.  Cependant  nous  dirons  encore,  par 
analogie,  que  les  variables  varient  dans  un  domaine  prismatique  rec- 
tangulaire ou,  en  abrégé,  dans  un  domaine  rectangulaire. 

Tout  système  de  valeurs  de  x^y,...  comprises  dans  les  limites  précé- 
dentes est  un  pom^  du  domaine;  chacune  des  quantités  x,  y,  ..  est  une 
coordonnée  de   ce  point.   Les  différences  A  —  «,  B  —  6,...  sont  les 
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dimensions  du  domaine  rectang-ulairc,  VôUmdue  R  du  domaine  est,  par 
définition,  égale  au  produit  (A  —  a)  (B  —  b),..  de  toutes  ses  dimensions. 
La  notion  de  l'étendue  d'un  domaine  non  rectangulaiie  est  plus  com- 
pliquée. Les  définitions  générales  relatives  à  l'étendue  se  trouveront 
plus  loin  dans  la  théorie  des  ensemble»  (n'°  53). 

44.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Soient  x,  y,...  des  variables  dans 
le  domaine  rectangulaire  K  étendu  aux  intervalles  («,  A)  de  x,  {b,  B)  de 
</,...  Décomposons  chacun  de  ces  intervalles  en  éléments  consécutifs  par 
des  points  intermédiaires. 

Soient  o,,  Oj»---  ^^^  éléments  de  l'intervalle  {a,  A),  Yj,  Y2,...  ceux  de 
[b,  B),  etc.  Le  domaine  R  sera  décomposé,  en  même  temps,  en  éléments 
Pi,  po chaque  domaine  p  ne  comprenant  qu'un  seul  intervalle  élémen- 
taire pour  chaque  variable. 

Soient  f  ix,  y,...)  une  fonction  bornée  de  œ,  y,...,  M  et  m  ses  limites 
supérieure  et  inférieure  dans  R,  Mn  et  w„  ses  limites  analogues  dans  pn. 
Formons  les  deux  sommes  étendues  à  tous  les  éléments  pn  de  R  : 

S  =  S  M„  Pn ,         s  =-  S  w„  p  „. 

Voici  le  théorème  de  M.  Darboux  : 

Si  Von  fait  décroître  indéfiniment  tous  les  intervalles  S^-.ya,...,  les 
deux  sommes  S  et  s  tendront  respectivement  vers  des  limites  bien  déter- 
minées h  et  l  indépendantes  du  choix  des  points  de  subdivision  dans 
chaque  intervalle  (a,  A),  (è,  B),  etc. 

La  démonstration  s'appuie  sur  les  deux  propriétés  suivantes  des 
sommes  S  et  5  : 

1°  Toutes  les  sommes  S  et  s  sont  comprises  entre  MR  et  mR.  Cette 
propriété  est  évidente. 

2°  Si  l'on  considère  un  premier  mode  de  subdivision  des  diverses 
dimensions  de  R  en  intervalles  élémentaires  o/,  ya»*--,  puis  un  autre 
obtenu  par  l'adjonction  de  nouveaux  points  de  subdivision  aux  premiers, 
la  somme  S  sera  stationnaire  ou  décroissante,  la  somme  5  stationnaire 
ou  croissante.  De  plus,  soit  0  une  limite  supérieure  de  l'étendue  des 
domaines  partiels  auxquels  on  réduit  R  quand  on  réduit  une  seulement 
de  ses  dimensions  à  un  seul  intervalle  élémentaire  du  premier  mode  de 
subdivision;  soit  enfin  v  le  nombre  total  des  nouveaux  points  de  subdi- 
visions ajoutés,  la  variation  de  chacune  des  sommes  S  et  5  sera  moin- 
dre que  V  (M  —  m)  5. 

Il  suflSt  de  faire  la  démonstration  pour  S. 

Supposons  d'abord  qu'on  n'ajoute  qu'un  seul  nouveau  point  de  sub- 
division et,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  soit  dans  l'intervalle  O;  de  x. 
Chacun  des  éléments  p,i  comprenant  cet  intervalle  sera  divisé  en  deux 
autres  p,i  et  o^  et  chacun  des  termes  correspondants  M^p»  sera  rem- 
placé par  la  somme  de  deux  autres 

M„  p„  +  Mn  pn 
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où  M„  et  M„  sont  les  limites  supôrieiires  de  f  dans  p,j  et  p„.  Cette 
somme  est  comprise  entre  M,(p„  et  >»»pa  en  vertu  de  la  i)ropriété  P  qui 
s'applique  à  p„  comme  à  R.  Donc  la  somme  S  ne  peut  que  déci-oitre  par 
l'adjonction  du  nouveau  point  de  subdivision  et  sa  diminution  totale  ne 
peut  surpasser  la  somme  V  (M„  —  wî„)  p„  et  a  fortiori  S'  (M  —  m)  p» 
étendues  à  tous  les  éléments  p»  dont  o^  est  une  dimension.  La  somme 
de  tous  ces  p»  forme  un  domaine  d'étendue  <  S,  donc  la  diminution  de  S 
est  moindre  que  (M  —  m)  S. 

Si,  au  lieu  d'un,  on  ajoute  v  points  de  subdivision,  on  peut,  en  les 
ajoutant  l'un  après  l'autre,  appliquer  v  fois  le  raisonnement  précédent. 
La  diminution  de  S  sera  donc  moindre  que  v  (M  —  m]  S, 

La  démonstration  du  théorème  de  M,  Darboux  résulte  facilement  de 
ces  deux  propriétés. 

Considérons  d'abord  les  sommes  S;  elles  sont  bornées  intérieurement 
(propriété  1°),  elles  ont  donc  une  limite  inférieure  L.  Je  dis  que  S  tend 
vers  L  quand  tous  les  intervalles  ô^-,  yn,...  tendent  vers  0. 

En  effet,  soit  s  un  nombre  positif  d'une  petite  arbitraire;  par  définition 
de  L,  on  peut  trouver  une  somme  S'  <  L  +  e.  Cette  somme  sera  fournie 
par  un  mode  déterminé  A'  de  partage  des  dimensions  de  R,  dont  nous 
désignerons  le  nombre  total  des  points  de  subdivision  par  v. 

Il  s'agit  maintenant  de  montrer  qu'une  somme  quelconque  S  diffère 
aussi  peu  qu'on  veut  de  L  pourvu  qu'elle  soit  calculée  avec  des  sub- 
divisions ôj-,  YA,...  suffisamment  petites.  Quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  0,  on  peut  supposer  ces  subdivisions  assez  petites  pour  que  tous 
les  domaines  obtenus  en  réduisant  l'une  des  dimensions  de  R  à  un  seul 
intervalle  o^-  ou  y^,...  aient  leurs  étendues  <  S.  Supposons  cette  con- 
dition réalisée  par  le  mode  de  partage  A  et  considérons  un  troisième 
mode  de  subdivision  A"  obtenu  en  ajoutant  les  points  de  subdivision  du 
mode  A'  à  ceux  de  A  (donc  au  plus  v  points).  Soit  S"  la  somme  corres- 
pondante ;  on  aura  (Propriété  2°) 

S  —  S"  <  V  (M— m)  8. 

Mais  A"  s'obtient  aussi  en  ajoutant  les  points  de  A  à  ceux  de  A'  de 
sorte  qu'on  a  (Propriété  2°)  S"  <  S'  et  a  fortiori  <  L  -j-  e.  Il  vient  donc 

S  <  L  4-  e  +  V  (M  —  m)  S. 

Donc  S  qui  ne  peut  être  moindre  que  L  en  diffère  aussi  peu  qu'on 
veut,  car,  après  qu'on  s'est  donné  e  aussi  petit  qu'on  veut,  v  (M  —  m)  8 
est  encore  aussi  petit  qu'on  veut  avec  o. 

On  prouve  de  même  que  s  tend  vers  sa  limite  supérieure  l. 

45.  Intégrales  par  excès  et  par  défaut.  Fonctions  intégrables  ;  leurs 
propriétés.  —  La  limite  L  s'appelle  Vintégrale  par  eo^cès  de  f  dans  le 
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domaine  R,  la  limite  l  son  intégrale  par  défaut  (t.  I,  n^  222).  Nous  les 
représenterons  par 

IL  =  T    r[x,y,...)dK      ou    T    r{cr,y^...)dxdy... 

(1)  -'  ^' 

f  /  =    I     /-(a-,  y,...)  f/R      ou      I  /(*■,//,...)  (/a;f/)|/... 

Vordre  de  ymdtiplicité  de  l'intégrale  est  égal  au  nombre  des  dimen- 
sions du  domaine  R,  donc  au  nombre  des  variables  ce,  y,...  ou  des 
dillérentielles  dx,  dy... 

Quand  on  le  peut  sans  difficulté,  on  remplace  dans  la  notation  de 

l'intégrale,  le  signe      unique  des  formules  (1)  par  des  signes  superposés 

en  nombre  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  l'intégrale. 

Les  propriétés  des  intégrales  par  excès  et  par  défaut  étudiées  au 
no  225  du  premier  volume  se  généralisent  facilement.  Remarquons,  en 
particulier,  que  si  l'on  décompose  le  rectangle  R  en  plusieurs  autres, 
chacune  des  dt- ux  intégrales  dans  R  sera  la  somme  des  intégrales  ana- 
logues dans  les  diverses  parties  de  R. 

Pour  que  la  fonction  /"soit  intégrable  dans  R,  il  faut  que  les  limites  l 
et  L  soient  égales.  Leur  valeur  commune  I  s'appelle  Vintégrale  de  f 
dans  R  et  l'on  écrit  simplement 

(2)  1=  ^r{x,y,...)dK  =  ^J[cc,y,...)dxdy... 

Dans  ce  cas,  l'intégrale  peut  aussi  se  définir  comme  il  suit  : 

\.  L'intégrale  de  f  dans  le  domaine  R  est  la  limite  de  la  somme 
^  f{Xn,  y-n^"-)  9nétendue  à  tous  les  éléments  rectangulaires  ^nde  R 
midtipliés  respectivement  par  la  valeur  de  f  en  un  point  arbitraire 
(^n>  yny-)  de  chacun  d'eux,  quand  tou^  ces  éléments  décroissent 
indéfiniment  en  tous  sens. 

Si  la  fonction  /"n'est  pas  intégrable,  cette  limite  n'existe  plus,  mais  la 
somme  considérée  aura  les  deux  expressions  (1)  comme  limites  d'inter- 
mination.  Aussi  nous  ne  considérerons  pas  alors  l'intégrale  de  /"dans  R 
ou  l'expression  (2)  comme  dépourvue  de  toute  signification.  Nous  lui 
attribuerons  une  valeur  indéterminée  mais  comprise  entre  les  intégrales 
par  excès  et  par  défaut. 

Les  propriétés  des  fonctions  intégrables  énoncées  au  11°  326  du  pre- 
mier volume  se  généralisent  aisément.  Donc  : 

II.  Les  sommes  et  les  produits  des  fonctions  intégrables  dans  un 
domaine  R  sont  intégrables  dans  ce  domaine.  De  plus,  Vintégrale  d'une 
somme  sera  égale  à  la  somme  des  intégrales  de  chaque  terme.  (Intégra- 
tion par  décomposition). 
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III,  Le  quotient  de  deux  fonctions  intégràbles  est  intégrable^  pourvu 
que  la  fonction  prise  comme  diviseur  ait  ses  limites  sicpérieure  et  infé- 
rieure de  nu^me  signe. 

46.  Expression  de  la  différence  entre  les  intégrales  par  excès  et  par 

défaut.  —  Désignons  par  dise  f{cco,  Vo,---)  la  discontinuité  de  la  fonction 
/"au  point  x„,  yo,...  c'est-à-dire  la  limite  de  l'oscillation  de  f  dans  le 
domaine  limité  aux  intervalles  Xq  ±  e,  î/o  ±  ri,...  quand  e,  t),...  tendent 
vers  0.  Le  lemme  du  n»  227  du  premier  volume  se  généralise  immédiate- 
ment comme  il  suit  : 

Quelque  petit  qîie  soit  le  yioynbre  positif  donné  e,  on  peut  décomposer 
le  domaine  rectangulaire  R  en  éléments  rectangulaires  pn  aussi  pietits 
qu'on  veut  et  tels  quon  ait  dans  chacun  d'eux 
Un  —  mn  <  A„  4-  e, 

où  Mn  —  ^'?n  6st  Voscillation  et  A„  le  maximum  de  la  discontinuité  de  f 
dans  le  domaine  pn. 

Par  conséquent,  la  formule  du  même  n°  227  qui  exprime  par  une  inté- 
grale la  différence  entre  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut  se  géné- 
ralise aussi.  On  a 


(3) 


K/*  D/*  E/* 

fdK—        fdR=        (iïsc.f)dR. 

JK  J  R  J  R 


47.  Réduction  des  intégrales  doubles  à  des  intégrales  simples.  —  Soit 
f{x,  y)  une  fonction  de  deux  variables,  intégrable  dans  un  rectangle  R 
borné  par  les  valeurs  a  et  A.  de  x,  b  et  B  de  y.  L'intégrale  double 

\\  f{^,  y)  dx  dy 

est  réductible  à  deux  intégrales  simples  effectuées  consécutivement  par 
rapport  à  chaque  variable  entre  les  limites  du  domaine. 

Décomposons  l'intervalle  (a,  A)  en  m  parties  consécutives  Oj,  Oj»»"  ^m 
par  les  points  x^  =  a,  x^,...  a;^  +  i  =  A  ;  l'intervalle  [b,  B)  en  n  par- 
ties consécutives  Yi,  Y2»---  ïn  P^''  ^^^  points  ^j  =  6,  ï/j,...  î/^^-i  =  B.  Le 
domaine  R  sera  partagé  en  mn  rectangles  ayant  respectivement  pour 
étendues  les  produits  o^yh. 

On  a,  par  décomposition  de  deux  intégrales  simples  consécutives  : 

E,'B       E/*A  m        n     Er^/ft  + 1         E/*^î  +  1 

dy  \    f[x.y)dx=-    S      S  dy    \  f{x,y)dx, 

Jb  Ja  i=i  h=i  J  y^  J  ^^ 

Désignons  par  M^/^  et  mi^  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  /"dans 
le  rectangle  èf{h.  Dans  le  terme  général  de  la  somme  écrite  au  second 
membre  de  l'équation  précédente,  f  reste  compris  entre  Mih  et  m,/{.  On 
a  donc 

ErUh  +  1       hr^i  + 1 
Mih<>r(k  >  1  dx   \  f{x, y)dx^  m.viO^  y^ . 
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11  vient  donc,  en  additionnant  toutes  les  inégalités  analogues, 

s  s  M, A 8,-  YA  ^1    cIt/  {     f{.v,  y)  dx  ^  H  mm  ^i^t,. 

Faisons  tendre  tous  les  o,-  et  tous  les  ■'/{  vers  zéro;  les  deux  membres 
extrêmes  tendent,  pai'  hypothèse,  vers  l'intégrale  double  supposée  déter- 
minée. Il  vient  donc 

j  r  (/-(a;,  y)  dx  dy  =   j^  dy  ^^  r[x,  y)  dx. 

On  a  aussi,  par  un  raisonnement  analogue, 

\\  f{^,  y)  dxdy  =     \  ^y  ]    ^(^''  ^^  ^^• 

Mais,  d'après  la  définition  donnée  dans  le  premier  volume  (n°  224) 
de  l'intégiale  d'une  fonction  présentant  des  points  d'indétermination  par- 
tielle, les  seconds  membres  des  deux  équations  précédentes  reviennent 
aussi  aux  deux  intégrales  : 

E  rB  /"A  D  /*B  r\ 

dy      T[x,  y)  dx         et  \   dy\   f(X,  y)  dx. 

Jb         Ja  Jb         Ja 

Celles-ci  sont  donc  égales  entre  elles  et  reviennent,  par  conséquent, 
toutes  deux  à  l'intégrale  bien  déterminée 


Jb  Ja 


A 

f[x,y)dx. 


Enfin,  comme  on  peut  permuter  x  Qi  y  dans  les  raisonnements  précé- 
dents, on  obtient  le  théorème  suivant  : 


48.  Théorème  (').  —Si  la  fonction  f{x,  y)  est  intégrable  dans  le  rec- 
tangle R,  les  deux  intégrtdcs  simples 

\   r{x,y)dx,  \   nx,y]dy, 

Ja  Jb 

sont  respectivement  des  fonctions  intégrables  de  y  dans  Vintervalle  [h,  B) 
et  de  X  dans  l'intervalle  («,  A)  ;  et  Von  a 

{  r  /■(■'-,?/)  dx  dy  --  Cdy  {^f[x,y)  dx  =  {\lx  (*  f{x,  y)dy. 

J  Jk  Jb         Ja  Ja         Jb 

49.  Réduction  des  intégrales  triples  et  multiples.  —  Un  raisonnement 
semblable  s'applique  aux  intégrales  triples.  Si  la  fonction  f{x,  y,  z)  est 

(1)  Certains  auteurs  (Voir  :  Otio  Stolz,  Grundzûge  dcr  Differential-und-Inte- 
gralrechnung,  Dritter  Theil,  Leipzig  1899)  semblent  contester  ce  théorème. 
Mais  le  désaccord  vient  de  ce  que  ces  auteurs  ne  définissent  pas  l'intégrale 
d'une  fonction  à  indélerminalion  partielle,  définition  qui  me  parait  naturelle 
et  nécessaire. 
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intégrable  dans  le  domaine  qui  comprend  les  intervalles  («,  A)  de  a?, 
(6,  B)  de  y,  (c,  C)  de  5.  L'intégrale  triple  se  ramène  à  trois  intégrales 
simples  consécutives  effectuées  par  rapport  à  chaque  variable  oitre  ces 
limites,  et  cela  dans  un  ordre  arbitraire.  En  particulier,  on  peut  intégrer 
successivement  par  rapport  ii  oc,  y  et  z,  ce  qui  donne 

C I* [ /"v^' y^ '■) '^"^ '^y '^^-  =  i"^'  [ "^y  T^^^' y^ ^^ ^^• 

Le  résultat  de  la  première  intégration  est  une  fonction  de  y,  z.  Cette 
fonction  peut  n'être  pas  intégrable  par  rapport  à  y,  auquel  cas  le  résul- 
tat de  la  seconde  intégration  sera  une  fonction  de  z  présentant  encore 
des  points  d'indétermination  partielle.  Mais  cette  nouvelle  fonction  sera 
certainement  intégrable,  de  sorte  que  le  résultat  de  la  troisième  intégra- 
tion sera  toujours  complètement  déterminé. 

On  voit  immédiatement  comment  ce  procédé  de  réduction  s'étend  à  des 
intégrales  multiples  d'ordre  quelconque. 

50.  Ensembles.  Points-limites.  Ensembles  dérivés.  —  Soient  x,  ?/,.. 
des  variables.  Chaque  système  de  valeurs  particulières  de  ces  variables 
s'appelle  un  point  et  une  collection  de  points  s'appelle  un  ensemble. 
Celui-ci  a  autant  de  dimensions  qu'il  entre  de  variables  dans  la  défi- 
nition de  ses  points.  L'ensemble  est  borné  si  chacune  des  variables  co,y,., 
est  elle-même  bornée. 

Soient  [a,  b,..)  et  (a',  b',..)  deux  points  jj  etp'  ;  on  appelle  écart  de 
ces  deux  points  la  quantité 

pp'=\  a'-a\-ir\b'-b\  -f- 

Si  l'ensemble  est  borné,  l'écart  pp'  de  deux  points  quelconques  de 
l'ensemble  est  aussi  une  variable  bornée.  La  limite  supérieure  de  cette 
variable  s'appelle  le  diamètre  de  l'ensemble. 

Etant  donnée  une  suite  illimitée  de  points  différents  p^,  p^,-.  Pn," 
on  dit  qu'un  point  p  est  la  limite  de  cette  suite,  si  l'écart  ppn  a  pour 
limite  0  quand  n  tend  vers  l'infini. 

On  nomme  point-limite  d'un  ensemble  E  tout  point  p  (appartenant  ou 
non  à  E)  qui  est  la  limite  d'une  suite  de  points  de  E.  Donc,  si  j9  est  un 
point-limite  de  E,  on  peut,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  S, 
trouver  un  point  de  E  dont  l'écart  à  p  soit  <  8.  Réciproquement,  tout 
point  p  jouissant  de  cette  propriété  est  un  point-limite. 

Le  système  des  points-limites  de  E  est  un  nouvel  ensemble  E'  que  l'on 
appelle  le  dérivé  de  E. 

51.  Ensembles  complémentaires.  Points-frontières.  —  Soit  E  un 
ensemble.  Si  cet  ensemble  ne  contient  pas  tous  les  points  possibles,  les 
points  qui  n'appartiennentpas  à  E  forment  un  nouvel  ensemble  E,.  Les 
deux  ensembles  E  et  Ej  sont  appelés  complémentaires. 

Soit^  un  point  de  E,  on  dit  qu'il  est  intérieur  à  E  et  extérieur  à  E,, 
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si  l'on  peut  assigner  un  nombre  positif  ô  tel  que  tout  point 73'  dont  l'écart 
à  p  est  <  0  soit  aussi  un  point  de  E. 

Tout  point  qui  n'est  ni  un  point  intérieur  ni  un  point  extérieur  de  E 
et  qui  n'est,  par  conséquent,  non  plus  ni  un  point  extérieur  ni  un  point 
intérieur  de  E,,  s'appelle  un  point-frontiôre  de  chacun  des  deux  ensem- 
bles E  et  Ej.  L'ensemble  de  ces  points  constitue  la  frontière  des  ensem- 
bles E  et  Ep 

Soit/)  un  point-frontière.  Si  c'est  un  point  de  E,  il  y  a  dans  Ei  des 
points  infiniment  voisins  de  p  (sinon  p  serait  intérieur  à  E),  doncp  appar- 
tient à  E|  ;  de  même,  si  p  est  un  point  de  E,,  il  appartient  à  E'.  On  voit 
ainsi  que  les  poiyits-fi^onti&res  sont  ceux  qui  appartiennent  à  la  fois  à  l'un 
des  deux  ensembles  E,  Ei  et  au  dérivé  de  Vautre. 

On  peut  encore  caractériser  autrement  les  points-frontières.  Définis- 
sons une  fonction  e  {x,  y,..)  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0  en  tout 
point  de  E,  ;  les  points  frontières  seront  les  points  de  discontinuité  de 
cette  fonction. 

Considérons  deux  ensembles  &  et  E.  Si  tous  les  points  de  S  sont  des 
points  de  E,  nous  dirons  que  l'ensemble  ê  est  compris  ou  contenu  dans  E. 
Si  tous  les  points  de  ê  sont  des  points  intérieurs  de  E  nous  dirons  que 
l'ensemble  S  est  intérieur  à  E.  Au  contraire,  S  sera  extérieur  à  E  si 
tous  ses  points  sont  extérieurs  à  E. 

Tout  ensemble  E  compris  dans  un  domaine  rectangulaire  R  et  qui  ne 
contient  pas  tous  les  points  de  ce  domaine  admet  aîi  moins  un  point- 
frontière  dans  ce  domaine. 

Le  raisonnement  étant  général,  on  peut  supposer  les  domaines  à  deux 
dimensions.  Soient /3  et  p'  deux  points  de  R  dont  p  seulement  soit  un 
point  de  E.  Faisons  varier  en  ligne  droite  le  point  [o),  y)  âe  p  k  p^  ;  ce 
point  restera  dans  R,  mais  la  fonction  e  (a;,  y)  définie  plus  haut  passera 
de  1  à  0.  Comme  elle  ne  passe  pas  par  les  valeurs  intermédiaires,  elle  est 
discontinue  en  un  point  au  moins  de  la  droite  pjp^  :  ce  sera  un  point- 
frontière. 

52.  Ensembles  parfaits(*). —  On  appelle  ensemble  parfait  un  ensemble 
qui  contient  son  dérivé  E'. 

Un  peut  aussi  dire  qu'un  ensemble  parfait  est  un  ensemble  qui  con- 
tient sa  frontière.  En  effet  :  1°  Un  ensemble  parfait  E  contient  ses  points- 
frontières,  car,  ceux-ci  étant  les  points  communs  E  et  à  Ej  ou  à  Ej  etE', 
appartiennent  toujours  à  E  ou  E',  donc  toujours  à  E  si  E  contient  E'. 

(1)  C'est  la  définition  de  M.  Jordan.  D'autres  auteurs  appellent  fermés  les 
ensembles  que  nous  appelons  parfaits  ei  parfaits  ceux  qui  coïncident  avec  leur 
dérivé.  Ces  derniers  sont  aussi  parfaits  à  notie  sens,  mais  ils  ne  peuvent  con- 
tenir de  points  isolés.  Nous  préférons  éviter  le  mot  fermé,  qui  a  un  tout  autre 
sens  dans  la  définition  des  surfaces  fermées  et  sa  généralisation  (variété» 
fermées). 
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2°  Réciproqucniont,  un  ensemble  E  qui  contient  ses  points-frontières 
est  parfait,  car,  dans  ce  cas,  aucun  point  ne  peut  appartenir  à  la  fois  à  Ej 
et  à  E'  (ce  serait  un  point-frontière  exclu  de  E),  donc  tous  les  points  do 
E'  sont  dans  E, 

ToKt  ensemble  E'  dérivé  d'un  autre  E  est  parfait.  En  effet,  soient  8  un 
nombre  positif  arbitraire  etp"  un  point  limite  de  E',  Je  dis  que  p"  est 
aussi  un  point-limite  de  E.  En  effet,  on  peut  d'abord  trouver  dans  E' 
un  point  p'  tel  que  l'écart  p'p"  soit  <  8  :  2  ;  ensuite,  p'  étant  un  point- 
limite  de  E,  on  peut  trouver  dans  E  un  point  p  dont  l'écart  à  p'  soit 
<  ô  :  2.  Alors  l'écart  pp"  est  <  S.  Doncp"  est  un  point-limite  de  E  et 
appartient  à  E'.  Donc  E'  contient  tous  ses  points-limites  et  est  paifait. 

La  frontière  e  cVun  ensemble  E  ou  de  son  complémentaire  E,  conslitice 
aussi  un  ensemble  parfait.  En  effet,  soient  p'  un  point-limite  de  e  et  o  un 
nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut.  On  peut  trouver  dans  e  un  point  p 
dont  l'écart  à  j)'  soit  <  o  :  2.  Supposons  quep,  qui  est  un  point-frontière, 
appartienne  à  E  et  à  Ej  ;  alors  on  peut  trouver  dans  Ej  un  point  j^j  dont 
l'écart  à  p  soit  <  o  :  2  et,  par  conséquent,  celui  à  p'  <  S,  Donc  il  existe 
des  points  ji  de  E  et  p^  de  Ei  dont  l'écart  à  p'  est  aussi  petit  qu'on  veut. 
Doncp'  n'est  intérieur  ni  à  E  ni  à  Ej  ;  c'est  un  point-frontière  et  il 
appartient  à  e. 

53.  Etendue  d'un  ensemble.  Théorèmes  divers.  —  Soit  E  un  ensemble 
borné  et  intérieur  à  un  domaine  rectangulaire  R  d'ailleurs  arbitraii'o. 
Désignons  par  e  {ce,  y,..)  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à 
zéro  en  tout  autre  point.  Formons  les  deux  intégrales 


(4) 


I  e  (œ,  y,,.)  dxdy..,  1  e  {x,y,..)  dcc  dy... 

Jr  '  Jr 


La  première  est,  par  définition,  V étendue  extérieure,  la  seconde  l'éten- 
due intérieure  de  E.  Quand  elles  sont  égales,  l'ensemble  E  est  mesurable 
et  a  pour  étendue 


E 


I  e{x,y,..)dxdy... 
Jr 


Appliquons  à  ces  intégrales  la  relation  (3)  du  ï\°  46  et  remarquons 
encore  que  dise  f{x,  y,..)  =  1  en  tout  point  frontière  de  E  et  =  0  en 
tout  autre  point.  Nous  obtenons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  La  diffé7'ence  entre  les  étendues  intérieure  et  extérieure  d'un 
ensemble  est  égale  à  l'étendue  extérieure  de  sa  frontière. 

II.  Pour  qu'un  ensemble  soit  mesurable,  il  faut  et  il  suffit  que  l'éten- 
due de  sa  frontière  soit  nulle. 

Soient  {a,  A),  (6,  B),..  les  intervalles  qui  définissent  R.  Décomposons- 
les  l'cspectivcmcnt  en  parties  consécutives  Oj,  y/t,..  et,  par  suite,  R  en 


i 
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éléments  p»  —  S^y^...  indéfiniment  décroissants.  Rappelons  nous  alors  la 
signification  des  intégrales  (4),  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

III.  Véten  lue  intérieure  de  E  est  ta  limite  de  la  somme  des  éléments 
Pn  contenus  dans  E,  Vétendue  extérieure  celle  de  la  somme  des  élé- 
ments pn  contenant  un  point  au  moins  de  E.  Donc 

IV.  Tm  différence  entre  les  étendues  intérieure  et  extérieure  de  E  est 
la  limite  de  la  somme  des  éléments  p,j  contenant  à  la  fois  des  points  de  E 
et  de  son  complémentaire  Ej  (donc  aussi  des  points-frontières). 

La  comparaison  des  théorèmes  I  et  IV  montre  que  la  somme  des  élé- 
ments pn  qui  contiennent  des  points-frontières  sans  contenir  à  la  fois  des 
points  de  E  et  de  Ej  a  nécessairement  pour  limite  zéro. 

Décomposer  un  ensemble  en  plusieurs  autres,  c'est  partager  ses  points 
en  plusieurs  catégories,  chaque  catégorie  de  points  foi'mant  alors  un 
ensemble  partiel.  On  a  le  théorème  suivan^  • 

V.  Si  Von  décompose  un  ensemble  borné  et  mesurable  E  en  plusieurs 
autres  également  mesurables  E',E",...,  l'étendue  deEsera  la  somme  de 
celles  des  parties. 

Soient  e  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0  partout 
ailleurs,  e\  e",...  les  fonctions  analogues  relativement  à.E',  E",...  On  a 
e  =  e'  4-  e"  H-...  Intégrons  cette  relation  dans  un  domaine  rectangulaire 
R  contenant  E  ;  l'intégrale  du  second  membre  peut  se  décomposer  et  il 
vient  E  =  E'  +  E"+... 

Il  résulte  évidemment  de  ce  théorème  que,  si  un  ensemble  mesurable 
E'  est  compris  dans  un  autre  E,  l'étendue  de  E'  ne  surpasse  pas  celle 
deE. 

54  Intégrales  étendues  à  un  ensemble  mesurable.  Leurs  propriétés. 
Généralisation  du  théorème  de  M.  Darboux.  —  Soit  E  un  ensemble  compris 
dans  un  domaine  rectangulaire  R  et  f{x,  y...)  une  fonction  bornée  dans 
cet  ensemble.  Désignons  par  /",  une  fonction  égale  à  /"en  tout  point  de 
E  et  à  zéro  en  tout  autre  point,  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut 
de  /"dans  E  se  désignent  par 

j    fdxdy..,,  fdxdy... 

Elles  sont  égales,  par  définition,  aux  intégrales  correspondantes  de  /i 
dans  R  : 

E--  Dr 

f^dxdy...,  f^dxdy... 

Si  ces  intégrales  sont  égales,  nous  dirons  que  f  est  intégrable  dans 
l'ensemble  E. 

Le  cas  oii  E  n'est  pas  mesurable  est  dénué  d'intérêt.  Nous  allons  donc 
supposer,  dans  toutes  les  propriétés  suivantes,  que  cet  ensemble  est 
mesurable  : 
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I.  Si  Von  désigne  par  M  et  m  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f 
dans  E,  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut  de  f  dans  E  seront  com- 
prises entité  ME  et  mE. 

Soit,  en  effet,  e{x,y,...)  la  fonction  égale  à  1  dans  E  et  a  0  en 
dehors  ;  on  a  Me  ^  /"j  ^  me,  d'où 

I     f^dxdy...  ^  M  1    edxdy...  =  WE 
JR  Jr 

et  l'on  voit,  de  même,  que  l'intégrale  par  défaut  est  >  mE. 
Ce  théorème  porte  le  nom  de  théorème  de  la  moyenne. 

II.  Si  Von  décompose  Venseynhle  E  en  ptlusieurs  autres  également 
mesurables  E',  E",...  Vintégrale  par  excès  (par  défaut)  de  f  dans  E 
sera  la  somme  des  intégrales  par  excès  (jiar  défaut)  de  fdans  K',  E",... 

Définissons  les  fonctions  /'I,  f'i,...  par  rapport  à  E',  E",...  comme  f 
l'est  par  rapport  à  E,  Décomposons  R  en  éléments  rectangulaires  p^ 
indéfiniment  décroissants.  Soient  M„,  M^,  M^,  les  limites  supérieures 
de  /\,  /"l,  fi,...  dans  p».  Si  l'on  étend  les  sommes  !S  à  tous  les  éléments 
p„  qui  ne  contiennent  pas  de  points-frontières  de  E',  E",...,  on  a 

SMupn=  SM,'jpH+SMJîpn4-... 

La  somme  des  éléments  p,i  contenant  des  points  frontières  tend  vers  0 

car  les  ensembles  sont  mesurables.  On  peut  donc  étendre  les  sommes 

précédentes  à  tous  les  p,i  sans  en  changer  les  limites,  de  sorte  qu'il  vient 

ainsi 

E/*  Er       ,  Er      „ 

fdxdy...=        fidxdy...-\-        f^  dx  dy  ... -\-  ... 
J  R  J  a  JK 

C'est  le  théorème  énoncé  (Démonstration  analogue  pour  les  intégrales 
par  défaut). 

III.  Décomposo7is  V ensemble  E  en  un  nombre  indéfiniment  croissant 
d'ensembles  également  mesurables  Ej,  Eg,...  En,  dont  les  diamètres 
tendent  vers  0.  Soient,  en  général,  M,j  et  m^  les  limites  de  fdans  E». 
Formons  les  deux  sommes  I1M,jEh  et  2m„En  étendues  à  tous  les 
éléments  de  E.  Ces  deux  sommes  ont  pour  limites  respectives  les  inté- 
grales par  excès  et  par  défaut  de  fdans  E. 

Nous  considérerons  seulement  la  première  somme,  la  démonstration 
étant  analogue  pour  la  seconde.  On  a  d'abord,  par  les  propriétés  II  et  I, 


(1) 


Er  ^  Er 

fdxdy...  =  -'         fdxdy...^llMn'En. 

JE  "    jEn 


D'autre  part,  considérons  une  décomposition  particulière  de  R  en 
éléments  rectangulaires  p„  et  soit  |ji,i  la  limite  supérieure  de  f  dans  pn- 
Formous  la  somme  d'abord  fixe  2C[j.„p,j  et  comparons  lui  la  somme 
variable  S  M„E,j  dont  les  éléments  tendent  vers  0,  Décomposons  colle-ci 
en  deux  parties  X'  et  I"  comme  il  suit  : 


i 
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La  partie  S'  s'étendra  à  tous  les  éléments  E„  qui  sont  respectivement 
intérieurs  à  un  seul  élément  p„.  Celle-ci  est  évidemment  :^  S[JL,<p>i . 

La  partie  S"  s'étendra  aux  éléments  E»  restants  qui  contiennent  cha- 
cun des  points  de  deux  p«au  moins.  Celle-ci  tend  vers  0,  car  tous  ses  élé- 
ments E,j  finissent  par  tomber  dans  des  domaines  rectangulaires  aussi 
minces  qu'on  veut  bordant  les  pn,  et  la  somme  de  ces  éléments  tend  donc 
vers  0. 

Il  vient  donc,  sans  présupposer  l'existence  de  la  limite,  l'inégalité  no 
signifiant  d'abord  qu'une  limite  d'indétermination, 

limSMnEn<Sn„pn. 

Cette  relation  ayant  lieu  pour  toute  somme  SjJ^npn,  on  a  aussi,  à  la 
limite,  les  p»  tendant  vers  0, 


limSMnEn<  l    fdxdy... 

JE 


La  comparaison  des  relations  (1)  et  (2)  prouve  le  théorème  III,  qui 
généralise  celui  de  M.  Darboux  énoncé  au  u"  44. 

55.  Formes  de  la  condition  d'intégrabilité  d'une  fonction.  —  Il  suffit  de 
considérer  la  condition  d'intégrabilité  dans  un  domaine  rectangulaire  R, 
les  autres  cas  se  ramenant  à  celui-là. 

La  condition  d'intégrabilité  énoncée  au  n»  47  se  ramène  d'abord  à  la 
suivante  par  la  formule  du  n°  48  : 

Pour  que  f  soit  intégrable  dans  le  domaine  R,  il  faut  et  il  suffit  que 
Von  ait 


T 


(disc/')o?R  =  0. 

R 


Cette  condition  peut  se  transformer  dans  la  suivante  par  un  raisonne- 
ment calqué  sur  celui  fait  au  n"  234  du  premier  volume  : 

Soient  e  un  nombre  positif ,  Es  Vensemble  des  j^oints  de  R  où  dise  f^e, 
la  condition  d'intégrabilité  de  f  dans  R  est  que  V étendue  de  Eg  soit  nulle 
quelque  petit  que  soit  e. 

Exercices. 

1.  L'étendue  intérieure  de  la  frontière  d'un  ensemble  parfait  E  est 
nulle. 

R.  En  effet,  aucun  domaine  rectangulaire  ne  peut  ne  contenir  que  des 
points-frontières  de  E. 

2.  Un  ensemble  parfait  d'étendue  intérieure  nulle  se  confond  avec  sa 
propre  frontière. 

3.  Les  étendues  intérieure  et  extérieure  d'un  ensemble  parfait  ne 
changent  pas,  si  l'on  retranche  à  l'ensemble  sa  frontière, 

R.  Application  de  la  remarque  qui  suit  le  théorème  IV  au  n°  53. 
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4.  La  limite  inférieure  de  l'écait  d'un  point  de  E,  à  un  point  de  E^  s'ap- 
pelle écart  des  ensembles  Ej,  Ej.  Montrer  que  l'écart  de  deux  ensembles 
est  le  même  que  celui  de  leur  frontière,  et  aussi  de  deux  points  de  leur 
frontière. 

5.  Un  ensemble  borné  et  parfait  est  d'ww  seul  tenant  s'il  ne  peut  être 
décomposé  en  deux  ensembles  séparés  (d'écart  >  0).  Montrer  que,  pour 
que  les  points  communs  à  deux  ensembles  Ej  et  Eo  d'un  seul  tenant 
forment  un  ensemble  d'un  seul  tenant,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
El  et  Eg  aient  un  point  commun. 

6.  Un  ensemble  de  plusieurs  points  et  d'un  seul  tenant  se  confond 
avec  son  dérivé. 


CHAPITRE  II. 

Intégrales  généralisées  et  fonctions  d'un  paramètre. 
Intégration  des  différentielles  totales  exactes. 


§  1 .  Intégrales  définies  généralisées  simples  et  multiples. 

56.  Intégrales  proprement  dites,  intégrales  généralisées.  —  Dans  le 
chapitre  précédent,  on  n'a  considéré  que  des  fonctions  et  des  domaines 
d'intégration  limités.  Si  la  fonction  ouïe  domaine  d'intégration  devient 
infini,  il  faut  un  passage  à  la  limite  de  plus  pour  définir  l'intégrale. 
Nous  donnerons  aux  intégrales  qui  comportent  ce  nouveau  passage  à 
la  limite  le  nom  d'intégrales  généralisées,  par  opposition  aux  précé- 
dentes que  nous  appellerons  des  intégrales  pi'oprement  dites.  Les 
principes  de  ces  nouvelles  définitions  ont  déjà  été  brièvement  indiqués 
dans  le  premier  volume  {n°  215). 

Nous  commencerons  par  exposer  un  théorème  qui  est  souvent 
utile  dans  les  recherches  relatives  à  ces  intégrales. 

57.  Deuxième  théorème  de  la  moyenne.  —  I.  Soient  f{x)  et'^[x)  deux 
fonctions  finies  et  intégrahles  dans  finiervcdle  [a,  b).  Si,  pour  x  ^  aet 
<  ô,  tp  [x)  est:  1°  toujours  positive,  2°  non  décroissante,  3°  ^  B,  on  aura 

(1)  {  ?H  A^)  dx^-^i  f{x)  dx        («  <  ç  <  h). 

Décomposons  l'intervalle  (a,  b)  en  éléments  infiniment  petits  par  les 
points  x^  =  a,  x^,  x^,...  XnJ^i  =  b.  Désignons,  en  général,  par  o^-  l'amp- 
litude et  par  ç^  un  point  intermédiaire  de  l'élément  {xi,  Xi^i).  Le  pre- 
mier membre  de  (1)  est,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

2cp($,)AyoV 

On  ne  changera  pas  cette  limite  en  remplaçant  f[^i)  S,  par  j  ^'^^  f[x)  dx, 
car  cela  revient  à  négliger  la  somme  i 

dont  la  valeur  absolue  est  <  BSAîOj  (en  appelant  Aj  l'oEcillation  de/ 
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dans  Oj)  et  qui  tend,  par  conséquent,  vers  0  puisque  /'  est  intégrable. 
Donc  le  premier  membre  de  (1)  est  aussi  la  limite  de  la  somme 

n        c^^^ .  "       r  /*''     r'' 

=  cp($,)  ('fdœ  +  S  [cp(5,)  -  cp(^,_,)]  ("Voto. 

Ja  2  »'.r . 

On  ne  change  pas  non  plus  cette  limite  par  l'addition  d'un  terme  qui 
tend  vers  0,  de  sorte  que  le  premier  membre  de  (1)  est  encore  la  limite 
de  l'expression 

?(?,)  f/  dx  +  2  [cp(^,)  -  cp($,_,  )]  Cfdx  +  LB  -  ^{^n  )]  r  fdx. 

Les  coefficients  des  trois  intégrales  de  fdoc  qui  sont  écrites  dans  cette 
expression  sont  respectivement  positifs  en  vertu  des  trois  hypothèses  du 
théorème.  Donc,  en  désignant  par  |jl  une  moyenne  entre  ces  intégrales 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  valeurs  de  I  fdx  dans  l'intervalle 

Jx 
(a,  b)  de  X,  l'expression  précédente  est  de  la  forme 

f^[T(5i)+?(y -?($,)  4--+B-cp($H)]  =  fxB. 

Sa  limite,  ou  le  premier  membre  de  (1),  est  donc  aussi  de  la  forme  [jl  B, 

D'ailleurs  la  fonction  continue  I  fdx  atteint  la  valeur  intermédiaire  [a 

pour  une  valeur  au  moins  ^  de  a;  dans  l'intervalle  («,  b),  ce  qui  établit 
l'équation  (1). 

IL  Plus  généralement,  quel  que  soit  le  signe  de  <f{x],  si,  pour  x  y  a 
et  <  J,  cette  fonction  est  ;  1°  >  A  e^  ^  B.  2°  toujours  non  croissante  ou 
towours  non  décroissante,  on  aura 

(2)  {  cp(a;)  f(x)  dx  =  k  i^  dx  +  B  f  fdx,         («  <  ?  <  b). 

En  effet,  si  tp(a7)  croît,  on  a.  par  le  théorème  I  (cp  —  A  étant  positif), 
{\'^  -  k)  fdx  =  {B-  k){\dx, 

ce  qui  revient  à  la  formule  (2).  Si,  au  contraire,  f  décroît,  on  changera 
dans  la  formule  (2),  le  signe  de  ©,  donc  ceux  de  A  et  de  B  ce  qui  revient 
à  changer  les  signes  des  deux  membres  et,  comme  —  <f  croit,  on  sera 
ramené  au  cas  précédent. 

Le  théorème  II  donne  lieu  à  deux  formules  particulières,  souvent 
employées  : 

III.  0)1  aura,  en  particulier,  soies  les  mêmes  conditions  que  II, 

(3)  i'ii^)  f(.^)  dx  =^{a  +  0){  fdx-{-  tf(i  —  0)   {fdx. 
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En  effet,  on  peut  faire,  dans  la  formule  (2),  A  =  cp  (a  +  0)  et 
B  >=^  (0  (b  —  0)  en  désignant  par  là  les  limites  de  cp  quand  x  tend  vers  a 
en  décroissant  ou  vers  b  en  croissant,  limites  toujours  existantes  car, 
dans  les  deux  cas,  la  variation  de  o  ne  change  pas  de  sens. 

IV.  Si  la  variatioyi  de  'f  [x]  ne  change  pas  de  sens  dans  l'intervalle 
(a,  b),  on  aura 

(4)  Ç^{x)  f[x)  dx  =  cp(a)  f  fdx  4-  tf(6)  Çfdx 

Ja  ja  Jç 

En  effet  cp(a;)  reste  alors  compris  entre  «p(«)  =  A  et  cp(i)  =  B. 

58.  Définition  des  intégrales  à  limites  infinies.  —  Soit  f[x)  une  fonc- 
tion finie  et  intégrable  dans  l'inlervaile  (a,  x^)  quelque  grand  que 
soit  x'  ;  on  pose,  par  définition, 


f{x)  dx  =  lim       f{x)  dx. 


Si  cette  limite  est  déterminée,  l'intégrale  sera  déterminée  ou  conver- 
gente ;  si  celte  limite  n'existe  pas,  l'intégrale  n'existe  pas  non  plus, 
mais  elle  n'est  pas  nécessairement  dépourvue  de  toute  signification, 
car  son  indétermination  peut  n'être  qu'incomplète.  Ainsi,  si  le  second 
membre  de  l'équattion  précédente  finit  par  rester  compris  entre  deux 
nombres  fixes  A  et  B,  les  limites  supérieure  de  A  et  inférieure  de  B 
seront  les  limites  d'indétermination  de  l'intégrale.  Si  ce  second  mem- 
bre finit  par  surpasser  tout  nombre  positif,  l'intégrale  est  infinie 
positive.  De  même,  elle  peut  être  infinie  négative. 

Si  l'on  sait  effectuer  l'intégration  indéfinie  de  f{x),  la  connaissance 
d'une  fonction  primitive  F  {x)  permettra  de  reconnaître  immédiate- 
ment si  l'intégrale  existe  et  d'en  calculer  la  valeur.  Il  laudra,  pour 
que  l'intégrale  existe,  que  ¥{x)  ait  une  limite  F(oo)  pour  x  =  ce  et 
l'intégrale  aura  pour  valeur  F  (oo  )  —  F  [a). 

Mais,  en  général,  on  ne  connaît  pas  de  fonction  primitive  et  il  faut 
un  examen  plus  minutieux. 

D'après  les  principes  de  la  théorie  des  limites,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  l'intégrale  à  limite  infinie  converge,  est 
que  la  différence  des  deux  intégrales  prises  dans  les  intervalles 
(a,  x')  et  (a,  x")  soit  infiniment  petite,  x'  et  x"  étant  des  infiniment 
grands  indépendants.  Cette  différence  se  réduit  à  l'intégrale,  prise 
entre  deux  limites  qui  augmentent  indéfiniment, 


f 


f{x)  dx, 
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que  l'on  appelle  une  intégrale  singulière.  Donc,  pour  que  Fintégrale  à 
limite  infinie  existe,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'intégrale  singu- 
lière correspondante  ait  pour  limite  0. 

La  couflitiou  se  simplifie  quand  f{x)  ne  change  pas  de  signe,  car, 
dans  ce  cas,  l'inlégrale  entre  a  et  x'  varie  toujours  dans  le  même 
sens  quand  x'  a'gmente.  L'intégrale  enti-e  a  et  l'infini  sera  donc 
nécessairement  déterminée  ou  infinie. 

Une  intégrale  est  absolument  convergente  ijuaud  elle  converge  après 
qu'on  y  a  remplacé  f{x)  par  sa  valeur  absolue  ;  et  alors  elle  est  con- 
vergente, car  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  singulière  ne  diminue 
certainement  pas  quand  on  rend  tous  ses  éléments  positifs  et,  si  elle 
tend  vers  0  après  ce  changement,  elle  tendait  déjà  vers  0  avant. 

Si  une  intégrale  convergente  cesse  au  contraire  de  converger  par 
ce  changement,  nous  dirons  qu'elle  est  semi-convergente. 

On  considère  aussi  des  intégrales  dont  la  limite  inférieure  est 
infinie.  En  supposant  H^)  toujours  finie  et  intégi'able  dans  l'intervalle 
{x\  h),  elles  se  définissent  par  la  formule  analogue  à  la  précédente 


f{x)dx  =  \\m.      f{x)dx. 


Elles  donnent  lieu  aux  mêmes  considérations  que  les  intégrales  pré- 
cédentes, auxquelles  on  les  ramène  d'ailleurs  en  changeant  x  en  —  x. 

Enfin,  si  les  deux  limites  sont  infinies,  on  pose  (le  choix  de  a  étant 
indifférent) 

f{x)dx=      -h       f{x)dx, 

J—  oo  J—  00    Ja 

ce  qui  ramène  aux  deux  cas  précédents. 

59.  Règles  de  convergence  absolue  (Limites  infinies).  —  Nous  nous 

/-oo 

bornerons  à  la  seule  intégrale       f{x)dx,  car  les  règles  relatives  aux 

Ja 

autres  s'obtiennent  par  analogie.  Nous  remarquerons  d'abord  que 
cette  intégrale  sera  convergente  ou  non,  absolument  convergente  ou 

/-CO 

non,  en  même  temps  que       f{x)dx  oiip  est  un  nombre  aussi  grand 

Jj) 
qu'on  veut,  car  elle  n'en  diffère  que  par  une  intégrale  proprement 

dite.  C'est  pourquoi,  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  étant  arbitraire 

dans  les  règles  suivantes  (sous  la  seule  condition  que  f{x)  reste  finie 

et  intégrable),  nous  nous  dispenserons  de  l'écrire. 
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T.  Supposons  qu'on  ait   \  f{x)  |  ^  |  cp  (j^)  |   à  partir  (Tune  certaine 
valeur  de  x,  et  fornwtis  les  deux  intégrales  : 


JOO  /«OO 

fdx,  (fdx. 


Si  la  seconde  est  absolument  convergente,  la  première  lest  aussi  ;  si 
la  première  n'est  pas  absolument  convergente,  la  seconde  ne  l'est  pas 
non  plus. 

En  elîet.  si  l'intégrale  de  |  o)  |  dx  est  finie,  celle  de  |  /"  |  dx  le  sera 
a  fortiori  (donc  elle  convergera)  ;  si  l'intégrale  de  |  /'  |  dx  est  infinie, 
celle  de  \  <f  \  dx  le  sera  a  fortiori  (donc  celle  de  <p  dx  ne  sera  pas 
absolument  convergente). 

On  applique  souvent  ce  théorème  dans  le  cas  où  f  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  cp  pour  a;  =  oo  ;  il  prouve  alors  que,  si  la  seconde 
intégrale  est  absolument  convergente,  la  première  l'est  aussi. 

II.  Si  'f  ne  change  pas  de  signe  et  que  le  quotient  f  :  «  tende  vers 
une  limite  L  finie  et  différente  de  0  pour  a;  =  oo ,  les  deux  intégrales  de 
la  règle  précédente  seront  absolument  convergentes  ou  divergentes  en 
même  temps. 

En  effet,  si  x  croît  suffisamment,  f{x)  finit  par  rester  compris  entre 
deux  nombres  de  même  signepr^-^-g-ct-L  |-i>JRemarquons  alors  que 
les  deux  intégrales       (l'^^^-^  ^^  (2y^éJ^  {<i:J 

/•CO  /•  00  /•OO  /«OO 

(L  —  e)  (p  da;  =  (L  —  e)    cp  rf^,  (L  +  e)  'f  rfa;  =  (L  +  e)    cp  dx, 

convergent  ou  divergent  en  même  temps  que  celle  de  cp,  et  cela 
absolument  car  leur  élément  ne  change  pas  de  signe  ;  nous  en  con- 
cluons, par  le  théorème  I,  que  l'intégrale  de  fdx  ayant  son  élément 
intermédiaire  entre  ceux  des  précédentes,  converge  ou  diverge  aussi 
en  même  temps. 

III.  Si,  pour  X  infini,  f{x)  est  infiniment  petit  d'ordre  déterminé  a^ 
la  co7idition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  de  fdx  est  que 
l'on  ait  a.  >  i  et  alors  la  convergence  est  absolue. 

On  dit  que  /"est  infiniment  petit  d'ordre  a  si  le  rapport  f{x)  :  x-^ 
tend  vers  une  limite  L,  finie  et  différente  de  0,  pour  x  =  <xi .  Cette 
règle  est  donc  un  cas  particulier  de  la  précédente  :  l'intégrale  de  fdx 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  celle  de  xr'^dx,  laquelle 
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converge  si  a>l  et  diverge  si  a<l.  On  le  vérifie  directement  au 
moyen  de  l'intégrale  indéfinie 


X 


1— a 


Cdx       \   ï '  ^^  "^  diffère  de  1  ; 

\    Loga;,  si  a  =  4, 

qui  tend  vers  l'infini  avec  x,  sauf  si  a  est  >  1. 

Voici  quelques  exemples  d'application  de  ces  règles  : 

Les  intégrales  suivantes  convergent,  par  la  règle  III  où  a  =  2  : 

p       (Ix  p_£2_rf£_  p     dx 

Les  intégrales  suivantes  (dont  l'élément  est  moindre  en  valeur  abso- 
lue que  celui  de  la  dernière  écrite  ci-dessus)  sont  absolument  conver- 
gentes par  la  règle  I  : 

'"^  sin  X  dx  ~  C"^   sin  x  dx 


r"^  sin  X  dx  ~/"^   sin 


i2  4-  a;-) 

Soient  a  et  ndes  quantités  positives  ;  les  intégrales  suivantes  (dont 
l'élément  est  infiniment  petit  par  rapport  à  dx  -.  x^+^)  convergent  par 
le  même  règle, 


'dx,  x'^er-^^dx,  x'^ 


g-aa^cos  bx  dx. 


60.  Règles  applicables  à  la  semi-convergence,  —  V.  Si  une  intégrale 

¥ix)  de  'f{x)  reste  finie  pour  a;  =  00,  l'intégrale 

converge  pour  toute  valeur  positive  de  a. 
On  a,  en  effet,  par  intégration  par  parties,  puis  passage  à  la  limite, 

]a     xf-  ^^  -       a-  +  "-i      x^+- 

Or  cette  dernière  intégrale  converge  par  la  règle  II,  car  ¥{x)  dx:  a;^+« 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  dx  :  x^+^  (e  <  a),  ce  qui  est  l'élément 
d'une  intégrale  convergente. 

Par  exemple,  les  sinus  et  cosinus  ayant  leurs  intégrales  finies  et 
périodiques,  cette  règle  prouve  l'existence  des  intégrales 
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r*sina;.  résina:, 

I     dx,  ri^dx, 

Jo       ^'  Jo      \x 

qui  sont  semi-convergentes. 

VI .  Soit  «p(a;)  une  fonction  dont  le  sens  de  variation  ne  change  pas  et 
qui  tend  vers  une  limite  finie  pour  x  =  oo  ,  formons  les  deux  intégrales  : 

rf{x)dx,  I    t\x)f{x)dx, 

si  la  première  converge,  la  deuxième  converge  aussi. 

En  effet,  par  le  deuxième  théorème  de  la  moyenne,  on  a  (^'  <  $  <  x") 

I      o  fdx  --  <f{x')  \  fdx  -\-  ^{x")        f  dx. 
ce'     '  Jcci  J^ 

Si  x',  x"  et,  par  suite,  ?  tendent  vers  l'infini,  les  deux  intégrales  sin- 
gulières du  second  membre  tendent  vers  0  par  hypothèse.  Comme  elles 
sont  multipliées  par  des  quantités  finies  par  hypothèse,  le  second  membre 
tend  vers  0,  et  avec  lui,  l'intégrale  singulière  du  premier  membre,  ce 
qui  prouve  le  théorème. 

VII.  Soient  <f{x)  une  fonction  dont  le  sens  de  variation  ne  change  pas 
et  qui  a  pour  limite  0  pour  x  =^  oo  ,  ensuite  ¥{x)  une  fonction  primitive 

de  f{x)  ;  si  F{x)  est  bornée  pour  x  =  oo  ,  I      f{x)  '^[x)  dx  sera  convergente. 

En  effet,  la  formule  de  la  démonstration  précédente  subsiste  ;  son 
second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-i5 


?(^' 


¥{x) 


¥{x) 


x" 


H-?K') 

et  tend  vers  0  avec  ©(a;')  et  «(a;"),  car  F{x'),  F(?)  et  F{x"]  restent  finis. 
Par  exemple,  les  intégrales  de  sin  x  et  cos  x  étant  des  fonctions  bor- 
nées périodiques,  ce  théorème  prouve  l'existence  des  intégrales 

'  <^  X  cos  X 


/*<»  ic  sin  a;  p 

Jo      a^  -\-  x^  jo 


a^  +  x'^ 


dx. 


61.  Définitions  des  intégrales  de  fonctions  infinies.  —  Soit  mainte- 
nant à  intégrer  une  fonction  f{x)  illimitée  dans  l'intervalle  {a,  b). 

4"  Si  fix)  est  finie  et  inlégrable  dans  l'intervalle  (a,  b  —  e.)  quelque 
petit  que  soit  e,  mais  illimitée  dans  l'intervalle  {b  —  e,  b),  on  pose,  par 
définition,  e  restant  positif, 

f{x)  dx  =  lim         f{x)  dx. 

Ja  e=0  ^a 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  intégrale  soit 
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déterminée  ou  convergente,  est  que  la  différence  des  intégrales  étendues 
aux  intervalles  [a,  h  —  e)  et  [a,  b  —  e'),  on  que  Vintégrale  singulière 
à  laquelle  elle  se  réduit 

n>—v 

m  dx, 

Jb-z 

ait  pour  limite  0,  t  et  s'  étant  des  infiniment  petits  (positifs)  indépen- 
dants. Si  l'intégrale  existe,  elle  peut  être  absolument  ou  semi-conver- 
gente et,  si  elle  n'existe  pas,  son  indétermination  peut  n'être  que 
partielle  comme  pour  les  intégrales  à  limites  infinies.  Pratiquement, 
on  ne  rencontre  guère  que  des  intégrales  absolument  convergentes. 

2°  Si  fesi  finie  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a  +  e,  b)  mais  illi- 
mitée dans  {a,  a  +  t),  l'intégrale  dans  («,  b)  se  définit  par  la  formule 
analogue 

fb  Çb 

I  f[x)  dx  =  lim        f[x)  dx. 
Elle  existera  si  Vintégrale  singulière  T  ^  fdx  tend  vers  0,  e  et  e' 

Ja+z' 

étant  des  infiniment  petits  indépendants. 

3°  Si  /"est  finie  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b),  sauf  aux  envi- 
rons des  extrémités  a  et  b,  on  partagera  l'intervalle  en  deux  autres 
par  un  point  intermédiaire  c  (dont  le  choix  est  indifférent)  et  l'inté- 
grale dans  (a,  b)  sera  la  somme  de  celles  dans  {a,  c)  et  (c,  b). 

4°  Plus  généralement,  f{x)  peut  être  finie  et  intégrable  dans  toute 
portion  de  l'intervalle  (a,  b)  ne  contenant  pas  un  nombre  limité  de 
points  singuliers  aux  environs  desquels  elle  devient  infinie.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  a  et  b  soient  de  ce  nombre  et  dési- 
gnons les  autres  points  singuliers  par  x^,  x<^,..  L'intégrale  étendue 
à  (a,  b]  sera,  par  définition,  la  somme  de  celles  étendues  à  {a,  x^), 
[x^,  X.21,..,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent.  La  condition  d'existence  de 
l'intégrale  étendue  à  (a,  b)  est  donc  que  chacune  des  intégrales  singu- 
lières 

/dx,  fdx,  Jdx,... 

Ja+z'  Jx^—z  Jcc^■\■z' 

ait  pour  limite  0,  s  et  e'étant  des  infiniment  petits  indépendants. 

62.  Remarques.  —  \.  Les  définitions  précédentes  sont  évidemment 
telles  que,  si  l'on  partage  l'intervalle  [a,  b)  en  plusieurs  parties,  l'inté- 
grale dans  (fl,  b)  sera  la  somme  des  intégrales  dans  chaque  partie. 
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II.  Les  conditions  d'existence  que  nous  venons  d'écrire  expriment 
que  l'intégrale      fdx  est  encore  une  fonction  continue  dex  dans  IHjiter- 

Ja 

valle  {a,  b).  En  eiïet,  en  faisant  tendre  t'  vers  0  avant  t,  on  en  con- 
clut que  les  intégrales  : 

I      fdx,  fdx,  I       fdx, 

sont  infiniment  petites  avec  e.  Donc  l'intégrale  entre  a  et  a:  est  con- 
tinue aux  points  singuliers  «,  ^,,...  les  seuls  pour  lesquels  sa  conti- 
nuité soit  en  question. 

III.  On  peut  énoncer,  pour  les  intégrales  généralisées,  un  théorème 
analogue  à  celui  de  la  moyenne.  Ainsi,  si  /a  une  limite  inférieure  m 
ou  bien  une  limite  supérieure  M  dans  l'intervalle  (a,  h),  on  aura 

I  fdx  ^  m  {b  —  a)        ou  bien         I  fdx  ^M  (b  — a  ). 

Ja  Ja 

En  effet,  en  admettant  pour  fixer  les  idées  que  b  soit  le  seul  point 
singulier,  ces  relations  ont  lieu  quand  on  y  remplace  b  par  b  —  e 
elles  subsistent  donc,  à  la  limite,  pour  e  =  0. 

IV.  Quand  la  fonction  fest  constamment  positive  dans  l'intervalle  (a,b) 
oii  elle  devient  infinie,  la  définition  de  l'intégrale  de  fdx  dans  l'inter- 
valle («,  b)  peut  se  faire  comme  il  suit  : 

Décomposons  l'intervalle  {a,  b)  en  parties  consécutives  infiniment 
petites  8i  et  soit  mt  la  limite  inférieure  de  f  dans  It  ;  on  aura 

1  fdx  =^  lim  2  niih, 

la  sommation  s'étendant  à  tons  les  Oi. 

En  effet,  en  considérant  l'intégrale  du  premier  membre  comme  la 
somme  des  intégrales  étendues  aux  intervalles  Oj  et  en  appliquant  à 
chacune  d'elles  le  théorème  précédent  (III),  on  a 

(1)  Çfdx^-LmA. 

Ja 

D'autre  part,  supposons  encore,  pour  fixer  les  idées,  que  b  soit  le 
seul  point  singulier  ;  quelque  petit  que  soit  e,  2  mSt  finira  par  surpasser 
l'intégrale  proprement  dite  étendue  à  l'intervalle  (a,  6  —  e).  On  a  donc 

♦6-e 

fdx  <  lim  S  mt<)i. 


Jn 


Si  l'intégrale  aux  limites  a  ^\  b  est  infinie,  le  premier  membre  de 
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cette  inégalité  tend  vers  l'infini  quand  e  tend  vers  0,  donc  la  limite  de 
la  somme  est  infinie  aussi. 

Si  au  contraire,  l'intégrale  aux  limites  aeib  est  déterminée,  il  vient, 
en  faisant  tendre  e  vers  0, 


(2)  (  fdx  ^  lim  I  mt^i. 


En  la  comparant  à  (1),  on  voit  que  cette  relation  n'est  possible  que 
comme  équation,  ce  qui  achève  de  prouver  le  théorème. 

63.  Règles  de  convergence  (fonctions  infinies).  —  I.  Supposoîis  qu'on 
oit,  sauj  pour  les  valeurs  singulières  de  x,  \  f{x)  \  ^  |  (o{x)  \  et  formons 
les  intégrales  : 

J\  f  dx,  1  cp  dx. 

a  Ja 

Si  la  seconde  est  absolument  convergente,  la  première  l'est  aussi.  Si  la 
première  n'est  pas  absolument  convergente,  la  seconde  ne  l'est  pas  non 
plus. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  le  théorème  analogue  relatif  aux 
intégrales  à  limites  infinies  (n"  59, 1). 

Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  que  f{x]  ne  soit  infinie 
que  quand  x  tend  vers  b.  La  règle  suivante,  énoncée  dans  cette  hypo- 
thèse spéciale,  s'adaptera  d'elle-même  aux  autres  cas  : 

II.  Si  cp  ne  change  pas  de  signe  quand  x  tend  vers  b  {unique  point 
singulier)  et  que  le  quotient  f  :  cp  tende  vers  une  limite  L,  finie  et  difjé- 
rente  de  0,  quand  x  tend  vers  b,  les  deux  intégrales  de  la  règle  précé- 
dente seront  en  même  temps  absolument  convergentes  ou  divergentes. 

La  démonstration  faite  (no  59,  II)  pour  les  intégrales  à  limites  infi- 
nies se  généralise  d'elle-même. 

III.  Si,  en  chaque  point  singulier,  f[x)  est  infinie  d'ordre  déterminé  cf.^ 
la  condition  nécessaire  et  sujjisante  pour  la  convergence  de  I  f{x)dx  est 

Ja 

que  tous  ces  ordres  a  soient  <  \  et  alors  la  convergence  sera  absolue. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent  par  la  définition  de  l'ordre 
d'infinitude,  qui  est  la  suivante  :  On  dit  que  f{x)  est  infinie  d'ordre  a 
pour  j;  =  c,  si  l'on  a 

/(^•)  =  J-rl^.  (pour  ^  <  c)'         /(^)  =  ^^^  (pour  x>c), 
les  fonctions  «J/j  et  '^^  ayant  des  limites  finies  et  différentes  de  0  pour 
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lim  X  =('.  Toutefois,  si  c  est  une  des  extrémités  de  l'intervalle  {a,  b), 
on  ne  tient  compte  que  du  seul  cas  où  oc  varie  dans  cet  intervalle. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  admettre  dans  la  démonstration  que  b  soit 
le  seul  point  singulier.  Il  suffit  alors  d'appliquer  l'énoncé  du  théorème 
précédent  en  y  faisant  o  =.  {b  —  x)-^,  car  l'intégrale  de  {b  —  x)-'^  dx 
converge  dans  l'intervalle  (a,  />)  si  a  <  i  et  diverge  si  a  =>  1.  On  le 
vérifie  directement  au  moyen  de  l'intégrale  indéfinie 

r     dx      ^  i{b  —  xy-""  :  (1  —  a),  si  a  difïere  de  \  ; 
]{b  —  x)'^^  (log^b  —  x),  sia=  1, 

qui  est  infinie  quand  x  tend  vers  b,  sauf  si  a  <  1. 

Par  exemple,  si  p  et  q  désignent  deux  nombres  compris  entre  0  et  1 , 
l'intésrale 

^P-i(l_2-)5-i  dx 


f 


est  absolument  convergente,  car,  en  chacun  des  deux  points  singu- 
liers 0  et  1,  f{x)  est  infinie  d'ordre  <  4. 

64.  Intégration  des  fonctions  illimitées  dans  des  intervalles  infinis. 
Intégrales  doublement  généralisées.  —  Une  même  intégrale  peut  com- 
porter en  même  temps  les  deux  sortes  de  généralisations  précédentes. 
C'est  ce  qui  arrive  si  l'on  intègre  dans  l'intervalle  [a,  oo)  une  fonction 
présentant  des  points  singuliers  où  elle  devient  infinie.  Si  ces  points 
sont  en  nombre  limité,  la  définition  se  ramène  aux  précédentes.  En 
effet,  il  suffira  de  désigner  par  b  un  nombre  arbitraire  supérieur  à 
toutes  les  valeurs  singulières  et  de  poser,  par  définition, 

1  ^f  [x)  dx  =  (  f{x)dx  -{-Tf  {X)  dx. 

Ja  Ja  Jb 

Par  exemple,  si  l'on  a  0  <  a  <  4,  l'intégrale 

.0  Jo  Jl 

est  absolument  convergente  comme  somme  de  deux  intégrales  absolu- 
ment convergentes. 

31ais,  s'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  singulières,  il  faut  de  nou- 
velles définitions.  Nous  nous  bornerons  aux  seuls  cas  suivants  : 

4°  On  intègre  dans  un  intervalle  illimité  une  fonction  dont  tous  les 
points  singuliers  sont  isolés.  Dans  ce  cas,  supposant  que  l'intégrale 
existe  dans  toute  portion  limitée  de  l'intervalle,  on  la  définira  dans 
l'intervalle  entier  par  les  mêmes  passages  à  la  limite  qu'au  n°  58. 

(3 
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2"  On  intègre  dans  l'intervalle  (o,  b)  une  fonction  dont  tous  les 
points  singuliers  sont  isolés,  sauf  un  nombre  limité  d'entre  eux,  par 
exemple  a,  j,-,,  x..,  ...  b.  Dans  ce  cas,  supposant  l'existence  de  l'inté- 
grale dans  toute  portion  de  l'intervalle  (a,  b)  d'où  ces  derniers  points 
sont  exclus,  la  définition  s'étendra  à  l'intervalle  entier  par  les  mêmes 
passages  à  la  limite  qu'au  n^  61 . 

Il  est  clair  que  les  propriétés  de  l'intégrale  généralisée  énoncées 
au  n°  62  subsistent  pour  nos  nouvelles  intégrales,  car  il  sullil,  pour 
les  établir,  de  recommencer  les  raisonnements  faits  dans  ce  numéro. 

3"  Supposons  maintenant  qu'on  doive  intégrer  dans  un  intervalle 
illimité  une  fonction  dont  l'intégrale  est  déterminée  par  la  définition 
précédente  dans  tout  intervalle  limité  ;  la  définition  dans  l'intervalle 
entier  s'obtiendra,  comme  dans  le  cas  (1°),  par  les  passages  à  la  limite 
du  n°  58. 

Les  définitions  peuvent  se  généraliser  davantage  encore,  mais 
celles  qui  précèdent  suffisent  toujours  en  pratique.  Nous  voulons 
nous  arrêter  à  celles-là,  de  telle  sorte  que  les  intégrales  qui  ne  ren- 
treraient pas  dans  ces  définitions  seront  considérées,  dans  la  suite, 
comme  dépourvues  de  signification  déteiminée. 

65.  Valeurs  principales.   —  Cauchy  a  fait  grand  usage  de  ce  qu'il 

a^y^eWelà  vaitur  jyrincipale  d'une  intégrale  indéterminée.  Soit  d'abord 

f{x)  une  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Il  est  possible 

que  la  définition  habituelle 

/-+00  rxi 

I       f  [x)  dx  =     lim       I     f  [x]  dx 

ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite  existe  si  l'on 
fait  x"  =  x'.  Dans  ce  cas,  cette  limite  sera,  par  définition,  la  valeur 
principale  de  l'intégrale  du  premier  membre. 

De  même,  soit  f(o:)  une  fonction  continue  en  tout  point  de  l'intervalle 
(a,  b),  sauf  au  seul  point  x^  où  elle  est  infinie  ;  il  se  peut  que  la  défini- 
tion habituelle 

f{x)dx  =  lim  +  ,r{oo)dx 

Ja  £,£'=0    •'«  •'^i+' 

ne  conduise  à  aucun  résultat  déterminé,  mais  que  la  limite  existe  en 
faisant  t'  =  e.  Cette  limite  est  alors,  par  définition,  la  valeur  principale 
du  premier  membre.  On  aperçoit  immédiatement  ce  que  deviendra  cette 
définition  s'il  y  a  plusieurs  points  singuliers  entre  a  et  b. 

Par  e;cemple,  l'intégrale  àe  dx  -.  x  est  indéterminée  si  on  l'étend  de 
—  1  à  +  1)  ™3is  sa  valeur  principale  est  nulle. 
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66.  Calcul  des  intégrales  généralisées.  Intégration  par  décomposition 
et  par  parties.  —  1"  La  tbniiulc  fuiulameiilale  pour  le  calcul  (les 
intégrales  définies, 

rf{x)dx  =  ¥{b)-¥[a), 

Ja 

subsiste,  si  l'intégrale  est  généralisée,  pourvu  que  la  fonction  Y{x) 
soit  continue  en  tout  point  de  l'intervalle  (a,  h]  sans  exception  et 
qu'elle  ait  Wx)  pour  dérivée  sauf  aux  points  singuliers  de  f[x).  Nous 
avons  déjà  établi  ce  théorème  dans  le  premier  volume  (n°  216)  et 
montré  qu'il  subsiste  pour  h  ^  oo  quand  Y{x)  a  une  limite  F(x) 
pour  a;  =  00 .  La  démonstration  du  premier  volume  s'étend  d'elle- 
même  aux  définitions  plus  générales  du  no  64  en  recommençant  un 
raisonnement  identique  sur  les  points  singuliers  non  isolés. 

2°  La  formule  d'intégration  par  décomposition  se  généralise  aussi. 
Soit  f[x)  =  fi[x)  4-  Ai^')  i  or»  aura  {a  et  b  pouvant  être  infinis) 

t[x)  dx  =      f^{x)  dx  +      fo{x)  dx, 

ja  Ja  ja 

pourvu  que  deux  au  moins  de  ces  trois  intégrales  soient  déterminées, 
la  troisième  l'étant  alors  nécessairement,  car  la  limite  d'une  somme 
est  toujours  égale  à  la  somme  des  limites  supposées  existantes. 

Supposons  qu'on  sache  seulement  qu'une  des  deux  intégrales  du 
second  membre  est  déterminée.  Si  l'on  s'interdit  de  faire  passer  les 
termes  d'un  membre  dans  l'autre,  on  pourra  encore  écrire  la  formule 
précédente,  mais  elle  signifiera  seulement  que  les  deux  membres 
sont  ou  égaux  ou  tous  deux  indéterminés  mais  avec  les  mêmes 
limites  d'indétermination  s'il  y  en  9. 

Pour  justifier  cette  remarque,  considérons  un  cas  particulier,  le 
raisonnement  étant  général.  Supposons  a  et  ô  finis  et  admettons  que 
f,  fi  et  /"a  n'aient  qu'un  point  singuher  b.  Si  c'est  l'intégrale  de  ^  qui 
est  déterminée,  on  aura,  r,  tendant  vers  0  avec  e, 

f{x)dx  =  \  f^{x)dx-[-         f^ix)  dx -\- ri. 

.f  Ja  Ja 

Donc,  e  étant  infiniment  petit,  toute  restriction  à  l'indétermination 
d'un  des  deux  membres  de  cette  relation  entraîne  la  même  restriction 
pour  l'autre  membre. 

Cette  remarque  a  son  importance  pour  reconnaître  si  une  intégrale 
donnée  est  déterminée  ou  non,  car,  si  l'on  peut  simplifier  celle-ci 
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par  l'addition  d'une  intégrale  déterminée,  il  suffira  de  raisonner  sur 
l'intégrale  simplifiée. 

3°  Quand  la  règle  d'intégration  par  parties  est  encore  applicable, 
elle  résulte  des  précédentes.  Soient  f{x)  et  (f{x)  deux  fonctions  con- 
tinues entre  a  ei  b  mais  dont  les  dérivées  f'ix)  et  <p'(a:)  aient  des 
points  de  discontinuité  isolés.  On  a,  par  la  première  règle  qui  précède, 


Jj 


m  o'{x)  +  cp(;r)  f'ix)]  dx  =  [/"(^r)  ^{x)f 


Donc,  si  l'une  des  deux  intégrales 

rfl^)^'(x)dx,  (%{x)nx)dx 

Ja  Ja 

est  déterminée,  il  en  sera  de  même  de  l'autre  et  l'on  aura 
Cm  (p'(^)  dx  =  \f{x)  ^[x)]  \  -  {\[x)  fix)  dx. 

Ja  "         Ja 

Si  a  OU  è  est  infini,  le  terme  aux  limites  peut  être  indéterminé 
et  il  faut  une  condition  de  plus  pour  que  la  formule  précédente  soit 
légitime.  Il  faut,  en  effet,  admettre  que  deux  au  moins  des  trois 
termes  qu'elle  renferme  aient  une  valeur  déterminée  et  alors  ils 
seront  déterminés  tous  les  trois. 

67  Changement  de  variables.  —  Nous  allons  montrer  que  la  formule 
de  transformation  des  intégrales  définies  établie  dans  le  premier 
volume  peut  être  généralisée.  Voici  cette  formule,  dans  laquelle  nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  T  est  >  t^  : 

(1)  m  dx  =    nm  ?'(0  dt. 

On  peut  énoncer  la  règle  suivante  : 

Si  la  dérivée  o'{t)  est  continue  et  différente  de  0  dans  rintervalle  (<i,T) 
sauf  peut  être  aux  extrémités,  la  formule  (1)  subsiste  pour  les  intégrales 
généralisées  en  ce  sens  que  les  deux  membres  seront  ou  bien  égaux  ou 
bien  tous  deux  indétenninés,  mais  avec  les  mêmes  limites  d'indétermina- 
tion s'il  y  en  a. 

Celte  règle  n'exclut  pas  le  cas  où  (p(0  serait  discontinue  aux  extré- 
mités fi  et  T,  ni  celui  ou  t^  et  T  seraient  eux-mêmes  infinis,  mais  il 
faut  alors,  comme  la  démonstration  va  le  montrer,  que  cp(<i)  et  cp(T) 
désignent  les  limites  de  cp(f)  quand  t  tend  vers  t^  en  décroissant  ou 
vers  T  en  croissant,  limites  qui  seront  finies  ou  infinies  (de  signe 
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déterminé),  puisque,  «p '  ne  s'annulant  pas,  la  variation  de  <p  ne  change 
pas  de  sens. 

Cette  remarque  faite,  nous  pouvons  démontrer  la  règle. 

Supposons  d'abord  que^i  et  T  soient  finis  et  admettons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  n'y  ait  de  point  singulier  de  f{x)  ou  de  f{'f)  qu'aux  deux 
limites  des  intégrales.  Quand  t  varie  de  <i  à  T,  la  fonction  'j>{t)  varie 
dans  un  seul  sens  et  ne  passe  qu'une  fois  par  les  valeurs  <j)(fi+£)  et 
<p(T  —  Yi),  en  sorte  que  l'on  a,  sans  difficulté,  les  deux  membres  étant 
des  intégrales  proprement  dites, 

(2)  f{x)dx=\      n^)<f'dL 

Si  l'on  fait  tendre  e  et  ri  vers  0,  on  obtient  la  relation  (1)  avec  le 
sens  que  nous  lui  avons  donné. 

Par  exemple,  par  la  substitution  x  =  sin- 1,  on  a 

f  V-1  {\  —  x)^-' dx  =  2  p(sin  typ-'  (cos  0'*"'  dt 

et,  par  la  substitution  x=-  —  log  t, 

J V-.  e- dx  =  -  jX'og^y~'dt  -  JX log  jj^dt. 

Si  f  1  et  T  étaient  infinis,  il  faudrait  simplement,  pour  faire  la  démon- 
stration, remplacer,  dans  la  formule  (2).  t^-^-z  par  un  infiniment  grand 
négatif  t'  et  T-  ^  par  un  infiniment  grand  positif  T',  la  formule  (2) 
subsistant  avec  ces  nouvelles  limites  en  vertu  de  la  démonstration 
même  que  nous  venons  de  faire. 

Par  exemple,  on  aura,  par  la  substitution  x  =  \fj^ 
r  •      .  ^         1  f  =°  sin  i  . 

Jo  2jo      V^ 

Remarque.  —  Lorsque  les  conditions  de  la  règle  précédente  ne 
sont  pas  vérifiées,  il  faudra  le  plus  souvent,  pour  procéder  avec  sécu- 
rité, partager  l'intervalle  {t^,  T)  en  intervalles  partiels  satisfaisant  aux 
conditions  de  la  règle  et  étudier  la  transformation  dans  chaque  inter- 
valle séparément.  Toutefois,  dans  certains  cas,  on  pourra  encore  uti- 
liser la  règle  suivante  : 

Si  (f(t)  est  continue  entre  ti  et  T  et  que  (^'(t)  ne  soit  nulle  ou  discon- 
tinue qu'en  des  points  isolés  de  l'intervalle  {ti,  T),  la  formule  (1)  subsis- 
tera pourvu  que  son  second  membre  soit  déterminé. 
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En  effet,  on  peut  écrire  la  formule  analogue  à  (1)  pour  chacun  des 
intervalles  de  f  compris  entre  deux  points  singuliers  consécutifs  de  ^'{t). 
Pour  chacun  d'eux,  les  deux  membres  de  la  formule  obtenue  seront 
déterminés  et  égaux.  En  njoulant  ces  diverses  formules,  on  retrou- 
vera la  formule  (1),  dont  les  deux  membres  seront  donc  aussi  déter- 
minés et  égaux. 

68.  Intégrales  doubles  généralisées.  Définitions  et  conditions  d'exis- 
tence. —  Considérons  d'abord  une  aire  D  limitée  par  un  contour  fermé  C 
qui  satisfait  aux  conditions  du  n"  1.  Soit/'f^,  y)  une  fonction  infinie 
dans  cette  aire.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  chapitre  I,  que 
les  points  de  discontinuité  de  la  (onction  sont  isolés  ou  répartis  sur  cer- 
taines lignes  de  discontinuité  satisfaisant  aux  conditions  connues(no  4). 
Les  points  de  discontinuité  seront,  en  particulier,  ceux  oii  f{x,  y) 
devient  infinie,  mais  il  peut  y  en  avoir  d'autres.. 

Pour  définir  l'intégrale 


iL 


f{x,y)dxdy, 

D 

on  procède  à  peu  près  comme  pour  les  intégrales  simples.  On  com- 
mence par  enlever  les  points  singuliers  du  champ  d'intégration.  A  cet 
effet,  on  entoure  les  points  singuliers  isolés  d'un  contour  infiniment 
petit,  les  lignes  de  discontinuité  d'un  contour  infiniment  voisin  et  l'on 
considère  la  portion  D'  de  l'aire  D  qui  est  extérieure  aux  contours 
auxiliaires.  L'intégrale  étendue  à  D'  étant  une  intégrale  proprement 
dite,  on  pose,  par  définition, 

J  J    f  [x,  y)  dx  dy  =  lim  J  J   f{x,  y)  dx  dy. 

Pour  que  l'intégrale  existe  dans  D,  il  faut  que  cette  limite  soit 
déterminée  et  unique,  le  tracé  des  contours  auxiliaires  restant  arbi- 
traire. 

Plus  généralement,  les  conditions  relatives  au  mode  de  répartition 
des  points  de  discontinuité  peuvent  se  vérifier  dans  le  domaine  D  sauf 
sur  le  bord,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  lieu  dans  toute  i)ortion  du 
domaine  D  qni  n'en  touche  pas  le  bord.  Alors  l'intégrale  double  dans 
D  se  définit  sans  plus  de  difficulté  que  dans  le  cas  précédent,  car  on 
peut  encore  faire  tendre  vers  D  un  domaine  D' dar.s  lequel  la  (onction 
est  continue,  et  l'intégrale  dans  D  sera  la  limite  de  celle  dans  D'. 

Enfin,  si  le  champ  d'intégration  D  s'étend  à  l'infini  dans  certaines 
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directions  ou  dans  tous  les  sens,  on  définit  encore  l'intégrale  par  le 
même  procédé.  On  commence  par  limiter  une  portion  D'  de  l'aire  D 
par  un  contoiu*  auxiliaire  variable  G'.  On  éloigne  à  l'inlini  le  con- 
tour C  de  manière  que  D'  embrasse  successivement  tous  les  points 
de  D  ;  l'intégrale  dans  D  sera  la  limite  de  celle  dans  D'  et  sera  déter- 
minée pourvu  que  cette  limite  existe. 

Voici  maintenant  les  théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  condi- 
tions d'existence  de  cette  limite  : 

l. Lorsque  la  faîiction  fne  change  pas  de  signe  dans  Paire  D  {bornée  ou 
non),  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Vintégrale  double 
soit  déterminée  dans  D  est  que  l'intégrale  dans  D'  soit  bornée  quand  D' 
tend  vers  D. 

En  etîet,  si  l'aire  D' tend  vers  D  en  se  développant  constamment  et 
si  l'on  suppose  /"positif,  l'intégrale  dans  D',  étant  bornée  et  croissante, 
aura  une  limite  déterminée. 

Cette  limite  est  unique,  car,  si  l'on  considère  une  autre  aire  D"  ten- 
dant aussi  vers  D,  on  peut  la  concevoir  comme  intermédiaire  entre 
deux  états  successifs  D|  et  !)[  de  D' tels  que  D"  contienne  D|  et  soit 
contenu  dans  D^.  Comme  on  peut  faire  tendre  simultanément  D{,D" et 
DI  vers  D,  l'intégrale  dans  D",  qui  est  intermédiaire  entre  celles  éten- 
dues à  D^  et  Dg,  aura  aussi  la  même  limite. 

II.  Lorsque  la  fonction  f  change  de  signe  dans  D,  la  cnjidition  nécessaire 
et  suffisante  pour  l'existence  de  l'intégrale  double  est  qu'elle  soit  absolu- 
ment convergente. 

En  effet,  soient  cp  une  fonction  égale  à  /"pour  /">  0  et  égale  à  0  pour 
f  <  0  ;  '\>  une  autre  fonction  égale  à  /"pour  /"<  0  et  à  0  pour  /"  >  0. 
Formons  les  intégrales  de  «p  et  de  ^  dans  D.  Si  toutes  deux  sont  déter- 
minées, l'intégrale  de  /"dans  D  sera  égale  à  leur  somme  ;  si  l'une  des 
deux  est  déterminée  et  l'autre  infinie,  celle  de  /"sera  infinie  comme 
cette  dernière  ;  enfin,  si  toutes  deux  sont  infinies,  on  pourra,  en  faisant 
varier  les  contours  auxiliaires,  donner  la  prédominance  à  celle  que  l'on 
voudra  des  deux  intégrales  de  cp  et  de  |  dans  l'aire  D'  de  manière  que 
l'intégrale  de /"tende  vers  une  limite  arbitraire  quand  D'  tend  vers  D. 
Pour  que  l'intégrale  de  f  existe  dans  D,  il  faut  et  il  suffit  donc  que 
celles  de  (p  et  de  4"  soient  déterminées.  Il  faut  donc  que  celle  de 

?  —  <1^  =  I  /"  I  soit  déterminée  -srtwei-.   Cette  dernière  condition  est 

9uâsL 


d'ailleurs  suflisanto,  car  alors  riiuô.urale  do  |  /"l  est  au  moins  égale  à 
celles  de  cp  etde  — •!,  cjui  sont  par  conséquent  bornées,  donc,  les 
fonctions  9  et  'l>  ne  changeant  pas  de  signe,  leurs  intégrales  seront 
déterminées,  en  vertu  du  théorème  précédent. 

69.  Application.  Valeur  de  l'intégrale  I     e~^'  dx.  —  Considérons 

Jo 

l'intégrale  double,  étendue  à  la  portion  D  du  plan  comprise  entre  les 
demi-axes  de  coordonnées  positives, 


II 


e-^*-2/^  dD. 


/D 

Soit  d'abord  D'  la  portion  de  D  limitée  par  un  arc  de  cercle  de 
rayon  r  autour  de  l'origine.  On  aura,  en  faisant  la  réduction  en  coor- 
données polaires  r  et  9, 

j*  f  e-^'-2/=  rf  D'  =-  p  dG  r  e-^'  r  dr  =  |  (1  —  e-^*) 

Si  l'on  fait  tendre  r  vers  00,  D'  embrasse  successivement  tous  les 
points  de  D  ;  l'intégrale  précédente  restant  finie  et  la  fonction  à  inté- 
grer positive,  l'intégrale  dans  D  sera  la  limite  de  la  précédente.  Il 
vient  donc 


JI 


D  4 


D'autre  part,  limitons  dans  l'aire  D  un  carré  D"  par  les  droites 
a;  =  r  et  y  =  r.  On  aura 

r  j    e-^2-?/-  dxdy  =  r  e-^^  dx  Ç  e-y"^  dy  =  \\   r'^^'^dx     • 

Mais  D'  est  intérieur  à  D"  et  D"  l'est  à  D  ;  donc  les  intégrales  dans 
D',  D"  et  D  se  suivent  par  ordre  de  grandeur,  leurs  racines  carrées 
aussi,  ce  qui  donne 

Si  r  tend  vers  l'infini,  le  premier  membre  de  ces  inégalités  tend  très 
rapidement  vers  le  troisième  ;  il  vient  donc 


r 


V^ixJ^'^ 


et  l'on  voit  que  l'intégrale  j  er^^  dx  converge  rapidement  vers  cette 
limite  quand  r  augmente.  Cette  intégrale  joue  un  rôle  important  en 
calcul  des  probabilités. 
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70.  Transformation  des  intégrales  doubles.  —  Soient  Q  un  domaine, 
limité  ou  non,  (Uuls  le  plan  uv,  cp(u,  v)  el  |(u,  v)  deux  foutions  con- 
tinues, dont  le  jacobien  J  soit  également  continu  et  dilïérent  de  0 
dans  l'intérieur  de  i^.  On  ne  stipule  rien  sur  la  frontière.  Supposons 
que  les  formules  : 

fassent  correspondre  uniformément  hs  points  intérieurs  à  û  ^ux  points 
intérieurs  à  une  aire  D,  limitée  ou  non,  dans  le  plan  xy.  On  aura 

(  \f{x,  y)dxdy=\\   \i  \  f{^,  ^)  du  dv. 

En  effet,  représentons  par  Q'  un  domaine  limité,  intérieur  à  Û,  dans 
lequel  /"est  continue,  et  qui  tend  vers  Q  ;  le  domaine  correspondant  D' 
sera  aussi  limité  et  tendra  vers  D.  L'équation  précédente  a  lieu  sans 
difficulté  quand  on  y  accentue  D  et  ti  (n«  18)  ;  elle  subsiste  donc 
à  la  limite,  et  c'est  précisément  ce  qu'on  écrit  en  supprimant  les 
accents. 

Le  sens  de  l'équation  précédente  est  le  même  que  pour  la  for- 
mule de  transformation  des  intégrales  simples.  Les  deux  membres 
seront  soit  égaux,  soit  tous  deux  indéterminés  mais  alors  avec  les 
mêmes  limites  d'indétermination. 

§  2.  Réduction  des  intégrales  doubles  généralisées  ('). 

71.  Hypothèses  et  notations.  —  Nous  supposerons,  dans  tout  ce 
paragraphe  comme  dans  le  précédent,  que  la  fonction  à  intégrer /'(a:,  y) 
n'est  discontinue  ou  infinie  que  sur  des  lignes  de  discontinuité  sou- 
mises aux  conditions  ordinaires,  sauf  peut  être  sur  la  frontière  du 
domaine  d'intégration  (n°  68).  Le  cas  le  plus  important  est  celui  où 
f{x,  y)  ne  change  pas  de  signe  dans  le  domaine  d'intégration  et  où  ce 
domaine  est  un  rectangle  R,  compris  entre  les  abscisses  a  et  A,  les 
ordonnées  b  et  B.  Nous  nous  placerons  d'abord  dans  ce  cas,  mais, 
pour  fixer  les  idées,  nous  admettrons  dans  les  démonstrations  que  la 
fonction  /"est  positive  (ou  nulle). 

Nous  venons  de  voir  que  l'intégrale  dans  R  est  la  limite  de  celle 
dans  un  domaine  D'  qui  tend  vers  R  mais  dans  lequel  f{x,  y)  est  con- 

(^)  Pour  uiio  étude  plus  approfondie  de  la  réduction  des  intégrales  multiples 
généralisées,  on  peut  consulter  mon  article  An  journal  de  mathématiques  pures 
et  appliquées  1899. 
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tinue.  Soient  DJ,  1)',..  ])[^,..  une  suite  illimitée  d'états  successifs  du 
domaine  variable  D',  telle  q\u'.  n|,  se  développe  constamment  et  tende 
vers  R  quand  n  tend  vers  l'intini.  Appelons  /;,  [x,  y)  une  fonction  égale 
à  /"dans  D„  et  à  0  en  dehors  et  posons 

F(.r)  •-=  (  ')-{i\  y)  dy,  F,  (x)  =  rfn{x,y)  dy. 

En  vertu  des  définitions  et  des  propriétés  des  intégrales  généra- 
lisées, F  sera  la  limite  de  F„  quand  n  tend  vers  l'infini.  Nous 
ne  savons  d'ailleurs  pas  si  F  existe  ou  non  pour  chaque  valeiu'  de  x, 
mais,  si  F  n'est  pas  déterminé,  F  sera  infini  posilil'(f  étant  positif). 

Ceci  posé,  les  théorèmes  relatifs  à  la  réduction  de  l'intégrale 
double  reposent  sur  le  lemme  suivant,  où  se  trouve  le  point  délicat 
de  la  démonstration  : 

72.  Lemme,  —  Si  F(a;)  a  une  limite  inférieure  finie  m  dans  l'inter- 
valle [a,  A)  et  qu'on  désigne  par  fx„  celle  de  ¥n{x),  m  sera  la  limite 
de  [In  pour  n  =  <x>. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  n  augmente,  Fn  tend  vers  F  sans 
décroître  [f  étant  positif),  donc  \Ln  ne  peut  décroître  non  plus  et  [Jt„, 
étant  toujours  :^  m,  tend  vers  une  limite  \t.  qui  sera  aussi  ^  m.  Il  s'agit 
de  prouver  que  p.  =■  m. 

Je  dis  d'abord  qu'il  existe  au  moins  un  point  ^  dans  l'intervalle 
(a.  A)  où  l'on  a  F(i)  ^  \k. 

En  effet,  si  la  relation  Fn  [a)  <  [jl  a  lieu  quel  que  soit  n,  elle  sub- 
siste à  la  limite  et  l'on  a  F(a)  <c  ]x,  ce  qui  prouve  la  proposition. 

Supposons  donc  qu'il  y  ait  un  indice  n  pour  lequel  F„  (a)  soit  >  \l, 
cette  relation  subsistera  a  fortiori  pour  tous  les  indices  suivants. 
Considérons  ceux-là  seulement.  La  fonction  continue  F»,  qui,  dans 
l'intervalle  (a,  A),  passe  parles  valeurs  F„(a)  et  p.n ,  passera  aussi 
par  la  valeur  intermédiaire  jji.  Soit  in  la  plus  petite  solution  de 
l'équation  Fn  (a;)  =  p.  dans  cet  intervalle.  Cette  plus  petite  solution 
existe,  car,Fn  étant  continue,  la  limite  inférieure  des  solutions  est  une 
solution.  Ceci  admis,  si  n  tend  vers  l'infini,  in  serastationnaire  ou 
croissant  (car,  si  Fn  est  >  jji  entre  a  Qt^n,  Fn+i  l'est  a  fortiori),  donc 
in,  qui  est  toujours  compris  dans  l'intervalle  (a.  A),  tendra  vers 
un  point  i  de  cet  intervalle.  Considérons  maintenant  les  relations. 

Fn(in+p)  ^  Fn+p  (ç>Hp)  ==  [^ 
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qui  ont  lien  pour  tous  1ns  nombros  positifs  u  et  p.  Faisons  tendre  p 
d'abord  vers  rinliiii  ;  il  vicndi-;!  {Vu  «tant  continue) 

lim  F,,  (;„  ,.p)  =  F„(i)<(^; 

P—OO 

d'où,  «  tendant  ensuite  vers  l'inlini, 

limF„(i)  =  F(i)^[x. 

n=oo 

Le  lenimo  résulte  immédiatement  de  là,  car  F(i)  ne  peut  être 
moindre  que  m  (minimum  de  F)  et  m  est  au  moins  égal  à  ij..  On  a 
donc  F(i)  -=  jj-  =  m. 

On  remarquera  que  nous  avons  prouvé,  en  même  temps,  que  la 
fonction  V{x)  atteint  toujours  son  minimum  dans  l'intervalle  [a,  A). 

73.  Théorème  I.  —  Si  la  fonction  f{x,  y)  ne  change  pas  de  signe 
dans  le  rectangle  R  compris  entre  les  abscisses  a,  A  et  les  ordonnées  h,  B, 
sov  intégrale  dans  ce  rectangle  se  réduit  à  des  intégrales  simples  par  la 
formule  habituelle 

\  \f{x,  y)  dx  dy  =-■  [  dx  i   f  (x,  y)  dy, 

sous  la  seule  condition  que  cette  réduction  conduise  à  un  résultat  déter- 
miné (l'infini  non  excepté). 

Quand  nous  disons  que  le  résultai  est  déterminé,  nous  entendons 
donc  par  là  que  la  fonction 


(qui,  d'après  nos  hypothèses,  est  déterminée  ou  infinie)  satisfait 
aux  conditions  qui  ont  été  admises  dans  le  paragraphe  précédent  pour 
définir  les  intégrales  généralisées  (n»  68).  Dans  ce  cas,  l'intégrale  de 
¥{x)  est  aussi  déterminée  ou  infinie  ;  mais,  si  sa  valeur  est  infinie, 
la  démonstration  prouvera  que  l'intégrale  double  est  infinie  aussi. 
Ceci  bien  entendu,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  /"soit  positif 
et  passons  à  la  démonstration  du  théorème. 
On  a,  la  réduction  ne  donnant  pas  lieu  à  discussion  pour  /"„, 

nfdxdy  =  lim     \fndxdy  =  lim     dx      fyidy, 
,  A<  n=ooj  Jr  Ja        Jb 

OU,  plus  simplement, 

fdx  dy  =-  lim      Y ,^  [x)  dx. 
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Divisons  [a,  A)  en  intervalles  élémentaires  S,  et  désignons  par  jjl,i^ 
le  minimum  de  ¥n(x)  dans  8/  ;  on  aura,  en  appliquant  le  théorème  de 
la  moyenne  à  chaque  intervalle  8», 


F„  [x)  dx  >  Sf^,„  ùi. 


Faisons  d'abord  tendre  n  vers  l'infini  ;  p.,,,  tend  vers  le  minimum 
mt  de  F  (x)  dans  8^,  en  vertu  du  lemme  précédent  qui  s'applique 
à  8j  comme  à  (a,  A).  Il  vient  ainsi,  à  la  limite, 


11 


fdxdy  >  ]2m,8j. 

'R 

Faisons  maintenant  tendre  tous  les  Sj  vers  0  ;  il  vient,  par  la 
remarque  IV  du  n°  62, 

((  fdxdy  ^(\{x)dx. 

J  JR  Ja 

Mais,  d'autre  part,  f  est  >  /"«  et  F  >  F„  ;  donc  l'intégrale  de  F 
(qui  est  déterminée  ou  infinie)  l'emportera  toujours  sur  celle  de  Fn 
quelque  grand  que  soit  n,  on  a  donc 

\\  fdxdy  =  lim  j    F„ {x)dx  ^  (   ¥{x)  dx. 

Comparons  ce  résultat  au  précédent  ;  on  en  conclut 

('f  fdxdy  ^i   ¥{x)dx, 

ce  qui  revient  à  la  formule  du  théorème. 

74.  Théorème  II.  —  Si  la  fonction  f[x,  y)  ne  change  pas  de  signe  et 
que  le  domaine  d'intégration  s'étende  au  plan  des  xy  tout  entier,  l'in- 
tégrale de  f  dans  ce  domaine  que  nous  désignerons  par  P,  se  l'éduira  aux 
intégrales  simples  par  la  formule 

(2)  J  J  f  {x,  y)dxdy  =  i     dx  f   f  {x,  y)  dy, 

pourvu  que  cette  réduction  fournisse  un  résultat  déterminé. 

Transformons  les  deux  intégrales  simples  consécutives  du  second 
membre  par  les  substitutions 

,,__JL_      r ^       ,       {i-^v')dv  ii+u')du 

y-i—v^'  ^-i_M*'  ^y  -  {i-v'^y^'  "^"  (i_m2)2' 

qui  sont  permises  car  nous  ferons  varier  m  et  i;  de  —  1  à  +  1  et,  dans 
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cet  intervalle,  les  dérivées  de  x  et.y  sont,  sauf  aux  limites,  continues 
et  positives  (n°  67).  Le  domaine  du  point  (m,  v)  sera  un  carré  R,  borné 
dans  les  deux  sens  par  les  valeurs  —  1  et  -f  i  ;  et,  si  l'on  pose,  en 
abrégé, 

„  /„  ,.  _  ff_^ v_\    {i-\-u')  (\+v') 

le  second  membre  de  l'équation  (2)  se  transformera  dans  le  premier 
membre  de  la  relation  suivante  : 

j     du\     tp  (u,  v)  dv  =    1  <p  {u,  v)  du  dv. 

Quant  à  l'exactitude  de  celle-ci,  elle  se  justifie  par  le  théorème 
précédent  (ï),  car  son  premier  membre  est  déterminé.  Tout  revient 
donc  à  montrer  que  l'intégrale  double  étendue  à  R  est  la  même  que 
celle  étendue  à  P,  ce  qui  résulte  enfin  de  la  formule  de  transforma- 
tion des  intégrales  doubles  établie  au  n»  70.  Il  est  à  peine  besoin  de 
faire  observer  que  les  conditions  supposées  dans  cette  formule  sont 
ici  pleinement  remplies. 

75.  Théorème  III.  —  Si  /a  fonction  f[x,  y)  ne  change  pas  de  signe, 
on  aura,  les  limites  des  intégrales  étant  finies  ou  infinies  mais  constantes, 

\    dx\  t  {x,  y)dy  ^\    dy  \  f{x,  y)  dx, 

SOUS  la  seule  condition  que  les  deux  membres  soient  déterminés. 

En  effet,  on  peut  permuter  x  et  y  dans  les  deux  théorèmes  précé- 
dents et,  par  conséquent,  les  deux  membres  do  cette  équation  repré- 
sentent la  même  intégrale  double. 

76.  Théorème  IV.  —  Si  f{x,  y)  ne  change  pas  de  signe  dans  le 
domaine  D  de  forme  quelconque,  l'intégrale  de  f  dans  B  se  réduira  à 
des  intégrales  simples  entre  les  limites  du  domaine  D  par  le  procédé 
07'dinaire.  sous  la  seule  condition  que  cette  réduction  conduise  à  un 
résultat  déterminé. 

En  effet,  en  désignant  par  /*,  une  fonction  égale  à  f  dans  D  et  à  0 
en  dehors,  ensuite  par  P  le  domaine  étendu  au  plan  xy  tout  entier, 
on  a,  quel  que  soit  le  domaine  D  fini  ou  infini, 

f  f  fdx  dy=  (\  f,dx  dy  .=  rdx  Cf,  dy, 

.',D  J  Jr  J-oa      .'-00 

pourvu  que  la  dernière  expression  soit  déterminée. 
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En  négligeant  les  intervalles  d'intégration  dans  lesqnels  {^  est 
constannnent  nulle,  on  voit  que  cette  expression  est  la  même  que 
celle  obtenue  en  faisant  directement  la  réduction  de  la  première  inté- 
grale double,  ce  qui  établit  le  théorème. 

77.  Si  la  fonction  /  (.r,  ij)  change  de  signe  dans  le  domaine  d'inté- 
gration D,  le  procédé  le  plus  simple  pour  effectuer,  en  toute  sécurité, 
sa  réduction  à  des  intégrales  simples  sera  généralement  de  partager  le 
domaine  D  en  plusieurs  autres  où  la  (onction  ne  change  pas  de  signe 
et  de  faire  la  réduction  dans  chacun  de  ces  domaines  séparément. 

Toutefois,  si  ces  domaines  partiels  sont  de  forme  compliquée  ou  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  convenues  (n°  1),  ou  bien  encore  s'il  y 
en  a  un  nombre  infini,  on  pourra  utiliser  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  Si  f{a\  y)  change  de  signe  dans  le  domaine  d'inté- 
gration I),  t intégrale  double  de  f  jieut  encore  se  réduire  à  des  intégrales 
simples^  si  la  réduction  est  permise  quand  on  l'emplace  f  par  sa  valeur 
absolue. 

Dans  la  démonstration,  nous  admettrons  (les  autres  cas  s'y  ramenant) 
qu'on  choisit  comme  domaine  d'intégration  le  rectangle  R  compris  entre 
les  abscisses  a  et  A,  les  ordonnées  b  et  B. 

Soit  alors  'f  une  fonction  (positive  ou  nulle)  égale  à  /'pour  /"positif  et  à  0 
pour  f  nul  ou  négatif.  Cette  fonction  cp  n'aura  pas  d'autres  lignes  de 
discontinuité  que  celle  de  f;  elle  satisfera,  sous  le  rapport  de  ces  lignes, 
aux  mêmes  conditions  que  f.  Je  vais  maintenant  montrer  que  l'on  aura 


(1)  (      '^  doc  dy  -=       o?a;     «p  c/y, 


en  prouvant,  à  cet  effet,  que  le  second  membre  est  déterminé. 

Définissons  cpn  par  rapport  à  'f  comme /",,  l'a  été  par  rapport  à  /"(n"  71). 
L'intégrale  de  cp,j  étant  certainement  déteiminée  dans  R  quelque  grand 
que  soit  n,  il  suffit  de  montrer  que  la  différence 

dx\    ^dy  —  \    dx      o^  dy  -=      dx\    («p  —  -f  ,j  )  dy^ 

ja         Jb  Ja         Jh  Ja         Jb 

qui  est  déterminée  en  même  temps  que  son  premier  terme  ou  qui  a  sinon 
la  même  amplitude  d'indétermination,  peut  être  rendue  aussi  petite 
que  l'on  veut. 

Pour  cela,  j'observe  que  l'on  a  \  f\  —  \  fn  \  "^  f  —  'fn;  donc,  l'in- 
tégrale de  I  /■  1    étant  déterminé  par  hypothèse,  on  a 

\\jf\'^'''^y  -\j^\  /"   I  clxdy^jyxj\  \fi-\rn\  \dy 

>\    dx\    ('^  —  'fn)dy. 
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Quand  h  tond  vers  l'infini,  le  premier  membre  a  pour  limite  0,  car 
son  premier  terme  est,  par  définition,  la  limite  du  second.  Donc  la  der- 
nière expression  tend  aussi  vers  0,  elle  est  donc  aussi  petite  que  Ton 
veut.  Donc  le  second  membre  de  (1)  est  déterminé  et  cette  équation  est 
démontrée. 

Soit,  de  même,  '{/  une  tonction  (nulle  ou  positive)  égale  à  —  /'pour  / 
négatif  et  à  0  pour  fm\\  on  positif;  on  aura,  pour  les  mêmes  raisons. 


(2)  j  I   'Ic/x  dy  =^\    dx\    <];  dy. 


Soustrayons  (2)  de  (1)  et  observons  que  'f  —  <]/  r=:  /"^  le  théorème  sera 
démontré. 


§  3.  Intégration  et  dérivation  des  intégrales  définies 

par  rapport  à  un  paramètre. 
Convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées. 

78.  Intégration  par  rapport  à  un  paramètre.  —  Soit  fix,^.)  une 
fonction  continue  des  deux  variables  x  et  a  dans  un  domaine  rectan- 
gulaire R,  limité  par  les  valeurs  a  et  ft  de  a:  et  par  les  valeurs  ao  et  a^ 
de  a  ;  l'intégrale 


'f  (a)  =      /■  {x,  a)  dx 
Ja 


est  comme  nous  l'avons  démontré  au  r\°  3  (où  y  remplace  a)  une 
fonction  continue  de  a  dans  l'intervalle  (ao,  aj).  On  peut  se  proposer 
d'intégrer  ou  de  dériver  cette  fonction. 
Si  l'on  intègre  cp  (a),  on  tombe  sur  une  intégrale  double 


\  '^{y.)d^  =  \  d^\'f{x,a)d^. 


On  peut  utiliser  pour  la  calculer  toutes  les  méthodes  de  transfor- 
mation étudiées  dans  le  premier  chapitre,  mais  la  plus  employée  est  la 
règle  d'intégration  sous  le  signe  qui  consiste  à  intervertir  les  intégra- 
tions par  rapport  à  a;  et  a.  Toutefois  il  ne  faut  pas  oublier  que  celte 
règle  n'est  établie  que  pour  les  intégrales  proprement  dites.  Nous 
verrons  tout  à  l'iieure  qu'elle  ne  s'étend  aux  intégrales  généralisées 
que  sous  des  conditions  particulières. 
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79.  Dérivation  par  rapport  à  un  paramètre.  Règle  de  Leibnitz.  — 
Considérons,  comme  au  n°  précédent,  l'intégrale  proprement  dite 

(p(a)  =  I  f{x,  a)  dx 

et  supposons  que  la  fonction  f{x,  a)  ait  une  dérivée  partielle  f'^{x,  a) 
déterminée  et  continue  dans  le  rectangle  limité  par  les  valeurs  a  et  6 
de  X,  oo  et  a,  de  a.  La  dérivée  de  o(a)  dans  l'intervalle  (ao,  a,)  s'ob- 
tiendra en  dérivant  simplement  par  rapport  à  a  la  fonction  sous  le 
signe  d'intégration,  de  sorte  que  l'on  aura 


?'(«)  =  Ça{x,c>.)dx. 

Ja 


Cette  règle  est  celle  de  la  dérivation  sous  le  signe  ou  7\'gle  de  Leib- 
nitz. C'est  une  conséquence  de  la  précédente. 

Soit,  en  eftet,  a  un  point  quelconque  de  l'intervalle  (a,,,  a^)  ;  on  a, 
par  la  règle  d'intégration  sous  le  signe, 

\   da.\  i\[x,  a.)dx  =  I  [f[x,  a)  —  {\x,  cl^)]  dx  =  cp(a)  —  cp(ao). 

La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  est  la  fonction  sous 
le  signe  d'intégration  extérieur.  Il  vient  donc,  en  égalant  les  dérivées 
des  deux  membres  extrêmes, 

{"t\[x,  a)  dx  =  cp'(a). 
Ja 

80.    Modification  de  la  règ'le  de  Leibnitz  dans  le  cas  des  limites 

variables.  —  La  règle  précédente  suppose  que  les  limites  a  et  è  sont 
indépendantes  de  a.  Considérons  maintenant  une  intégrale  dont  les 
limites  X]^  et  x^  soient  des  fonctions  de  a,  par  exemple 

cp(a)  =       V"(^,  aj  dx.  [x^  >  x^) 

Nous  supposerons  :  1°  que  x^  et  Xçi,  sont  deux  fonctions  continues 
de  a  ayant  des  dérivées  également  continues  dans  l'intervalle  (aj,,  aj  ; 
2°  que  la  dérivée  partielle  /'!^(.x',  a)  est  déterminée  et  continue  dans  le 
domaine  D  du  plan  x-a  compris  entre  les  droites  a  =  a^,  a  =  a,  et  les 
courbes  x  =  x-^,  x  -=-  x^. 

Je  dis  que  l'on  aura,  sous  ces  conditions,  dans  l'intervalle  (ag,  aj, 

c'est-à-dire  que  l'on  doit  ajouter  deux  termes  complémentaires  à  celui 
fourni  par  la  règle  de  Leibnitz. 
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Cette  nouvelle  règle  se  ramène  à  celle  de  Leibnitz  par  un  change- 
ment de  variables.  Substituons,  en  ettet,  à  x  une  nouvelle  variable 
d'intégration  /  par  la  relation 

X  ^  Xi  -\-  {Xo  —  Xi)  t, 

de  sorte  que  x  est  maintenant  fonction  de  f  et  de  a  et  coïncide  avec  x^ 
pour  /  =  0  et  avec  x^  pour  t  =  i.  L'intégrale  transformée  sera 

?(a)  =  )  f{x,^)j^  lit 

où  la  fonction  à  intégrer  a  pour  expression  développée 

f[X,  +{X2-'X^)t,CL]{x^—X,). 

Cette  expression  est  une  fonction  continue  de  t  et  de  a  dans  le  rec- 
tangle du  plan  /a  compris  entre  les  valeurs  0  et  i  de  /,  ao  et  ai  de  a. 
On  voit  de  suite  que  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  a  jouit  de  la 
même  propriété.  La  règle  de  Leibnitz  s'applique  donc  à  l'intégrale 
transformée  (aux  limites  constantes  0  et  1)  ;  elle  donne 


a 


àf^  f}^    ,    àf^  àx  Ox^    ,   f  à-x\  , 


dx 


t=i 

t=0 


C'est,  sous  une  autre  forme,  la  formule  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Si  l'on  considérait  cp(a)  comme  une  fonction  composée 
de  a  par  l'intermédiaire  des  variables  x^  et  x^,  la  règle  de  dérivation 
des  fonctions  composées  conduirait  au  même  résultat.  Mais  l'emploi 
de  cette  règle  n'est  pas  légitime  sans  démonstration,  car  elle  suppose 
des  conditions  de  continuité  dont  nous  nous  sommes  affranchis  dans 
le  cas  actuel. 

81.  Convergence  uniforme  des  intégrales  généralisées.  —  Les  règles 
précédentes  et  la  continuité  même  de  tp  (a)  reposent  sur  les  hypo- 
thèses :  1°  que  f{x,  ci.)  et  sa  dérivée  partielle  (s'il  s'agit  de  la  règle  de 
Leibnitz)  sont  des  fonctions  continues  ;  2°  que  l'intervalle  d'intégra- 
tion e&t  limité.  Ces  règles  peuvent  tomber  en  défaut  pour  les  inté- 
grales généralisées,  et,  pour  reconnaître  quand  elles  demeurent 
légitimes,  il  est  commode  d'introduire  une  notion  nouvelle,  celle  de 
la  convergence  unifoi'me  des  intégrales  généralisées.  Nous  nous  bor- 
nerons ici  aux  premières  notions  sur  cette  question.  Il  y  a  deux  cas 
principaux  à  considérer  : 

7 
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1°  Examinons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  est  continue  sous  le 
signe  f  mais  où  une  limite  de  l'intégrale  est  infinie.  Soit  donc 


fia)=\^f{x,a.)da' 


Nous  dirons  que  cette  intégrale  converge  uniformément  pour  un 
certain  mode  de  variation  de  a,  far.  exemple  dans  l'intervalle  (olo,  «i), 
si  à  tout  nombre  positif  e  si  petit  qu'il  soit  correspond  tin  nombre  X, 
indépendant  de  a,  tel  qu'on  ait,  sous  la  condition  X'>X,  et  pour 
toutes  les  valeurs  considérées  de  a, 


li: 


f{x,  a)  dx 


2°  Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  la  fonction  f{x,  a)  peut 
croître  indéfiniment  pour  certaines  valeurs  de  x  et  a,  mais  est  con- 
tinue en  tout  point  aux  environs  duquel  elle  reste  finie.  Ce  cas  est 
plus  complexe  que  le  précédent,  car  la  répartition  des  points  de 
discontinuité  dans  le  plan  {x,  a)  peut  être  plus  ou  moins  compliquée. 
Ces  points  peuvent  être  isolés  ou  bien  se  suivre  d'une  manière  con- 
tinue sur  certaines  lignes.  Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons  au 
cas  le  plus  simple  mais  le  plus  fréquent,  celui  où  f{x,  a)  n'est  infinie 
que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x  indépendantes  de  a. 

Cette  condition  peut  se  réaliser  de  deux  manières  différentes,  soit 
que  f{x,  a)  ne  devienne  infinie  qu'en  des  points  isolés  du  plan  (x,  a)  soit 
qu'elle  devienne  infinie  le  long  de  certaines  droites  parallèles  à  l'axe 
des  X.  Les  deux  intégrales  suivantes  sont  des  exemples  de  ces  deux 
cas  : 

Dans  la  première,  la  fonction  sous  le  signe  n'est  infinie  qu'en  un 
point  isolé  (l'origine)  ;  dans  la  seconde,  elle  est  discontinue  tout  le 
long  de  l'axe  des  a  positifs.  Dans  les  définitions  et  les  théorèmes  qui 
vont  suivre,  cette  distinction  est  indifférente. 

Sous  les  conditions  précédentes,  l'uniformité  de  la  convergence 
des  intégrales  de  fonctions  discontinues  est  tout  analogue  à  celle  des 
intégrales  à  limites  infinies  et  les  théorèmes  relatifs  à  ces  diverses 
intégrales  vont  s'énoncer  dans  les  mêmes  termes. 

Considérons  d'gbord  l'intégrale 


cp(a)  =  j    f{x,cf.)dx, 
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où  nous  supposerons  que  f{x,  a)  ne  devient  infinie  que  pour  x  =  b. 
Nous  dirons  qu'elle  converge  uniformément  pour  tin  certain  mode  de 
variation  de  a,  si  à  tout  nombre  positif  z  si  petit  qu'il  soit  correspond 
un  autre  nombre  positif  8  indépendant  de  a  et  tel  qu'on  ait,  sous  la 
condition  0  <  S'  <  8, 


1       f{x,  a)  dx 


<  e. 


On  voit  inimédiateinent  comment  il  faut  modifier  la  définition  pré- 
cédente si  c'est  pour  x  =  a  que  /'est  ou  peut  devenir  infinie.  Si  cette 
fonction  peut  devenir  infinie  pour  plusieurs  valeurs  Xi,x.i,...  ûe  x, 
on  partagera  l'intervalle  d'intégration  et,  en  même  temps,  l'intégrale 
proposée  en  plusieurs  autres  dans  lesquels /ne  devient  infinie  qu'à 
l'une  des  limites.  Enfin,  si  /a  des  points  de  discontinuité  en  nombre 
limité  et  si,  de  plus,  l'intégrale  est  à  limite  infinie,  le  partage  pourra 
se  faire  en  plusieurs  intégrales  pareilles  aux  précédentes  avec  en 
plus  une  intégrale  de  fonction  continue  mais  à  limite  infinie.  Si 
chacune  de  ces  intégrales  composantes  converge  uniformément,  il  en 
sera  de  même  pour  la  proposée. 

On  va  s'assurer  dans  un  instant  que,  malgré  le  passage  à  la  limite 
nouveau  que  comporte  leur  définition,  les  intégrales  uniformément 
convergentes  conservent  certaines  propriétés  très  importantes  des 
intégrales  proprement  dites.  Il  est  donc  utile  de  savoir  reconnaître 
l'uniformité  de  la  convergence,  La  règle  suivante  est  loin  d'être 
générale,  mais  elle  suffit  dans  beaucoup  de  cas. 

82.  Critérium  de  convergence  uniforme.  —  Une  intégrale  généralisée 
qui  dépend  d'un  paramètre  converge  uniformément  si  ses  éléments 
successifs  ne  surpassent  pas  en  valeur  absolue  les  éléments  correspon- 
dants d'une  intégrale  absolument  convergente,  prise  entre  les  mêmes 
limites,  mais  ne  renfermant  pas  le  paramètre. 

Nous  pouvons  borner  la  démonstration  au  cas  d'une  intégrale  à 
limite  infinie  car  elle  est  analogue  pour  les  autres  cas.  Comparons 
donc  les  deux  intégrales  : 

j    f{x,a]dx,  I  o{x)  I  dx, 


en  supposant  que  la  seconde  converge  et  qu'on  ait  constamment 
I  f(x,  a)  I  <  I  cp  {x)  I  .  On  aura  évidemment  l'inégalité 


f  (x,  ol)  dxl^W    I  o  [x)  I  dx 
Vx'  IJxi    ' 
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Mais,  puisque  \(f{x)\dx  converge  par  hypothèse,  à  tout  nombre 
e  correspond  un  nombre  X  tel  que  le  second  membre  de  cette 
inégalité  soit  <  e  pourvu  que  X'  soit  >  X.  Alors  le  premier  membre 
est  a  fortiori  <  e,  ce  qui  est,  par  définition,  la  condition  de  conver- 
gence uniforme  à  démontrer, 

83.  Théorème  relatif  à  la  continuité.  —  Une  intégrale  (jénéralisée 
qui  contient  un  paramètre  est  fonction  continue  du  paramètre  dans  tout 
intei'valle  oii  la  convergence  est  uniforme. 

Bornons  encore  la  démonstration  au  cas  de  l'intégrale  d'une  fonc- 
tion continue  mais  à  limite  infinie.  Soit  /'une  fonction  continue  et  soit 
l'intégrale 

(X)(a)  =       f{'^,«)  dx. 

Ja 

Faisons  la  décomposition 

cp(a)  =  C^f  {x,  <x.)dx  +  R,  R  =  (   f{x,  Cf.)  dx. 

Ja  Jx 

Pour  un  accroissement  Aa  du  paramètre,  on  a 

Acp  =  A  (^fdx  +  AR  =  A  (^fdx  +  (R  +  AR)  —  B. 

Ja  Ja 

Pour  établir  que  A9  tend  vers  0  avec  Aa,  il  suffit  de  montrer  que 
chacun  des  trois  termes  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  Acp 
peut  être  rendu  inférieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  positif  e 
si  petit  qu'il  soit,  pourvu  que  Aa  soit  suffisamment  petit.  A  cet  effet, 
prenons  d'abord  X  assez  grand  pour  que  R  soit  moindre  que  e  quel 
que  soit  a,  ce  qui  est  possible  puisque  la  convergence  est  uniforme. 
Les  deux  derniers  termes  de  la  décomposition  sont  alors  moindres 
que  e,  Aa  restant  arbitraire.  Quant  au  premier  terme,  c'est  l'accroisse- 
ment d'une  intégrale  aux  limites  finies  a  et  X,  laquelle  est  fonction 
continue  de  a.  On  peut  donc  rendre  Aa  assez  petit  pour  que  cet 
accroissement  soit  moindre  que  e,  ce  qui  achève  de  prouver  la 
proposition. 

84.  Généralisation  de  la  règle  d'intégration  sons  le  signe  (').  — 
L'intégration  sous  le  signe  d'une  intégrale  généralisée  par  rapport  à  un 
paramètre,  demeure  légitiîne  dans  tout  intervalle  fini  où  la  convergence 
est  uniforme. 

(*)  Voir  aussi  le  théorème  du  n»  75  pour  le  cas  où  /"ne  change  pas  de  signe. 
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Bornons-nous,  dans  la  démonstration,  au  cas  de  l'intégrale  d'une 
fonction  continue,  mais  à  limite  infinie, 

tp  (a)  =        f(x,  a)  dx. 
M 

Supposons  qu'elle  converge  uniformément  dans  l'intervalle  (ao ,  ai)  ; 
elle  sera  fonction  continue  de  a.  Faisons  la  décomposition 

çp  (a)  =  \    f{x,  a)  rfx  +  R,  R^\     f{x,  a)  dx. 

L'interversion  des  intégrations  ne  donnant  pas  lieu  à  discussion 
pour  l'intégrale  à  limite  finie,  il  vient 

f^i  fx      r^i  /•«! 

çp(a)  rfa  =        dx\     fdoL-\-\     Rda. 

Faisons  tendre  X  vers  l'infini  ;  la  dernière  intégrale  tendra  vers  0, 
car  R  finit  par  devenir  inférieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre 
positif  e  pour  tous  les  éléments  de  l'intégrale  sans  exception  ;  il  vient 
donc,  à  la  limite, 


I     cp(a)  da  =  I     dx\     fda., 


ce  qui  prouve  la  proposition. 

Remarque.  —  On  voit  que  la  démonstration  précédente  ne  s'applique 
plus  si  l'intégration  par  rapport  au  paramètre  se  fait  entre  des  limites 
infinies.  D'ailleurs,  dans  ce  cas,  le  théorème  n'est  plus  vrai  d'une 
manière  générale  et  il  faut  des  conditions  supplémentaires  pour 
justifier  l'intégration  sous  le  signe.  Nous  ne  les  examinerons  pas 
ici  (^).  Nous  rappellerons  seulement  que  la  règle  n°  7o  s'applique  à  ce 
cas,  et  cette  règle  suffit  dans  un  grand  nombre  d'applications. 

85.  Théorème.  —  V intégrale  généralisée  étant  uniformément  con- 
vergente dans  l'intervalle  (ao ,  aj,  on  peut,  par  la  règle  précédente, 
intégrer  sous  le  signe  entre  olq  et  un  point  variable  a  de  l'intervalle 
(oo ,  aj,  je  dis  que  la  nouvelle  intégrale  ainsi  obtenue  sera  encore  unifor- 
mément convergente  dans  l'intervaUe  [ccq  ,  a^). 

Bornons-nous  encore  au  cas  de  la  limite  infinie  et  considérons  l'inté- 

(1)  Consulter,  sur  ce  point,  notre  Étude  sur  les  intégrales  à  limites  infinies 
dans  les  «  Annales  de  la  société  scientifique  de  Bruxelles  ",  1892. 
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tégrale  <pfa)  de  la  démonstration  précédente.  L'intégrale  proposée 
étant  uniformément  convergente,  à  tout  nombre  e  correspond,  par 
hypotiièse,  un  nombre  X  tel  qu'on  ait,  pour  X'  >  X, 


.'X' 


dx 


<e. 


Intégrons  cette  relation  de  ao  à  a  et  observons  que  a  a  pour  maxi- 
mum ai  ;  nous  obtenons  l'inégalité 


/-a         j    rcc 

\   du  \  \   fdâ 


ia;  <  e  (a  —  ao  )  ^  e  (a,  —  ao  ). 
et  à  fortiori  (l'interversion  d'intégrations  étant  permise) 


rfa  I     fdx    =     I     dx  \   fdo 

Comme  e  (ai  —  ao  )  est,  en  même  temps  que  e,  un  nombre  positif 
fixe  aussi  petit  qu'on  veut,  cette  inégalité  est  précisément  celle  qui 
sert  de  définition  à  l'uniformité  de  convergence  en  question. 

86.  Intégration  répétée.  —  En  répétant  l'application  du  théorème 
et  de  la  règle  précédente,  on  voit  que  l'intégration  entre  ao  et  a 
d'une  intégi'ale  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (ao ,  ai), 
peut  être  effectuée  sous  le  signe  un  nombre  quelconque  de  fois  de 
proche  en  proche  et  que  l'intégrale  obtenue  après  un  nombre  quel- 
conque d'intégrations  sera  uniformément  convergente  dans  le  même 
intervalle  que  la  proposée. 

87.  Généralisation  de  la  règle  de  Leibnitz.  —  Lorsque  la  dérivation 
sous  le  signe  d'une  intégrale  proprement  dite  ou  d'une  intégrale  géné- 
ralisée [supposée  existante)  conduit  à  une  intégrale  généralisée,  la  règle 
de  Leibnitz  demeure  légitime,  c  est-à-dire  que  ^intégrale  proposée  a 
pour  dérivée  l'intégrale  fournie  par  la  règle,  pourvu  que  cette  dernière 
intégrale  converge  uniformément  dans  le  voisinage  de  la  valeur  du 
paramètre. 

Il  n'y  a  qu'à  reproduire  la  démonstration  du  n»  79,  car  l'inter- 
version d'intégrations  sur  laquelle  elle  repose  demeure  légitime  en 
vertu  du  théorème  précédent. 
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§  4.  Calcul  d'intégrales  définies  par  des  artifices  divers. 

C^  simî 

88.  Calcul  de       dx.  —  Dans  le  premier  volume  (n»  193),  nous 

yo       ^ 
avons  obtenu  les  deux  intégrales  suivantes  : 

f    (  ..^       I    j        ^'^  («  cos  \)x-\-\)  sin  hx)    ,   ,, 
\    )^'^cos&^da;=  — ^ ^^-p^5 ^  +  C, 

(1)     \ 

)  r  ^^   •    I     1        e«^  (a  sin  ta;  —  t  cos  è^)  ,  ^ 

f      e«-^  sm  hx  dx  =  — ^^ „   ,   ,„ +  G. 

V  j  a°  -h  ^^ 

On  en  conclut,  comme  cas  particulier, 

1 


<2'     r 


e^^  cos  ax  dx  = 


1  +a2 

Tous  les  éléments  de  cette  intégrale  deviennent  maxima  [et  positifs 
pour  a  =^  0,  et  comme  l'intégrale  converge  encore  pour  cette  valeur, 
elle  converge  uniformément  de  quelque  manière  que  varie  a  (n°  82). 
Intégrons  donc  deux  fois  de  suite  de  0  à  a,  ce  qui  se  fera  sous  le 
signe  (no  86)  ;  il  vient 


("*     ^1  — cosaa;,        C^      ,       , 

I    e-^ 3 dx  =  1  arc  tg  a  rfa  ==  a  arc  tg  a  — 

Jo  ^''  Jo 

Supposons  a  positif  et  changeons  x  en  x:  a,  il  vient 


Log  (1  +  a2  )       ^ 


I 


1  —  cos  a;   ,  ,  Log    1  +  a2 

:; dx  =  arc  tg  a "  \   ^• 


Considérons  cette  intégrale  comme  dépendant  du  paramètre  1  :  a  ; 
tous  ses  éléments  deviennent  maxima  et  positifs  pour  1  :  a  =  0, 
valeur  qui  laisse  l'intégrale  convergente.  Donc  l'intégrale  converge 
uniformément  pour  les  valeurs  nulle  ou  positives  de  1  :  a  et  elle  est 
fonction  continue  de  1  :  a  (n°  83).  Faisons  donc  tendre  a  vers  l'infini 
ou  1  :  a  vers  0  ;  il  vient,  à  la  limite, 


(»'      r 


1  —  cos  X  J  n 
s dx  =  27' 

X-  2 


L'intégrale  (3)  en  donne  d'autres.  On  peut  d'abord  intégrer  par 
parties  en  considérant  dx  :  x-  comme  une  différentielle,  ce  qui  donne 
l'intégrale  du  titre.  On  peut  ensuite  remplacer  1  —  cos  x  par 
2  siu'^  {x  :  2)  et  prendre  x  :  2  comme  variable  d'intégration.  On  trouve 
ainsi  les  deux  résultats  : 


,.,  f*  sina;  ,        f^  /sinrv2  ,       tt 
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89.  Remarques  sur  l'intégrale  1      ^ dx.  —  Soit  a  un  paramètre 

positif.  Changeons  la  variable  d'intégration  x  en  ax  dans  l'intégrale  (4), 
ce  qui  n'altère  pas  les  limites  ;  il  vient 


r 


sm  oa-  n  ..A 
ax  =  â^                       SI  a  >  0. 


Donc,  pour  a  positif,  cette  intégrale  a  une  valeur  constante  indé- 
pendante de  2.  Si  l'on  change  le  signe  de  a,  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  changent  de  signe,  donc  l'intégrale  aussi,  sa  valeur  sera 
donc  —  t:  :  2.  Enfin,  si  a  =  0,  tous  les  éléments  sont  nuls,  donc 
l'intégrale  l'est  aussi.  En  résumé, 

'   —  2' sia<0, 
(5)  J^    -^  dx  =   <   0,  SI  a  =  0, 

y    ^,  Si  a  >  0. 

Ainsi  cette  intégrale  est  une  fonction  discontinue  du  paramètre, 
sa  valeur  change  brusquement  quand  a  atteint  ou  dépasse  la  valeur  0. 
On  peut  en  conclure,  à  cause  du  théorème  du  n°  83,  que  la  conver- 
gence ne  peut  être  uniforme  quand  a  tend  vers  0,  ce  qu'il  serait 
d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement. 

L'intégrale  (5)  nous  fournit,  en  même  temps,  un  exemple  d'une 
intégrale  qu'il  n'est  pas  permis  de  dériver  sous  le  signe  par  rapport 
à  a.  La  fonction  étant  constante,  sa  dérivée  est  nulle,  tandis  que  la 
dérivation  sous  le  signe  conduit  à  une  intégrale  indéterminée. 

90.  Intégrales  calculées  par  dérivation  sous  le  signe.  —  L  Si,  dans 
l'intégrale  du  no  69,  on  change  x  en  x^\t  où  t  est  >  0,  il  vient 

(6,  j',-,.U.^^^ 

En  dérivant  sous  le  signe  par  rapport  à  t,  il  vient 

(7)  e-'^-x"-dx=-Y-^. 

^  Jo  4    t\lt 

Plus  généralement,  après  n  dérivations,  on  trouve,  pour  t  >  0, 

r*        o  14   3      (2n  —  1^      4 

\o)       ^^   e-     X     ax-^y/Tz  ^n  ^yy 

Ces  dérivations  sont  permises  par  le  théorème  du  n°  87.  En  effet. 
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les  intégrales  ainsi  obtenues  convergent  uniformémejit  quand  /  varie 
sans  descendre  en  dessous  d'un  nombre  positif  a,  si  petit  soit-il. 
Elles  convergent  effectivement  pour  la  valeur  t  ==  a  qui  rend  leurs 
éléments  maxinia  et  positifs. 

II.  Considérons  ensuite  l'intégrale  I  =  I    e^^'  cos  toixdx;  il  vient 
encore,  par  le  théorème  du  n»  87, 

^xe-^^  s\n^<xxdx. 


rfi___r 


JO 

En  effet,  cette  intégrale  converge  uniformément,  car  ses  éléments 
sont  inférieurs  en  valeur  absolue  à  ceux  de  l'intégrale  convergente 
et  à  élément  positifs  qu'on  en  déduit  par  la  suppression  du  facteur 
sin  2aj:.  Mais,  en  considérant  —  2x-  er^'  dx  comme  la  différentielle  de 
er^^,  cette  intégrale  se  ramène  à  la  proposée  par  une  intégration  par 
parties.  On  trouve 

-i~  -=  —  2al,  d  ou         -;-  =  —  2ada,  -^  =  6''^ 

aa  '  1  Iç 


Observons  que  lo  ==  Vti  :  2  (n°  69),  il  vient 
(9)  I  =      e-^"  cos  2aa;  dx 


Vj 

9 


91.  Intégrales  de  la  diflEraction.  —  Revenons  à  l'intégrale  (6) 

qui,  comme  on  l'a  vu,  converge  uniformément  si  t  varie  sans  descen- 
dre en  dessous  d'un  nombre  positif  a.  Multiplions  cette  équation  par 
sin  t,  ce  qui,  l'élément  de  l'intégrale  étant  diminué,  n'altère  pas  l'uni- 
formité de  la  convergence,  puis  intégrons  par  rapport  à  t  entre  deux 
nombres  positifs  a  et  ^  >  a  ;  on  peut  intégrer  sous  le  signe  et  il  vient 

fismt,^       2      f*  .     f^  -tr'  .    ,  ,, 
—:^dt=-=—=r-  \    dx  \   e       sm  tdt 

J  a\/t  \/u    Jo  J  ^ 


En  effectuant  l'intégration  sous  le  signe  par  la  formule  (1),  il  vient 

OL    \Jt  V 


f^inf.,       2r.      (e''''x-dx,  C  e^'^'dxl 

r  •    o  C'e~^'''x^dx    ,         r,  c'e'^'^dxi 
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Les  quatre  intégrales -db*  second^  meinbrel^se  réduisent  pour  a  et 
P  =  0  aux  deux  suivantes  (^)  : 

00  00 

Les  quatre  intégrales  en  question  convergent  donc  uniformément 
si  a  et  P  varient  sans  devenir  négatifs,  car  elles  convergent  pour  les 
valeurs  a  =  |3  =  0  qui  rendent  tous  leurs  éléments  maxima  et  positifs. 
Faisons  donc  tendre  a  vers  0  et  remplaçons  [3  par  m  ;  il  vient,  à  la 
limite  (n°  83), 


f"sin/  .,      4  /T         2    r  .       f°? -"''"' x^rfj;  ,  f 

I   — —d^=\/-5i =^    sin  M  —r— — 7 h  cos  w 


Si,  au  lieu  de  multiplier  par  sin  t  on  avait  multiplié  par  cos  t,  on 
aurait  obtenu,  par  un  calcul  analogue, 

..2 


r"cosf  ,,      *   /T        2     r  r°e~"^V-rf^-  f°e~ 


dx 


-i-x* 


Les  intégrales  des  premiers  membres  dans  ces  deux  dernières  rela- 
tions se  rencontrent  dans  la  théorie  de  la  diffraction.  Ces  relations 
sont  dues  à  Gilbert  et  elles  jouent  un  rôle  important  dans  cette  théo- 
rie. 

Si  l'on  fait  croître  u  à  l'infini,  les  intégrales  qui  multiplient  sin  u  et 
cos  u  décroissent  constamment  et  tendent  vers  0.  En  effet,  en  négli- 
geant X*  au  dénominateur,  on  voit  qu'elles  sont  respectivement  moin- 
dres que  les  suivantes,  obtenues  au  n"  précédent  : 

\e         dx==-^\-^  \e         x-dx  =  -^\   -■ 

Jo  2   Y  "  '°  '^w  V  u 

On  aura  donc,  à  la  limite,  pour  u  -=  oo, 

Jo      y/t  Jo      \t  V    ^ 

(*)  Celles-ci  sont  égales  entre  elles,  car  elles  se  réduisent  l'une  à  l'autre  en 
changeant  a;  en  1  :  a?  ;  elles  sont  donc  aussi  égales  à  leur  demi-somme  et  l'on  a 
effectivement 
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Si,  dans  celles-ci,  on  change  encore  t  en  ^  x-,  il  vient 

(10)  sin  ^  x-dx  ^  j     cos  ^  J^*d^"  =  ». 

On  donne  à  ces  dernières  intégrales  le  nom  d'intégrales  de  la  diU'rac- 
tion. 

92  Limite  pour  A  -=  oo  de  1  l'{x)  sin  kx  dx.  —  Soit  f{x)  une  fonc- 

Ja 

tion  continue  ainsi  que  sa  dérivée  dans  l'intervalle  {a,  b)  ;  on  a,  par 
une  intégration  par  parties, 


r  1  r  Tir 

I  f{x)  sin  kxdx  =  —  -r    f{x)  cos  kx      -\-  j     /'  {x)  coskx  dx. 

Si  l'on  fait  tendre  k  vers  l'infini,  les  quantités  qui  multiplient  1  :  k 
dans  le  second  membre  conservent  une  valeur  finie,  car  /"et  /'  sont 
supposés  Unis  et  le  cosinus  ne  peut  pas  surpasser  l'unité.  Il  vient  donc 

(11)  lim       f{x)smkxdx=^0. 

A==o  Ja 

Ce  résultat  en  fournit  un  autre.  Soit  encore  f{x)  une  fonction  con- 
tinue ainsi  que  sa  dérivée  dans  l'intervalle  de  0  à  a  (a  >  0).  On  a 

r^.,,smkXj        „,„,  f«  sin  A-a;  ,        /-« /■  (x)  — /•  (0)    .    ,     , 
I   f{x) dx  =  f{0)\    dx  -f      '-^^-^ ^-^-^  sm  kx  dx. 

Jo  X  Jo        '^  Jo  ^ 

Faisons  tendre  k  vers  l'infini  et  considérons  les  deux  intégrales  du 
second  membre.  La  seconde  tend  vers  0  d'après  l'équation  (11),  car 
[I  {x)  —  /'(O)]  :  X  est  fonction  continue  de  x  même  si  x  tend  vers  0 
[auquel  cas  ce  quotient  tend  vers  /'  (0)].  La  première  intégrale  tend 
vers5->  car  on  a,  par  l'équation  (4), 

,.     f^sin^-j;  ,        ,.     f''"  sin  X  ,        r°°  sin  x    .        t: 
hm      dx  =  hm  1      dx  =  I      — ^ —  aa;  =  -  • 

Jo         X  Jo  "^  Jo  -^  -* 

Il  vient  donc  (a  >  0) 
(12)  lim  rf{x)^^dx^'^f[0). 

h=  »Jo  X  J, 

Les  relations  (11)  et  (12)  jouent  un  rôle  important  dans  l'étude  des 
séries  de  Fourier.  Nous  les  retrouverons  plus  tard.  Mais  on  a  souvent 
l'occasion  de  les  employer  dans  la  transformation  des  intégrales 
définies.  En  voici  un  exemple  : 


93.  Calcul  de 


COSoLt 


r 


e"^  cos  tx  dx  = 
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;:  dt.  —  On  a 

'^•^  [a  cos  tx  +  f  sin  to) 


0 


fl2  4-  i- 

Posons  successivement  a  =  +  1  puis  a  =  —  1  et  intégrons  chaque 
fois  les  deux  membres  de  0  à  ^-  par  rapport  à  t.  Il  vient 


jo  a;  Ljo 


*  cos  af 


I 


X 

sin  /ij; 


df  + 


'^  f  sin  <xt 


dt 


— arc  tgfc, 


f^  t  sin  Oit 


dt 


-}-  arc  tg  k. 


X  L     Jo    1  -h  I'  Jo    ^  -\-  t^ 

Si  a  est  positif  et  si  l'on  fait  tendre  k  vers  oo,  les  deux  intégrales  du 
premier  membre  ont  pour  limite  -k  :  2  (équation  12)  et  arc  tg  k  a  la 
même  limite.  Donc  en  résolvant  les  deux  équations  précédentes  par 
rapport  aux  intégrales  des  seconds  membres,  il  vient,  pour  a  >  0, 

cos  (xt  - 

::r  dt 


f=°  COSaf    .  f°°    tSinat    „         7T        „ 


94.  Intégrales  de  Frullani.  —  On  donne  ce  nom  à  certaines  inté- 
grales dont  la  valeur  se  détermine  par  la  considération  d'une  intégrale 
singulière.  Soit  f{x)  une  fonction  continue  de  x,  telle  que  l'intégrale 
à  limite  infinie 


f"=„,  .dx 


(A>0) 


ait  une  valeur  déterminée  ;  soient  ensuite  a  et  t  deux  constantes 
positives  ;  l'intégrale 

f{ax)  —  f[bx) 


I 


Jo 


dx 


est  une  intégrale  de  Frullani.  Pour  en  déterminer  la  valeur,  écrivons 


£=0   Ijt  X  Jt  X 

=iimrr-r/(:r)^i=iimrm-) 

£=0  VJaz        Jbt  X  J  t=oJat 


dx 

X 


La  valeur  de  cette  intégrale  singulière  s'obtient  par  le  théorème 
de  la  moyenne.  Soit  i  une  quantité  comprise  entre  ae  et  bt  et  qui 
tend  vers  0  avec  e,  on  a 

lim  r  f{x)  ^  =  hm  fil)  Ç  ^  =  nO)  Log  ^. 
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Par  conséquent, 

(14)  '^     '       '  ^      dx  =  nO)  Log  -. 

Par  exemple,  prenant  f{x)^co?,x,  puis  f{x)  =  e-^,  il  vient 
(a>0) 

^  ^     Jo    X ^^  ^"Jo     X ^^  "  ^^^  "• 

Souvent  une  intégrale  peut  se  ramener  à  la  forme  (14)  par  un 
changement  de  variables.  Ainsi,  par  la  relation  x  =  e--,  il  vient 
(o  etè>  — 1) 

rixb  —  x^  /-«'g-(«+i;*_e-t«'fi)î  ,       ^      è  +  1 

J„  T5^  "^^  =i 1 "' = "^"^  m 

Exercices. 

1.  On  a,  par  la  relation  a;  =  tg  tp, 

En  effet,  (1  +  tg  'f)  peut  s'écrire  V2  cos  f  — —  'f  j:  cos  «f  et  est  par 

conséquent  un  produit  de  trois  facteurs  ;  donc  l'intégrale  peut  se  décom- 
poser en  une  somme  de  trois  autres.  On  voit  de  suite  que  les  deux 
dernières  se  détruisent  et  la  première  donne  la  valeur  cherchée. 

2.  Déduire  la  seconde  intégrale  ci-dessous  de  la  première  : 

2a      e'~'''''  dx  =  \t:,  (  e~  le-  — e~  x^  jdx  =  {b—a)\  Ti. 

R.  On  intègre  par  rapport  à  a  de  a  et  ô  et  change  x  en  l  :  x. 

3.  Montrer  que  l'on  a,  si  a  est  >  0, 

Jo  c  Jo  <& 

R.  Les  deux  relations  sont  équivalentes,  La  seconde  intégrale  a  pour 
dérivée  par  rapport  à  a  l'expression 

—(a-  —  —\i  a  dx 


j     e    ^      ^^^  dx—\     e    ^^     ^y 


qui  est  nulle  car  ces  deux  intégrales  se  détruisent  (elles  se  ramènent  l'une 
à  l'autre  en  changeant  x  en  a  :  x).  La  seconde  des  deux  intégrales  pro- 
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posées  est  donc  constante  par  rapport  à  a  et  on  la  détermine  en  posant 

4.  Montrer  (en  développant  en  série  par  rapport  à  a)  que  l'on  a 

j     sin  oc  j         ~        [2     —  a  cos  X        /      ■       \  j 
I    —dx  =  —  —  I     e  cos  (a  sin  x)  dx, 

5.  Montrer,  en  développant  Log  (1  -f  x)  en  série  potentielle,  que  l'on 
a  (la  série  numérique  étant  connue) 


r 


dcc                      1          1  TC 

Log  (1  +  00)  —,=.  1  —  ôe+  02 =  Tô' 


i^  «.  Intégration  des  différentielles  totales. 

96.  Cas  de  deux  variables  indépendantes.  —  Soient  x  et  y  deux 
variables  indépendantes,  P  [x,  y)  et  Q  {x,  y)  deux  fonctions  continues 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  premières.  On  dit  que  l'expression 
V  dx  -\-  Q  dy  esi  une  différentielle  exacte  s'il'  existe  une  fonction  u  des 
deux  variables  x  et  y  dont  cette  expression  soit  la  ditîérentielle  totale, 
en  sorte  qu'on  ait 

(1)  du  =  'Pdx  +  Qdy. 

En  général  l'expression  Vdx-\-Qdy  n'est  pas  une  différentielle  exacte. 
En  effet,  la  relation  (1)  revient,  par  définition,  aux  deux  suivantes  : 


dx 

dy 

d'où  l'on  tire 

dV        d-u 

dQ        dhi 

dy      dx  dy  ' 

dx       dy  dx 

Les  seconds  membres  étant  égaux,  on  voit  que  Vdx  +  Q.dy  ne  peut 
être  une  différentielle  exacte  que  si  l'on  a  identiquement^  c'est-à-dire 
x  e\.y  restant  arbitraires  et  indépendants, 

■        (2)  ^  =  ^. 

^  '  dy       dx 

Telle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  Vdx  +  Q,dy  soit  une  diffé- 
rentielle exacte.  J'ajoute  que  cette  condition  nécessaire  est  aussi 
suffisante  et  pour  le  prouver,  je  vais  montrer  que,  si  elle  a  lieu,  l'in- 
tégrale u  de  l'équation  (1)  s'obtiendra  i)ar  deux  quadratures. 
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La  fonction  inconnue  u  est  d'abord  assujettie  à  la  condition 

Soit  a  une  constante  choisie  à  volonté,  l'intégrale  définie 

^[x,  y)  dx 


i: 


effectuée  en  considérant  y  comme  une  constante,  est  une  solution 
particulière  de  cette  équation.  La  solution  généj:ale  s'obtient  en  lui 
ajoutant  une  constante  arbitraire  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire  ici  une 
fonction  arbitraire  f{y).  Nous  poserons  donc 

(3)  11=  rï>{x,y)dx  +  'f{yl 

Il  reste  à  déterminer,  si  c'est  possible,  la  fonction  <?  de-  manière  à 
vérifier  la  seconde  condition 

c'est-à-dire,  à  cause  de  (3)  et  par  la  règle  de  Leibnitz, 
J^^(/^+9'(t/)=Q(a;,i/). 
Mais  on  a,  en  vertu  de  l'identité  (2),  supposée  vérifiée, 

ce  qui  réduit  la  relation  précédente  à 

^'iy)  =  Q{a,y),        d'où        oiy)  =  (  Q{a,y)dy. 

Enfin,  en  substituant  cette  valeur  de  «p  dans  (3),  et  en  mettant  en 
évidence  la  constante  C  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie,  on  trouve 

(4)  u  =  JJp(x,  y)  dx  +  JQ{a,  y)  dy  +  C 

On  voit  donc  qne,  si  la  condition  (2)  a  lieu,  l'équation  (1)  admet 
une  infinité  d'intégrales  ne  différant  l'une  de  l'autre  que  par  la  valeur  de 
la  constante  d'intégration  C. 

La  constante  a  pouvant  être  prise  à  volonté,  on  la  choisira,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  manière  à  simplifier  autant  que  possible 
les  intégrations. 
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Il  est  clair  qu'on  aurait  pu  procéder  dans  l'ordre  inverse  et  com- 
mencer l'intégration  par  rapport  à  y.  Alors,  b  désignant  une  constante 
choisie  à  volonté,  on  aurait  obtenu 

(5)  u  =  ^\{x,  y)  dy  +  ("  P(^,  b)  dx  +  C. 

Soit,  par  exemple,  l'expression 

[Sx"  +  %)  dx  +  2(^  +  î/)  dy. 
C'est  une  dilTérentielle  exacte,  car  on  a 

dy      dx 
Calculons  son  intégrale  en  faisant  a  =  0  dans  la  formule  (4)  ;  il  vient 

u  =  I J3  X-  +  2^)  dx  -ir  h^dy=^x^  +  ^xy  +  ^  +  C. 

97.  Remarque.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  supposent  les  fonctions 
P  et  Q  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  pour  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x,  y  qui  interviennent  dans  les  formules.  Si 
ces  conditions  sont  réalisées  dans  tout  le  plan,  il  n'y  a  aucune  difficulté. 
Plus  généralement,  si  elles  sont  réalisées  dans  le  rectangle  R  com- 
pris entre  les  abscisses  a^  et  ag,  les  ordonnées  è,  et  b^,  la  formule  (4) 
sera  applicable  dans  ce  rectangle  à  la  condition  de  choisir  a  entre  «i 
et  a^  et  la  formule  (5)  à  la  condition  de  choisir  b  entre  b^  et  tg-  En 
effet  tous  les  systèmes  de  valeurs  àe  x,  y  h  considérer  dans  ces  for- 
mules restent  alors  compris  dans  le  rectangle  R. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  la  représentation  analytique  de  l'in- 
tégrale dans  le  paragraphe  suivant,  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue 
nouveau,  qui  permet  un  examen  plus  approfondi  de  la  question. 

98.  Cas  de  trois  variables  indépendantes.  —  La  méthode  précédente 
s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  mais  il 
suffira  de  développer  les  calculs  pour  trois  variables.  Soient  P,  Q,  R 
trois  fonctions  continues  de  x,  y,  z  ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 
On  dit  que  l'expression 

(6)  ^dx  +  Qdy  +  Mz. 

est  une  différentielle  exacte,  s'il  existe  une  fonction  u  des  trois  varia- 
bles x,  y,  z  dont  elle  est  la  différentielle  totale.  Il  faut,  pour  cela  que  u 
satisfasse  aux  trois  équations 

^  ~    '        ^  ~"    '        dz~^' 


^ 


Comme  les  dérivées  secondes  sont  indépendantes  de  l'ordre  dans 
lequel  on  effectue  les  dérivations,  on  obtient  trois  conditions  néces- 
saires pour  que  l'expression  proposée  soit  une  différentielle  exacte, 
savoir 

^  '  dy       dx  '      dz       dy'      dx       dz  ' 

Ces  conditions  sont  aussi  suffisantes,  car  nous  allons  montrer  que 
si  elles  ont  lieu,  l'intégrale  u  de  l'expression  (6)  s'obtiendra  par  des 
quadratures. 

En  effet,  cette  intégrale  a  d'abord  P  comme  dérivée  par  rapport  à  x, 
donc  elle  est  comprise  dans  la  formule  générale 


(8)  u^  \    P{x,y,z)dx-{-<^[y,z), 

Ja 


OÙ  a  est  une  constante  choisie  à  volonté  et  o  une  fonction  arbitraire 
de  y  et  z. 

Pour  que  u  ait  pour  différentielle  totale  l'expression  (6),  il  faut 
encore  que  l'on  ait 

(9)  ^^dy-^?y^dz  =  C^dy  +  mz. 

Mais  on  a,  par  la  règle  de  Leibnitz  et  en  observant  que  P^ ,  étant 
identique  à  Q!^,  s'intègre  immédiatement, 


ày 
De  même, 


^  =  Rix,  y,  z)  —  R(fl,  y,  z)  +  ^• 


Par  ces  relations  l'équation  (9)  se  réduit  à 

'^  ^^ '^  ~dz  ^^' ^  ^'^  ^  ^■"' ^'  ^"^  ^^  "^  ^^'^'  ^' "^  ^"■* 

Donc  la  détermination  de  <f  dépend  de  l'intégration  d'une  expression 
différentielle  à  deux  variables.  La  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée 
en  vertu  des  équations  (7).  Donc  cp  se  détermine  par  la  méthode  éta- 
blie précédemment  {n°  96).  En  désignant  par />  une  nouvelle  constante 
choisie  à  volonté,  et  en  remplaçant  cp  par  sa  valeur  dans  (8),  on  voit 
que  l'expression  (6)  a  une  infinité  d'mtégrales  comprises  dans  la  for- 
mule générale 

8 
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(10)     n=   rV{x,y,z)dx-]-  ToCfl,//, v)(/?/ -f-  (Yi{a,b,z)dz. 

Les  conditions  de  continuité  supposées  dans  la  démonstration  pré- 
cédente appellent  évidemment  une  remarque  analogue  à  C(;lle  du 
numéro  (97). 
6 

§  ■^.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent  que  de 

leurs  limites. 
Retour  sur  l'intégration  des  différentielles  totales. 

99.  Hypothèses  à  faire.  —  Soient  P  et  Q  deux  fonctions  continues 
de  X  et  de  y  dans  une  aire  D.  La  définition  de  l'intégrale  curviligne. 


i 


Vdx  -f  Ç^dy, 

effectuée  sur  une  ligne  G  tracée  dans  l'aire  D,  a  été  donnée  au  n°  12 
sous  la  forme  la  plus  élémentaire,  en  admettant  que  le  contour  d'inté- 
gration se  compose  d'un  certain  nombre  d'arcs  consécutifs  sur  chacun 
desquels  a;  et  y  varient  constamment  dans  le  même  sens  ou  sont  cons- 
tants. Nous  supposerons  de  plus  que  les  équations  de  la  courbe  G  sont 
données  sous  forme  paramétrique,  c'est  à-dire  que  x  t\.  y  sont  des 
fonctions  de  t  et  que  le  point  {x,y)  décrit  la  ligne  d'intégration  quand 
t  varie  de  to  à  T.  Nous  admettrons  enfin  que  x  et  y  ont  des  dérivées 
continues  par  rapport  à  t  dans  l'intervalle  (/q,  T),  sauf  peut-être  en  un 
nombre  déterminé  de  points  où  ces  dérivées  passent  brusquement 
d'une  valeur  à  une  autre  (ce  qui  arrive  si  la  courbe  se  compose 
d'arcs  consécutifs  dont  les  directions  ne  se  raccordent  pas). 

Sous  ces  conditions,  l'intégrale  curviligne  se  ramène  à  une  intégrale 
définie  ordinaire  en  prenant  t  comme  variable  d'intégration.  Elle 
prend  la  forme 

déjà  indiquée  au  n°  12. 

Les  restrictions  précédentes  permettent  de  simplifier  singulièrement 
les  démonstrations,  mais  on  peut  s'en  passer.  Il  importe  de  montrer  que 
tous  les  théorèmes  du  présent  paragraphe  sont  vrais  pour  les  courbes 
recti fiables  et  les  intégrales  curvi]l.',''nes  dans  le  sens  le  plus  général  (t.  I, 
no^  3U3  et  304).  Nous  aurons  donc  soin  de  donner,  en  petit  texte,  les  com- 
pléments de  démonstrations  nécessaires  à  cet  objet. 
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100.  Chang-ement  des  variables  dans  les  intégrales  curvilig-nes.  — 
Considérons  les  formules  de  transformation 

Supposons  :  1°  que  cp  et  ^  admettent  des  dérivées  partielles  conti- 
nues dans  une  aire  D'  du  plan  uv  ;  2»  que  le  point  {x,  y)  varie  dans 
une  aire  D  quand  (m,  v)  varie  dans  D'  ;  3"  que  [x,  y)  décrive  dans  D 
la  courbe  C,  quand  (w,  v)  décrit  la  courbe  L  dans  D'. 

Je  dis  que  l'on  aura 

(2)  j^V{x,y)dx=  j?{^,^)  [^^du^p-dv). 

En  effet,  si  {u,  v)  décrit  la  ligne  L  quand  t  varie  de  ^o  à  T,  [x,  y) 
décrit  en  même  temps  la  ligne  C.  Donc,  si  l'on  prend  t  comme  variable 
d'intégration,  les  deux  membres  de  (2)  se  transforment  respectivement 
dans  les  deux  expressions  suivantes  .- 

où  les  deux  fonctions  de  t  à  intégrer  sont  égales. 
On  prouve,  de  même,  que 

(3)  \q{x,  y)  dy  =  [Q(cp,  ^)  (^  du  +  ^  dv). 

Telles  sont  les  formules  de  transformation  de  l'intégrale  relative  à 
X,  y  dans  une  intégrale  relative  à  u,  y  Cette  démonstration  suppose, 
bien  entendu,  que  les  courbes  C  et  L  satisfassent  aux  hypothèses 
du  n"  précédent.  On  en  conclut  la  règle  suivante  : 

RÈGLE.  —  Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale  curviligne, 
il  suffit  de  faire  le  changement  sous  le  signe  d'intégration  et  de  prendre 
la  ligne  L  parcourue  par  les  nouvelles  variables  comme  nouvelle  ligne 
d'intégration. 

Plaçons  nous  maintenant  au  point  de  vue  plus  général  des  courbes 
rectifiables.  Il  faut  une  nouvelle  démonstration.  Tout  d'abord,  les  condi- 
tions d'applicabilité  de  la  règle  se  précisent  par  le  théorème  suivant, 
qui  a  lieu  sous  les  trois  conditions  énumérées  au  début  du  numéro  : 

Si  la  ligne  L  décrite  par  le  point  [u,  v)  dans  D'  est  recii fiable^  celle  C 
décrite  par  [x,  y)  dans  D  Vest  aussi. 

Il  suffit  de  montrer  (t.  I,  no  303)  que  le  périmètre  d'un  polygone 
inscrit  dans  C  a  une  limite  supérieure.  Pour  cela,  inscrivons  dans  les 
courbes  C  et  L  deux  polygones  dont  les  sommets  se  correspondent  par 
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les  formules  de  transformation.  Désignons,  en  général,  par  c  et  Z  deux 
côtés  correspondants  de  ces  polygones,  par  Aw  et  Ar  les  accroissements 
de  îi  et  7^  sur  l,  par  Ix  et  A?/  ceux  de  x  et  p  sur  c.  On  aura 

c  =  \^Ââ?^~+~S^  l  =  VÂmM^~ÂÛ2^ 

La  formule  de  Tajlor  bornée  k  un  terme  (t.  I,  n°  132)  donne 
(0  <  6  <  1)  : 

(4)         ^x  -  A'i  =  (Aw  4-  +  Aï'  4-"!  ^  ("  ^-  0^",  "  +  OAu) 
\       au  w/ 

et  on  en  conclut,  M  étant  une  limite  supérieure  absolue  des  dM'ivées 
partielles  de  tp  et  de  ^^z  dans  l'airo  D',  que  Aa;  (et  pareillement  Ay)  est 
inférieur  en  valeur  absolue  à  M  |  ^u  |  -j-M  j  Av  |  et  a  fortiori  à  2M^. 
Il  vient  donc 

c  <  V4M¥"T4M¥  <  3M/. 

Donc,  si  l'on  désigne  aussi  par  L  la  longueur  de  la  ligne  L,  le  péri- 
mètre 2c  ne  surpassera  pas  3MS^  ni  a  fortiori  la  limite  fixe  3ML.  La 
courbe  C  est  donc  rectifîable. 

Ceci  posé,  nous  allons  établir  la  formule  (2)  en  prouvant  que  la  diffé- 
rence des  intégrales  des  deux  membres  est  nulle. 

Considérons  touiours  les  deux  polygones  inscrits  dans  L  et  C  et  con- 
servons les  notations  de  la  démonstration  précédente.  Par  définition  de 
ces  deux  intégrales,  leur  diflërence  est  la  limite  de  la  somme 

\  Ole  dv      I 

qui,  par  la  formule  [/S)^  prend  la  forme 

2P  it^u  -V-  +  Au  -y-)  [cf  (?<  +  0  Aw,  V  +  0  Ay)  —  o  (?^  v)    . 

Cette  somme  a  pour  limite  0  avec  tous  les  A?<  et  Au.  En  effet,  P  ayant 
un  maximum  absolu  et  les  dérivées  partielles  étant  continues,  les 
coefficients  de  Lu  et  Au  finissent  par  décroître  en  valeur  absolue  en 
dessous  de  tout  nombre  positif  e,  et  cela  dans  tous  les  termes  à  la  fois. 
Alors  leur  somme  est  moindre  en  valeur  absolue  que 

Se  I  A«  I  +  i:£  I  Au  I  <  1^  2tl  <  2eL, 

quantité  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  t. 

101.  Intégrales  curvilignes  qui  ne  dépendent  que  de  leurs  limites.  — 
En  général,  l'intégrale  curviligne  elîectuée  sur  une  ligne  C,  tracée  dans 
le  plan  xij  et  allant  du  point  [x^,  y^)  au  point  (X,  Y),  dépend  non 
seulement  de  ces  deux  points,  mais  aussi  du  tracé  de  la  ligne.  L'inlé- 


£ 
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grale  devient  particulièrement  intéressante  à  considérer,  lorsque  sa 
valeur  ne  dépend  que  des  extrémités  de  la  ligne  d'intégration  et  du 
sens  du  parcours.  Dans  ce  cas,  il  est  naturel  de  Aure  apparaître  cette 
propriété  dans  la  notation  elle-même,  qui  rappellera  celle  des  inté- 
grales ordinaires  ;  l'intégrale  elïectuée  de  [x^,  y^)  à  (X,  Y)  sur  une 
ligne  arbitraire  se  désignera  donc  par 

'^'"'^dx  4-  Qdy 

et  l'on  dira  que  l'intégrale  curviligne  ne  dépend  que  de  ses  limites. 
Nous  allons  étudier  sous  quelles  conditions  il  en  sera  ainsi.  Le  théo- 
rème suivant  montre  déjà  l'étroite  relation  de  cette  question  avec 
celle  des  différentielles  exactes  étudiées  dans  le  paragraphe  précédent. 

102.  Théorème  1.  —  Si  Vdx  +  Qdy  est  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  ¥{x,y),  uniforme  dans  l'aire  D  {c'est-à-dire  n'ayant  qu'une 
seule  valeur  en  chaque  point  de  l'aire),  l'intégrale  de  Pdx  -\-  Qdy  ne 
dépendra  que  de  ses  limites  sur  toute  ligne  de  Faire  D  et  elle  sera  égale 
à  l'accroissement  de  F  enti^e  les  exti^émités  de  la  ligne  d'intégration. 

En  effet,  soient  C  la  ligne  d'intégration,  {Xq,  yo)  et  (X,  Y)  ses  extré- 
mités, to  et  T  les  valeurs  correspondantes  du  paramètre  t.  Prenons  t 
comme  variable  d'intégration  ;  il  vient 

dx   .  ^  rfy\  7,_f^rfF 


dt 

0 


Par  conséquent, 

(5)  j[  Pdx  +  Qdy  -=  F  (X,  Y)  -  F  (x^,  yo), 

ce  qui  prouve  la  proposition.  On  peut  donc  écrire,  dans  ce  cas 
comme  dans  celui  des  quadratures  ordinaires. 


P'^  Pdx  -h  Qdy  =  C''  d  F  {X,  y)  =  \v  {x,  y) 


^i^'Vf, 


Au  point  de  vue  plus  général  des  courbes  rectifiables,  il  faut  une 
nouvelle  démonstration.  Posons 

w  =  F(a;,  y),  v  =  0. 

Quand  le  point  {ce,  y)  décrit  la  ligne  C,  le  point  {u,  v)  se  meut  sur  l'axe 
des  u  et  décrit  une  ligne  rectifiable  L  (qui  peut  se  superposer  partielle- 
ment à  elle-même,  même  un  nombre  infini  de  fois,  s'il  y  a  des  rétro- 
gradations dans  le  mouvement  du  point  ii,v).  Quoi  qu'il  arrive,  on  a, 
par  la  règle  du  changement  des  variables, 
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L'intégrale  de  du  sur  L  est,  par  définition  [t.  I,  n"  304),  la  limite  de  la 
somme  IL^u  d'une  suite  d'accroissements  consécutifs  de  u  entre  les 
valeurs  extrêmes  Wq  ^  f' (^o»  ^o)  ^t  Uo  =  F(X,  Y),  somme  toujours 
égale  à  U  —  Uq.  Donc  l'intégrale  de  du  sur  L  et,  par  conséquent,  celle 
de  P  dx  -\-  Qdy  sur  C  sont  aussi  égales  à  U  —  Mq,  ce  qui  établit  la 
formule  (5). 

103.  Théorème  II.  —  Si  Vintégrale  de  Vdx  -\-  Qdy  ne  dépend  que 
de  ses  limites  sur  toute  ligne  polygonale  de  l'aire  D,  Pdx  +  Qdy  est  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  F  [x,  y)  uniforme  dans  l'aire  D  et,  par 
conséquent,  en  vertu  du  théorème  précédent,  Vintégrale  de  Vdx  -\-  Qdy 
ne  dépend  non  plus  que  de  ses  limites  sur  toute  ligne  courbe  de  l'aire  D. 

En  effet,  soient  [Xq,  y^]  un  point  fixe  et  (X,  Y)  un  point  variable 
dans  l'intérieur  de  D.  Désignons  par 

F(X,Y)=r''  9dx  +  Qdy 


l'intégrale  effectuée  sur  un  contour  polygonal  arbitraire  entre  ces 
deux  points.  Cette  fonction  F  (X,  Y)  est  uniforme  par  hypotbèse,  il 
reste  donc  à  montrer  qu'elle  a  pour  dérivées  partielles  P  et  Q. 

Laissons  Y  fixe  et  donnons  à  X  un  accroissement  infiniment  petit 
AX  =  /i.  Pour  calculer  la  nouvelle  intégrale,  on  peut  choisir  un 
polygone  d'intégration  ayant  pour  dernier  côté  la  droite  qui  joint  le 
point  (X,  Y)  à  (X  +  /i,  Y).  L'accroissement  AF  se  réduit  alors  à  l'inté- 
grale sur  ce  dernier  côté,  où  y  est  constant  et  dy  nul,  c'est-à-dire  à 
l'intégrale  définie  ordinaire 


AF  =         P  [x,  Y)  dx. 


On  en  déduit,  par  le  théorème  de  la  moyenne,  AF  ^  P  (X  +  0^)  AX 
et,  par  conséquent, 

Fx  =  Hm||-P(X,Y);  de  même,    Y[=Q. 

En  rapprochant  les  deux  théorèmes  précédents,  on  voit  que  l'on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

104.  Théorème  III.  —  SiV  et  Q  sont  des  fonctions  continues  de  x 
et  de  y  dans  l'aire  D,  la  condition  nécessaire  et  sulfisante  pour  que 
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rintégrale  curviligne  de  Vdx  -\-  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  limites  dans 
l'intérieur  de  l),  est  que  ?dx  -f-  Q^^V  soit  la  dilférentielle  totale  d'une 
fonction  uniforme  dans  cette  aire. 

105.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  étudier  dans  quel  cas 
Prfx-  4-  Qdy  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme. 
Jusqu'ici  nous  avons  énoncé  les  théorèmes  indépendamment  de  toute 
hypothèse  sur  les  dérivées  de  P  et  de  Q  et  sur  la  forme  de  l'aire  D. 
Dorénavant  nous  admettrons  que  l'aire  D  est  à  contour  simple  et  que 
les  fonctions  P  et  Q  admettent  deux  dérivées  partielles  P^  et  Q'^ 
déterminées  et  continues  dans  cette  aire.  Dans  ce  cas,  on  sait  déjà  que 
l?dx  +  Qdy  ne  peut  être  la  différentielle  d'une  fonction  F  que  si  P' 
et  Q!p  sont  identiques  (comme  égaux  tous  deux  à  f!^^).  Nous  allons 
compléter  ce  résultat  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Si  ?  et  Q  et  les  dérivées  P  et  Q^  sont  des  fonctions 
uniformes  et  continues  de  x  et  de  y  dans  une  aire  D  à  contour  simple, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Pdx  -\-  Qdy  soit  la  diffé- 
rentielle totale  d'une  fonction  Y  {x ,  y)  uniforme  dans  l'intérieur  de  D , 
donc  aussi  (Théor.  III)  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'intégrale  de  Pdx  +  Qdy  ne  dépende  que  de  ses  limites  sur  toute  courbe 
tracée  dans  D,  est  que  l'on  ait  l'identité  P^  =  Q'^^^  dans  l'intérieur  de 
l'aire  D. 

Commençons  par  un  calcul  préalable,  qui  fournit  déjà  une  expres- 
sion analytique  importante  de  l'intégrale  F  dans  une  aire  limitée  par 
un  contour  convexe. 

Soient  Xo,  yo  un  point  fixe  et  X,  Y  un  point  variable  de  l'aire  D. 
Faisons  varier  le  point  X,  Y  de  telle  façon  que  la  droite  qui  joint  ces 
deux  points  ne  sorte  pas  de  l'aire  D.  L'intégrale,  effectuée  en  ligne 
droite  entre  ces  deux  points, 

F(X,Y)=  r^'pdx  +  Qdy 

est  une  fonction  uniforme  de  X,  Y.  Nous  allons  voir  que  F  {x,  y)  est 
une  intégrale  de  ?dx  -f  Qdy.  D'abord  F  (X,  Y)  se  ramène  immé- 
diatement à  une  intégrale  ordinaire,  en  posant 

x  =  Xoi-  [X  —  Xo)  t,  2/  .-^  î/o  +  (Y  —  yo)  t, 

car  le  point  {x,  y)  décrit  la  droite  d'intégration  quand  t  varie  de  0  à  1. 
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Donc,  en  prenant  /  comme  variable  d'intégration,  il  vient 
(6)     F(X.  Y)  =  j[?{x,y){\-œo)  -h  Q{-i',y)  {\-yo)\dL 

Je  dis  que  F  a  pour  dérivées  partielles  P  el  Q.  En  effet,  par  la  règle  de 
Leibnitz,  il  vient 

et,  à  cause  de  l'identité  Q^  =  P^ 

Enfin,  après  une  intégration  par  parties  sur  le  premier  terme,  les 
intégrales  se  détruisent  et  il  vient,  les  limites  se  rapportant  a  t, 


tP  r  =  P(X,  Y) 


La  démonstration  est  analogue  pour  l'autre  dérivée  partielle. 

Si  l'aire  D  est  limitée  par  un  contour  convexe,  le  point  X,  Y  peut 
parcourir  cette  aire  tout  entière.  Le  théorème  est  donc  démontré  et  la 
formule  (6)  fournit  une  expression  analytique  très  simple  de  l'inté- 
grale F  par  une  seule  quadrature. 

Si  l'aire  D  n'est  pas  limitée  par  un  contour  convexe,  l'expression 
(6j  peut  n'être  plus  valable  pour  l'aire  tout  entière  et  il  faut  une  nou- 
velle démonstration.  Mais,  le  résultat  acquis  va  nous  servir,  car  nous 
savons  que,  pour  établir  le  théorème,  il  suffit,  en  vertu  du  théorème  II 
(n"  i03),  de  prouver  que  l'intégrale  de  Pdx  +  Qûy  ne  dépend  que  de 
ses  limites  sur  un  contour  polygonal  quelconque. 

Traçons  donc,  dans  l'aire  D,  deux  polygones  ayant  les  mêmes  extré- 
mités mais  des  sommets  intermédiaires  différents.  Comme  il  n'y  a  pas 
de  vides  dans  l'aire  D,  il  est  possible  de  passer  d'un  polygone  à  l'autre 
par  une  suite  de  déformations  continues,  dans  chacune  desquelles  on 
ne  déplace  qu'un  seul  sommet  à  la  fois.  Pour  cela,  on  peut  être 
amené  à  briser  certains  côtés,  mais  alors  on  imagine  de  nouveaux 
sommets  aux  points  de  brisure.  Tout  revient  donc  à  démontrer  que 
l'intégrale  effectuée  sur  deux  côtés  consécutifs  ne  change  pas  quand 
on  déplace  le  sommet  intermédiaire. 

Soient  (a;,,  t/j)  et  (x^,  y^)  les  deux  sommets  fixes,  (X,  Y)  le  sommet 
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intermédiaire.  Comme  P  et  n  sont  uniformes,  cette  intégrale  peut 
s'écrire 

f  ^'  \prfa;  -h  (}dfj)  -  f  ""'  ^{?dx  +  Qdy), 

OÙ  les  intégrations  sont  rectilignes  dans  chaque  terme.  Cette  expres- 
sion est  bien  indépendante  de  X  et  de  Y,  car,  en  vertu  de  notre  cal- 
cul préalable,  elle  est  la  différence  de  deux  termes  qui  ont,  par 
rapport  à  X  et  à  Y,  les  mêmes  dérivées  partielles  P(X,  Y)  et  Q(X,  Y). 

106.  Remarque.  —  La  formule  de  Green  donne  une  vérification 
facile  du  théorème  précédent.  Soient  L  et  L,  deux  chemins  ayant  les 
mêmes  extrémités  et  qui  ne  se  coupent  pas.  Soit  L^-^  le  chemin  Li 
parcouru  en  sens  contraire.  Pour  que  les  intégrales  sur  L  et  Lj  soient 
égales,  il  faut  que  celles  sur  L,  et  sur  Li~*  se  détruisent.  On  vérifie 
immédiatement  qu'il  en  est  ainsi  par  la  formule  de  Green,  car  le  par- 
cours L^  Li~^  forme  un  contour  fermé,  enveloppant  une  aire  A,  etl'on  a 

1  +  {^.  P"^  +  Qéy  ^  ±j[  (|  -  f  )  ,.dy  =  0, 

puisque  la  fonction  soumise  à  la  double  intégration  est  nulle  dans 
toute  l'aire  A. 

On  pourrait  donc  chercher  dans  la  formule  de  Green  une  démon- 
stration du  théorème  précédent.  Toutefois  cette  démonstration  pré- 
sente des  difficultés  si  l'on  considère  deux  chemins  qui  se  coupent 
une  infinité  de  fois  eux-mêmes  ou  l'un  à  l'autre.  De  plus,  elle  ne 
s'étend  pas  d'elle-même  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  C'est  à 
cause  de  cela  que  la  démonstration  précédente  nous  a  paru  préférable. 

107.  Représentation  analytique  de  l'intégrale  d'une  différentielle 
totale.  —  Si  Pda-  +  Qdy  est  une  différentielle  exacte  dans  une  aire  D 
à  contour  simple,  son  intégrale  sera  donc  représentée,  à  une  constante 
près,  par  l'intégrale  curviligne 


V[x,y)=  r'^?dx-j-Qdy, 


effectuée  entre  un  point  fixe  Xo,  yo  et  un  point  variable  x,  y  de  l'aire  D. 
La  ligne  d'intégration  est  arbitraire  sauf  qu'elle  ne  peut  sortir  de  D. 
Le  point  Xo,  yo  peut  être  choisi  à  volonté  ;  en  le  faisant  varier,  on 
obtient  une  infinité  d'intégrales  qui  ne  diffèrent  que  par  une  constante. 
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La  formule  précédente  renferme  des  cas  particuliers  intéressants  : 

1°)  Si  l'aire  D  est  un  rectangle  compris  entre  des  parallèles  aux 

axes,  on  peut  aller  du  point  tixe  a,  b  ;ui  point  x,  y  du  rectangle  en 

suivant  une  parallèle  à  Ox  puis  une  parallèle  à  Oy  ou  bien  l'inverse. 

On  obtient  ainsi  les  deux  expressions  suivantes  : 

Tq  [a,  y)  dy  4-  1  "'Pix-,  y)  dx,  C  P(x-,  b)  dx  +  Ç'dix,  y)  dy, 

Jb  Ja  Ja  Jb 

qui,  à  la  constante  d'intégration  près,  sont  celles  (4)  et  (5)  obtenues 
au  n°  96. 

2"  Si  l'aire  D  est  limitée  par  un  contour  convexe,  on  peut  aller  en 
ligne  droite  du  point  fixe  au  point  mobile  et  l'on  obtient  pour  l'in 
tégrale  l'expression  (6)  que  nous  avons  rencontrée  au  n"  précédent. 
Cette  dernière  expression  a  l'avantage  de  ne  comporter  qu'une  seule 
quadrature, 

108.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  —  L'analyse 
précédente  s'étend  d'elle-même  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes,  car  la  considération  du  polygone  sur  laquelle  reposent  les 
démonstrations  s'étend  d'elle-même  à  l'espace  et  à  l'hyperespace. 

Nous  nous  contenterons  d'énoncer  les  résultats  pour  trois  variables  : 

Soient  P,  Q,  R  trois  fonctions  continues  et  uniformes  de  x,y,  z,  admet- 
tant des  dérivées  partielles  premières  continues  dans  un  domaine  D. 
Ce  domame  D  peut  être  limité  par  une  ou  plusieurs  surfaces,  mais  on  le 
suppose  tel,  que  tout  contour  fermé  qu'on  y  trace  puisse  se  réduire  à  un 
point  unique  par  une  déformation  continue  sans  sortir  de  D.  (Dans  le  cas 
de  deux  variables,  c'est  la  simplicité  du  contour  de  l'aire  qui  assurait 
cette  condition). 

On  aura  alors  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Pdx  -j-  Qdy  -\-  Rdz  soit 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  F[x,y,  z)  dans  D,  ou  pour 
que  Vintégrale  curviligne 


/' 


^dx  -f  Qrfy  -(-  Rdz 
ne  dépende  que  de  ses  limites  dans  D,  est  que  l'on  ait,  datis  ce  domaine, 


dp_^ 

dQ      ôR 

dR  _dP 

dy       dx^ 

dz  -  dy  ' 

dx  ~  dz 

Dans  ce  cas,  F{x,  y,  z)  sera  exprimée,  à  une  constante  près,  par  l'inté- 
grale curviligne 


(    '  ^'  ""  Pdx  -f  Qdy  -f  Rdz, 
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effectuée  sur  un  chemin  arbitraire  entre  un  point  fixe  et  un  point  variable 
du  domaine  L). 

Si  l'on  intègre  sur  un  chemin  polygonal  dont  les  trois  côtés  soient  res- 
pectivement parallèles  à  Ox,  Oy  et  O^,  on  retrouve  les  trois  expressions 
du  n»  98. 

Si  l'on  intègre  en  ligne  droite,  on  peut  poser 

^  =  Xo-\-[x  —  Xa)t,      r^=y^-\-{y—y^)t,      ^  =^0 -f-(r  — Zo)/f 
et  l'intégrale  F[x,y,z)  est  donnée  par  une  seule  quadrature  : 


^1 


On  vérifie  directement,  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  n»  105,  que 
cette  expression  a  pour  dérivées  partielles  P,  Q,  R. 

Exercices. 

1,  Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale 
de  surface 

(1)  I  j    kdydz  +  Bdzdx  -\-  Cdxdy 

ne  dépende  que  du  contour  L  de  la  surface  et  non  de  la  forme  de  celle-ci  ? 
R.  11  faut  que  l'intégrale  soit  nulle  sur  toute  surface  fermée  S.  Soit  V 
le  volume  compris  dans  S  supposée  fermée  ;  l'intégrale  de  surface  revient 
par  la  formule  de  Green  à  l'intégrale  triple 


m^^î^'^y'^'^''- 


Cette  intégrale  devant  s'annuler  quel  que  soit  V,  la  condition  cherchée 
est 

12)  ^  +  f  +  *i  =  o. 

'  '  OX       dy       dz 

2.  Montrer  que  si  l'intégrale  de  surface  (1)  ne  dépend  que  du  contour 
L  de  S,  elle  se  ramène  à  une  intégrale  curviligne  sur  L. 

R.  La  condition  (2)  ayant  lieu,  il  est  possible  de  déterminer  trois 
fonctions  P,  Q,  R  par  les  relations 

^_^  =  A        ^_^  =  B        ^_^  =  C 
dy       dz         ^      dz      dx         '      dx       dy  ~    ' 

On  y  satisfait,  par  exemple,  en  posant 

P  =   (^Bdz  —  (c{x,  y,  zo)  dy,     Q  =  —  Ckdz    ,     R  =  0 
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L'intégrale  de  surface  se  transforme  alors  par  la  formule  de  Stokes 
(n°  34)  dans  l'intégrale  curviligne 


(3)  (l'dx  +  Qdy  -\-  Rdz. 


Ce  résultat  permet  de  généraliser  la  notion  des  différentielles  exactes. 
On  dit  (Poincaré)  que  l'équation  (2)  exprime  la  condition  pour  que  (1) 
soit  une  intégrale  de  différentielle  exacte.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'inté- 
grale double  (1)  se  ramène  à  l'intégrale  simple  (3).  Cette  généralisation 
peut  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 


CHAPITRE  III. 

Equations  différentielles. 
Généralités.  Equations  du  premier  ordre. 


§  1.  Formation  des  équations  différentielles. 

109.  Définitions,  Ordre  d'une  équation.  —  On  appelle  équation  diffé- 
rentielle une  relation  qui  renferme  à  la  fois  les  variables  et  leurs  diffé- 
rentielles (ou  leurs  dérivées).  Celles  qui  ne  renferment  qu'une  seule 
variable  indépendante  et  les  dérivées  des  variables  dépendantes  s'ap- 
pellent des  équations  différentielles  ordinaires.  Nous  ne  nous  occupe- 
rons pour  le  moment  que  de  celles-là. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'équation  ne  contient  que  la 
variable  indépendante  x,  une  fonction  inconnue  y  et  sa  dérivée  pre- 
mière y'.  Cette  équation  est  de  la  forme 

f[x,y,y')^0 

et  l'on  dit  qu'elle  est  du  premier  ordre. 

En  général  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n  contient  la  variable 
indépendante  x,  une  fonction  y  et  des  dérivées  de  y  jusqu'à  l'ordre  n 
inclus. 

Les  relations  entre  les  seules  variables  qui  résultent  des  équations 
différentielles  sont  les  intégrales  ou  les  solutions  de  ces  équations. 

La  génération  des  équations  différentielles  peut  se  concevoir  d'une 
manière  qui  permet  de  prévoir  la  nature  de  leurs  intégrales. 

110.  Formation  d'équations  du  premier  ordre.  —  Soit  une  équation 
(1)  F(a:,t/,C)  =  0 

entre  deux  variables  x,  y  et  une  constante  arbitraire  G.  En  la  dérivant, 


on  aura 


<^)         i+|^-«- 
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Généralement  cette  équation  renferme  encore  C  ;  mais,  si  l'on 
élimine  C  entre  (1)  et  (2),  on  obtient  une  relation 

(3)  f{x,  y,  y')  =  0, 

qui  a  au  moins  la  même  généralité,  mais  a  lieu  entre  x,  y  et  y'  seuls  quel 
que  soit  C.  C'est  une  équation  diirérentielle.  Elle  exprime  par  exemple, 
une  propriété  géométrique  commune  à  toutes  les  courbes  représentées 
par  l'équation  (1),  C  restant  quelconque. 

L'équation  (1)  qui  renferme  une  constante  arbitraire,  s'appelle 
V intégrale  générale  de  l'équation  (3).  On  voit  ainsi  que  l'intégration 
d'une  équation  du  premier  ordre  a  pour  effet  d'introduire  une  cons- 
tante arbitraire.  La  généralité  de  ce  résultat  sera  établie  dans  le  para- 
graphe suivant. 

111.  Exemples.  —  1°  L'équation  des  cercles  concentriques  autour  de 
l'ovigine  estic^  -\-  y^  —  C.  En  la  dérivant,  on  trouve  la  relation  cc-\-yy'  =  0 
qui  exprime  une  propriété  commune  à  tous  les  cercles. 

2°  Soit  Véquation  des  coniques  homofoccdes 


a+C ' 6+C 
On  en  tire 


1^  I.   I   n       ^ 


et,  en  résolvant  ce  système  par  rapport  à  1  :  (a  -|-  C)  et  1  :  (6  +  C), 

^''         i  y'  Il 


a-\-C      x^y' — xy  6  +  C       y^—^njy' 

d'où  l'équation  différentielle  de  ces  coniques 

112.  Formation  d'équations  du  deuxième  ordre.  —  Considérons 
maintenant  une  équation  avec  deux  constantes  arbitraires 

(4)  ¥{x,y,G,,C,]=^0. 

Si  l'on  dérive  une  première  fois,  on  obtient 

Généralement  il  est  impossible  d'éliminer  Cj  et  Cj  entre  (4)  et  (5), 
auquel  cas  il  n'existe  aucune  relation  sans  constante  arbitraire  entre 
X,  y  et  y'.  On  dit  alors  que  les  deux  constantes  sont  distinctes,  et  pour 
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les  éliminer,  il  faut  dériver  une  fois  de  plus  ce  qui  introduit  y".  L'éli- 
mination des  constantes  conduira  donc  à  une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  former  cette  équation,  on  peut  aussi  faire  l'élimination  de 
proche  en  proche.  On  élimine  d'ahord  une  des  constantes,  Gg  par 
exemple,  entre  (4)  et  (5),  ce  qui  suppose  que  (5)  renferme  encore  les 
deux  constantes,  sinon  l'élimination  serait  toute  faite.  On  a  de  la 
sorte  une  relation 

(6)  fA^.y,y',  c,)-=o, 

qui  renferme  encore  une  constante  arbitraire.   . 

Maintenant  on  peut  éliminer  Cj  entre  (6)  et  sa  dérivée,  ce  qui  four- 
nit l'équation  cherchée 

(7)  fA^^v^y',y")-^' 

Celle-ci,  qui  ne  renferme  plus  de  constante  arbitraire,  a  au  moins 
la  même  généralité  que  les  précédentes. 

La  relation  (7)  est  la  seule  relation  indépendante  des  constantes 
arbitraires  (supposées  distinctes)  qui  puisse  exister  entre  x,  y,  y'  et  y", 
car,  s'il  en  existait  une  autre,  en  éliminant  y"  entre  elles  deux,  on 
trouverait  une  relation  sans  constante  entre  x,  y  et  y\  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

L'équation  (7)  est  une  équation  différentielle  du  second  ordre;  l'équa- 
tion (6)  est  du  premier  ordre,  mais  contient  une  constante  arbitraire  : 
c'est  une  intégrale  première  de  l'équation  (7).  Enfin  l'équation^)  qui 
contient  deux  constantes  arbitraires  est  son  intégrale  générale. 

On  prévoit  d'après  cela  que  l'intégration  d'une  équation  du  second 
ordre  doit  introduire  deux  constantes  arbitraires,  ce  qui  sera  démon- 
tré rigoureusement  dans  le  paragraphe  suivant. 

113.  Formation  d'équations  d'ordre  quelconque.  —  Ces  résultats  se 
généralisent  aisément.  Soit  une  équation  avec  n  constantes 

(8)  F(^,î/,C„C„...Cn)^0. 

Si  on  la  dérive  n  —  1  fois  de  suite,  on  forme  (n  —  1)  équations  nou- 
velles et  l'on  a  en  tout  n  équations  entre  les  n  constantes  et  x,  y,  y',... 
?/«-'.  On  dit  que  les  constantes  sont  distinctes  si  l'élimination  des  n 
constantes  entre  ces  n  équations  est  impossible,  ou  s'il  n'existe  pas  de 
relation  sans  constante  arbitraire  entre  x,  y,  y',...  «/«-*.  Mais,  si  l'on 
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dérive  une  fois  de  plus,  on  a  (w  +  l)  équations  entre  lesquelles  on 
peut  éliminer  les  n  constantes,  ce  qui  conduit  à  une  relation  entre 
X,  y,  y\....y'\ 

Pour  former  cette  relation,  on  peut  d'ailleurs  faire  l'élimination  de 
proche  en  proche.  En  éliminant  C,»  entre  F  =  0  et  sa  dérivée,  on 
trouva 

De  même,  en  éliminant  d-i  entre  /i  =  0  et  sa  dérivée, 

Après  n  opérations- analogues,  on  obtiendra 
(9)  fn{x,y,y\...y^^)  =  0. 

Cette  relation  est  la  seule  qui  puisse  exister  entre  x,y.  y',...  y"  sans 
constante  arbitraire,  car,  s'il  y  avait  deux  relations  distinctes,  on  en 
déduirait  une  autre  entre  x,  y,...  «/"-^  seulement  et  les  constantes  ne 
seraient  pas  distinctes. 

L'équation  (9)  est  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n.  Les  équa- 
tions successives  fn-î-^  ^,fn-i  =  0,.../|  =  0,  qui  renferment  chaque 
fois  une  dérivée  de  moins  et  une  constante  arbitraire  de  plus,  sont 
des  intégrales  premières,  secondes,...  [n  —  1)"^^  de  l'équation  (9).  Enfin 
l'équation  F  --  0  qui  a  lieu  entre  x  Qiy  seuls  et  renferme  n  constantes 
arbitraires  est  son  intégrale  générale. 

On  conçoit  donc  que  l'intégration  d'une  équation  de  l'ordre  n  aura 
généralement  pour  eflet  d'introduire  n  constantes  arbitraires,  ce  qui 
sera  démontré  rigoureusement  dans  le  paragraphe  suivant. 

114.  Exemples.  —  1°  V équation  générale  des  cercles 

x^  +  2/'  +  2fw;  -h  2%  +  c  =  0 

contient  trois  constantes  arbitraires.  Son  équation  différentielle  sera  donc 
du  3e  ordre.  Pour  l'obtenir,  dérivons  d'abord  deux  fois  de  suite,  il  vient 

1  +  ^'^  +  yy''  +  H'  -  0. 

Divisons  par  </"  et  dérivons  une  dernière  fois,  on  a 

(^-^'y  +  ^'  =  0,      d'où  3;y'^"^  =  (l+2/'^;^"'. 

2°  Inéquation  générale  des  coniques  étant 

y  =^  ax  -{-  b  -\-  \ 2^^'  +  2  ^£c  +  r, 
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leur  équation  différentielle  a  été  obtenue  par  Halphen  comme  il  suit  :  En 
dérivant  deux  fois,  il  vient 

px  -\~q  „  pr  —  5-2 


Sjpx"~  ■\-2qx-\-r  iP^''  +^q^  +  rfli 

d'où 


Dans  le  cas  de  la  parabole,  p  =  0  ;  l'équation  se  réduit  au  4"  ordre 

(^"-t)"=0. 

Si  l'on  effectue  les  dérivations  indiquées  et  qu'on  chasse  les  dénomina- 
teurs, on  trouve,  pour  l'équation  différentielle  des  coniques, 

40î/"'3  _  45  y''  y"'  yiy  +  Qy'"~  y^  ^  Q, 

et,  pour  celle  des  paraboles, 

5j/"2_3y"j/iv_o. 

§  2.  Généralités  sur  les  intégrales  des 
équations  différentielles. 

115.  CoDsidérations  préliminaires.  —  Soit  une  équation  du  l^""  ordre 

(1)  y'=n^,y)- 

Intégrer  cette  équation,  c'est  trouver  toutes  les  fondions  ^  de  a; 
qui  la  vérifient.  Au  point  de  vue  géométrique,  c'est  trouver  toutes  les 
courbes  dont  la  tangente  possède,  en  chaque  point  [x,  y),  la  direction 
déterminée  par  l'équation  (1). 

La  première  question  qui  se  pose  est  de  savoir  si  le  problème  admet 
des  solutions  et  combien  il  en  admet.  L'interprétation  géométrique 
fait  prévoir  la  réponse. 

En  effet,  imaginons  qu'une  courbe  intégrale,  c'est-à-dire  satisfai- 
sant à  l'équation  (1),  soit  décrite  par  un  point  mobile.  Dans  chacune 
de  ses  positions  successives,  ce  point  marche  dans  une  direction  im- 
posée par  l'équation  il).  On  conçoit  aisément  que  son  mouvement 
sera  déterminé  de  proche  en  proche,  mais  le  point  de  départ  reste 
arbitraire.  Il  existera  donc  une  infinité  de  courbes  répondant  à  la 
question,  chacune  d'elles  étant  déterminée  par  un  de  ses  points  con- 
sidéré comme  initial.  Par  conséquent,  il  existera  aussi  une  infinité 

9 
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d'intégiales  ou  de  fonctions  y  satisfaisant  à  l'équation  (1).  Une  inté- 
grale sera  déterminée  par  sa  valeur  initiale  i/o  pour  x  =  Xo,  mais 
cette  valeur  reste  arbitraire. 

Considérons  maintenant  deux  équations  simultanées  entre  deux 
fonctions  y  et  z  de  x  : 

(2)  y' =  (,{x,y,z),  z' =  f^{x,y,z). 

Au  point  de  vue  géométrique,  intégrer  le  système  c'est  trouver 
toutes  les  courbes  de  l'espace  dont  la  tangente  possède,  en  chaque  point 
(x,  y,  z)  de  la  courbe,  la  direction  définie  par  les  équations  ^2).  Un  point 
qui  décrit  une  courbe  intégrale  marche  donc  dans  une  direction  qui  est 
définie  à  chaque  instant  par  la  position  actuelle  de  ce  point,  ce  qui 
déterminera  généralement  le  mouvement,  sauf  que  la  position  initiale 
du  point  mobile  reste  arbitraire.  On  conçoit  donc  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  courbes  répondant  à  la  question,  chacune  d'elles  étant  déter- 
minée par  un  de  ses  points.  Au  point  de  vue  analytique,  il  existe  donc 
une  infinité  d'intégrales  ou  de  couples  de  fonctions  y,  z  satisfaisant  aux 
équations  (2)  ;  chaque  intégrale  est  déterminée  par  ses  valeurs  ini- 
tiales î/o  et  Zo  pour  x  =  ^o,  valeurs  qui  restent  arbitraires. 

Si  l'on  considère  plus  de  deux  équations  simultanées,  la  représen- 
tation géométrique  fait  défaut,  mais  les  conclusions  se  généralisent 
d'elles-mêmes. 

Les  raisonnements  précédents  sont  dépourvus  de  valeur  démons- 
trative, mais  ils  font  nettement  saisir  la  nature  du  problème.  Us  faci- 
litent l'intelligence  des  démonstrations  rigoureuses  qui  suivent  et 
qui  vont  mettre  en  lumière  les  conditions  sous  lesquelles  les  conclu- 
sions précédentes  sont  exactes. 

■  **»'■ 
116.  Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  diflPérentielle  du  premier 

ordre.  —  Considérons  l'équation  différentielle 

y'  =  f{x,  y)  ; 

on  aura  le  théorème  fondamental  suivant  ; 

THÉORÈME  FONDAiMENTAL.  —  Si  les  fonctions  [et  Esont  conti- 
nues et  à  détermination  simple  dans  un  domaine  D  et  qu'on  désigne  par 
[Xo,  yo)  un  point  de  l'intérieur  du  domaine,  l'équation  admet,  dans  ce 
domaine,  une  intégrale  y  =  Y{x)  et  une  seule,  ayant  la  valeur  initiale  yo 
pour  X  =  Xo. 

Soient  M  le  maximum  de  |  /"  |  et  M' celui  ûe  \  fi,  \  dans  D  ;  soient  en- 
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suite  oetft  deux  nombres  positifs  tels  que  le  rectangle  R  défini  par  les  iné- 
galités I  X — Xo  \  ^a,  \  y  —  î/o  I  ^  &  soit  dans  l'intérieur  de  D.  Choi- 
sissons un  nombre  positif  5  inférieur  aux  trois  quantités  a,  &  :  M  et 
1  :  M'.  Faisons  alors  varier  x  dans  l'intervalle  (Xo,  Xo  +  o);  on  aura  la 
suite  de  propositions  suivantes,  qui  établissent  le  théorème  : 

\.  Si  la  fonction  y  est  continue  ainsi  que  y',  si  elle  a  pour  valeur  ini- 
tiale yo,  si  enfin  elle  vérifie  l'équation  différentielle  sauf  une  erreur 

<  e,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(1)  2/'  =  f{x,  y)  +  0),  I  w  I  <  e, 

I  w  I  étant  l'erreur  en  question,  le  point  {x,  y)  ne  sortira  pas  du  rectan- 
gle R,  pourvu  que  e  soit  assez  petit. 
Intégrons  (1)  de  Xo  à  x,  il  vient 

(2)  y  —  yo=\    ïf{x,  î/)  +  w  dx. 

Tant  que  {x,  y)  est  dans  R,   |  /"  |  est  <  M  ;  on  tire  donc  de  (2) 
\y  —  yo\<\  M+£  dx  =  Mù  +  eS. 

JXq        L 

C#mme  Mo  est  <  &,  M8  +  e5  l'est  aussi,  pourvu  que  e  soit  assez 
petit.  Alors   \  y  —  yo  |  est   <  &  et  comme  d'ailleurs  \x  —  Xo  \  est 

<  8  <  «,  le  point  {x,  y)  ne  peut  atteindre  le  bord  du  rectangle  R.  Il 
ne  peut  donc  a  fortiori  en  sortir. 

II.  Si  deux  fonctions  y  et  Y  ont  la  même  valeur  initiale  yo  et  vérifient 
l'équation  différentielle  sauf  une  erreur  <  e,  leur  di/Jérence  Y  —  y  est  une 
quantité  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e  et  le  rapport  |  Y  —  y  \  :  s  reste 
inférieur  au  nombre  fixe  28  :  (1  — §iVI')  si  e  teiid  vers  0. 

Soient  w  et  w'  les  erreurs  relatives  à  «/  et  Y.  En  soustrayant  l'une 
de  l'autre  les  deux  équations  analogues  à  (2),  il  vient 

'(-y=r[f(x,\)-fix,y)  +  io'-^]dx 

Donc  (-ri  étant  compris  entre  y  et  Y) 

\-y=  \\Y-y)fl{x,-n)+^'-'^]dx. 

Les  points  {x,  y],  {x,  Y)  et  par  suite  {x,  -/•,)  sont  dans  R,  donc  fl  {x,  t,) 
est  <  M',  et  si  l'on  désigne  par  jji  le  maximum  de  |  Y  — y  \  dans  l'in- 
tervalle de  Xo  à  Xo  -1-  8,  on  tire  de  l'équation  précédente  (8  étant 
<  1  :  M') 
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,u<|*'     (piM'  +  2e)(f.r  =  HLM'S  +  2e3,      d'où      7  <  ^35]^, 

III  On  peut  définir  par  des  quadratures  une  fonction  cp{a;),  dépendant 
d'un  paramètre  positif  a,  continue  ainsi  que  ^'[x],  ayant  pour  valeur 
initiale  ijo  et  qui  vérifie  l'équation  différentielle  sauf  une  erreur  dont  le 
rapport  à  a  reste  <  MM'  quand  a  tend  0. 

On  pose  o{x)  =  yo,  si  x  i^  Xo  ;  et,  si  x  >  Xo,  on  pose 


o{x)  =  yo+      f[x,  '^{x  —  a)]  dx, 


ce  qui  définit  d'abord    o(x)    par  une   quadrature  dans  l'intervalle 
(a^o.a'o  +  y-),  puis  de  proche  en  proche,  par  deux,  trois,...  quadratures, 
dans  les  intervalles  {Xo  +  a,  Xo  -h  2a),  {Xo  +  2a,  .To  +  3a),.,.  grâce 
à  la  connaissance  de  ^p  dans  les  intervalles  précédents. 
En  dérivant  cette  formule,  on  obtient 

cp'(A-)  ^f[x,  'f{x  —  a)] 

Cette  expression  montre  que  |  (f>'{x)  |  est  <  M  (car  une  démonstra- 
tion pareille  à  celle  de  la  proposition  I  montre  que  le  point  x,  cp  restera 
dans  R)  ;  comme,  d'autre  part  /^  est  <  M',  il  vient,  en  appliquant 
deux  fois  le  théorème  des  accroissement  finis, 

I  f[x,  r^{x)]  -  f[x,  cp(x  -  a)l  I  <  M'  I  cp(^0  —  o{x  -  a)  I  <  MM'a. 

Comparons  cette  inégalité  à  l'équation  précédente  ;  on  en  conclut 
(C.  Q.  F.  D)  : 

I  '^'(^)_/'(a-,  cp)  I  <  MM'a. 

IV.  Si  a  tend  vers  0,  'Ji[x)  tend  uniformément  vers  une  intégrale  Y{x) 
de  l'équation  difflrentielle,  ayant  la  valeur  initiale  yo. 

En  effet,  o{x)  vérifie  cette  équation  sauf  une  erreur  infiniment 
petite  avec  a.  Donc  les  diverses  fonctions  (p  se  rapprochent  indéfini- 
ment les  unes  des  autres  (proposition  II)  et  tendent  uniformément 
vers  une  limite  F.  Revenons  maintenant  à  la  formule 


^{x)  =  2/0+1    f[x,^(x  —  a)] 

J/r. 


dx. 


Quand  a  tend  vers  0,  cp  [x)  et  cp  {x  —  a)  tendent  uniformément  vers 
Y{x),  il  vient  donc,  à  la  limite, 


y{x)  =  yo  4-  rf{x,¥)dx. 
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Cette  formule  montre  immédiatement  que  ¥(x)  est  une  fonction  con- 
tinue ayant  la  valeur  initiale  yo,  ensuite  (en  la  dérivant)  que  F  est  une 
intégrale. 

y .  Si  la  fonction  y  vérifie  l'équation  dill'érentielle  sauj  une  erreur  <  e, 
sa  différence  F  —  y  avec  l'intégrale  de  même  valeur  initiale  î/o,  est  aussi 
petite  que  l'on  veut  avec  s  et  le  rapport  |  F  —  ^  |  :  £  veste  inférieur  au 
nombre  fixe  28  :  (1  —  oM')  quand  t  tend  vers  0. 

Cette  proposition,  qui  comporte  évidemment  que  l'intégrale  soit 
unique,  est  un  cas  particulier  de  II,  car  on  peut  considérer  l'intégrale 
comme  une  fonction  qui  vérifie  l'équation  différentielle  sauf  une 
erreur  nulle. 

Nous  avons  raisonné  dans  tout  ceci  sur  l'intervalle  {Xo,  Xo  +  o),  il 
est  clair  qu'on  établirait  les  mêmes  propositions  pour  l'intervalle 
[xo  —  5,  Xo).  Le  théorème  fondamental  est  donc  démontré. 

117.  Théorème.  —  L'iniégi^ale  est  une  fonction  F  [x^  y^)  de  sa  valeur 
initiale  y^pour  x  =■  Xo.  C'est  une  fonction  continue  de  z/o,  qui  admet  par 
rap}port  à  i/o  urœ  dérivée  partielle^  fonction  continue  de  x. 

En  effet,  soit  AF  l'accroissement  de  F  pour  l'accroissement  A^o  de  î/o. 
On  a,  par  une  soustraction  puisque  F  et  F  +  AF  sont  des  intégrales, 

(AF)'  =  f[x,  F  +  AF)  -  f{x,  F)  =  AF  /^(a;,  F  +  6AF) 

(0  <  e  <  1) 

Divisons  par  AF  et  intégrons  de  Xq  à  x^  il  vient,  puisque  Ai/o  est  la 
valeur  initiale  de  AF, 


^oe^^^^lo^^+'i^^)^-- 


Donc  AF  tend  vers  0  avec  Ai/o  et  il  vient,  à  la  limite,  ce  qui  prouve  le 
théorème. 


"^"'wrÙ''^-^^'^- 


118.  Existence  de  l'intégrale  d'un  système  du  If^""  ordre.  —  Considé- 
rons maintenant  n  fonctions  inconnues  ^i,  Xo,...  Xn  d'une  variable 
indépendante  /.  Soient  fi{t,Xi,  x^,...  Xn)  ou,  en  abrégé,  fi  {t,  x) 
n  fonctions  données  de  ces  variables  (i  =1,2,...  n).  Le  système  d'équa- 
tions 
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résolues  par  rapport  aux  dérivées,  est  uu  système  d'équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  de  la  forme  normale. 

THÉORÈME  FONDAMENTAL.  —  Si  les  fonctions  fi  et  toutes  leurs 
dérivées  partielles  premières  par  rapport  aux  x  sont  des  fonctions  co7iti- 
nues  et  à  détermination  simple  dans  un  domaine  D,  et  qu'on  désigne  par 
[to,  Xio)  un  point  intérieur  au  domaine,  il  existe,  dans  ce  domaine,  un 
système  d'intégrales  et  un  seul  Xi  =  ¥i  [t),  ayant  les  valeurs  initiales 
Xio  pour  t  =  to. 

Ce  théorème  se  démontre  par  une  suite  de  propositions,  qui  géné- 
ralisent celles  du  n°  116,  et  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
quand  la  généralisation  est  immédiate. 

Soient  M  le  maximum  de  tous  les  1  /l  et  M'  celui  de  tous  les  |  /^  | 
dans  D  :  ensuite  a  et  &  deux  nombres  positifs  tels  que  le  domaine  R 
défini  par  les  conditions  : 

M  — ^o|:£Sfl,        I  ic,  —  a^eo  I  ^  t        (i  =  1,  !2,...?i) 

soit  intérieur  au  domaine  D. 

Choisissons  un  nombre  positif  8  inférieur  aux  trois  quantités  a, 
t  :  M  et  1  :  nM'.  Faisons  alors  varier  t  entre  to  et  to  +  8,  voici  la  suite 
des  propositions  qu'on  obtient  : 

I.  Si  le  système  des  fonctions  Xt  de  t,  ayant  les  valeurs  initiales  Xio, 
vérifie  les  équations  ditjérentielles  sauf  une  erreur  <  &  pour  chaque 
équation,  le  point  [t,  x)  ne  sortira  pas  de  R,  pourvu  que  e  soit  assez 
petit. 

II.  Si  les  deux  systèmes  de  fonctions  Xt  et  X .,  ayant  les  valeurs  initiales 
Xio,  vérifient  les  équations  ditférentielles  sauf  une  erreur  <  e,  les  diffé- 
rences Xi  —  Xi  sont  aussi  petites  qu'on  veut  avee  e,  et  les  rapports 

I  Xî  —  Xi  \  :  s.  restent  inférieurs  au  nombre  fixe  28  :  (1  —  «8M')  si  e 
tend  vers  0. 
Soient  Wi  et  w^'  les  erreurs  relatives  à  .ij  et  X^  ;  on  a 

Xé  -  Xi  =  j^\^f,{t,  Xi,...)  -  /■.  {t,  X,,..:,  +i^[-  w/]  dt 
et,  par  la  formule  de  Taylor  (Ça étant  compris  entre  x^ei  Xa), 
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Soit  donc  i^.  le  maximum  de  toutes  les  différences  |  X—œ  \  dans 
l'intervalle  [to,  tg  4-  5),  on  tire  de  l'équation  précédente  (o  étant,  par 
hypothèse,  <  1  :  wM') 

ix  <  p^'(«M\uL  +  2£)  dt  =  iJ. uM'o  +  2eo,      d'où       ^  <  ^_^^^,g 

III.  On  peut  définir  pai'  des  quadratures  un  système  de  [onctions  oi  [t] 
dépendant  d'un  même  paramètre  positif  y.,  ayant  les  valeurs  initiales 
Xio  et  qui  vérifient  les  équations  di/férentielles,  sauf  une  erreur  arbitrai- 
rement petite  avec  a  et  dont  le  rapport  à  a  reste  <  nMM'  quand  a  tend 
vers  0. 

A  cet  effet,  on  pose  cp?  [t)  =  xio  pour  t  <  ^o  ;  6t,  pour  t  ^  to, 

^i{t)  =  Xi,-\-    (*/;[f,  ^,  U  — a),  'f2(f  — a),...]rff. 

IV.  Si  a  tend  vers  0,  les  fonctions  (^i{t)  tendent  uniformément  vers  un 
système  d'intégrales  Fi{t)  ayant  les  valeurs  initiales  Xio. 

V.  Tout  système  de  fonctions  Xi  ayant  les  valeurs  initiales  Xio  et  véri- 
fiant les  équations  dilférentielles,  sauf  une  erreur  <  e  pour  chaque  équa- 
tion, diffère  aussi  peu  qu'on  veut  du  système  des  intégrales  Yt  en 
supposant  e  assez  petit.  Enfin,  si  e  tend  versO,  les  quotients  \  Fi  —  Xt  \  :t 

restent  <  28  :  (1  —  nM'5). 

119.  Théorème.  —  Les  intégrales  F^  sont  des  fonctions  continues 
de  leurs  valeurs  initiales  xio  et  elles  admettent,  par  rapport  aux  xio, 
des  dérivées  partielles,  fonctions  continues  de  t. 

Si  l'on  considère  le  point  initial  comme  variable  autour  d'une  position 
particulière,  la  proposition  V  subsiste  avec  une  même  valeur  de  o  pour 
tous  ces  points,  car,  ayant  choisi  o  comme  nous  l'avons  fait,  les  conditions 
qu'on  lui  a  imposées  subsistent  pourvu  que  y^  varie  suffisamment  peu. 
Le  théorème  résulte  de  là.  En  effet,  soit  F/  +  AF^  le  système  des  inté- 
grales ayant  pour  valeurs  initiales  xio  +  ^^lo  (les  Aa^/o  étant  infiniment 
petits).  Les  différences 

(F,  +  AF.)  -  (F,  +  à^,o)  =  AF,  -  AaJio 

sont  infiniment  petites,  car  les  fonctions  Fj  -\-  Aa;^o,  qui  vérifient  les  équa- 
tions diflférentielles  à  des  infiniment  petits  près,  sont  infiniment  voisines  des 
intégrales  F^  +  AF^  qui  ont  les  mêmes  valeurs  initiales.  Donc  les  AF^sont 
infiniment  petits  avec  les  Aa?io. 

Ce  résultat  se  précise  si  tous  les  \xio  sont  nuls  sauf  Aa^io-  Dans  ce 
cas,  les  fonctions  Fj  -\-  Aic/o  vérifient  les  équations  sauf  une  erreur  dont 
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le  rapport  à  Aar,o  reste  fini;  los  i-apports  AF,  ;  Ait'jo  restent  donc  finis 
aussi  (Proposition  V).  Je  dis  qu'il  en  résulte  que  les  dérivées  partielles 
{ÔFi  :  ÔXiq)  existent  et  sont  les  intégrales  ii/  du  système  des  n  équations  : 

dont  toutes  les  valeurs  initiales  pour  to  sont  nulles  sauf  une  :  ajjg  =  1. 
On  a,  en  effet,  le  système  d'équations  ((I>/i  étant  intermédiaire  entre 
FAetF^+AF^)  : 

(AF,)'  =  n  {i.  F  4-  AF)  -  fiii,  F)  ^  S  'lâ^L^  ^Fn 

{i=^  1,2...  w) 
et,  en  divisant  par  ùkX^Q, 


Si  Aa7,Q  tend  vers  0,  les  rapports  AF  :  ^x^^  restent  finis  et  les  <ï> 
tendent  vers  les  F,  Donc  les  AF  :  Aaîjo  (qui  ont  les  mêmes  valeurs  ini- 
tiales que  les  u  et  qui  vérifient,  à  des  infiniment  près,  les  mêmes  équa- 
tions difiérentielles)  tendent  vers  les  u,  lesquels  sont  fonctions  continues 
de^. 

La  démonstration  est  analogue  pour  les  autres  dérivées  partielles. 

120.  Subdivision  des  intégrales  en  générales,  particulières,  singu- 
lières. —  1°)  Soit  d'abord  une  seule  équalion  du  premier  ordre 

2/'  =  A^,  y), 
où  /"est  une  fonction  uniforme  ou  à  détermination  simple. 

On  a  vu  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  yo  de  y  pour 
X  =  Xo.  La  solution  doit  donc  dépendre  d'une  constante  arbitraire 
(qui  peut  être,  en  particulier,  yo).  Une  fonction  yûex  (ou  une  équation 
définissant  y)  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  et  qui  dépend 
d'une  constante  arbitraire  G,  s'appelle  Vmtéijrale  générale  ^q  l'équation 
différentielle.  Mais  il  faut  pour  cela  que  la  constante  G  permette 
d'attribuer  à  y  une  valeur  arbitraire  yo  pour  x  =  Xo.  Toute  intégrale 
qu'on  déduit  de  l'intégrale  générale  par  une  détermination  spéciale  de 
la  constante  est  une  iiitégrale  particulière. 

Dans  tout  domaine  où  se  vérifient  les  conditions  de  continuité  du 
théorème  d'existence  (n°  116),  c'est-à-dire  où/" et /^  sont  continues, 
l'intégrale  générale  donne  la  solution  complète  du  problème  de  l'intégra- 
tion, car  il  ne  peut  passer  qu'une  seule  intégrale  par  chaque  point 


—  437  — 

[Xo,  î/o)  :  celle-ci  se  confond  donc  nécessairement  avec  l'intégrale  parti- 
culière passant  par  ce  point. 

Mais,  dans  un  domaine  où  les  conditions  de  continuité  n'ont  plus 
lieu,  l'équation  peut  admettre  exceptionnellement  des  intégrales  ne 
rentrant  pas  dans  l'intégrale  générale,  auxquelles  on  donne  le  nom 
d'intégrales  singulières. 

2")  Soit  un  système  de  n  équations  différentielles  simultanées  entre  une 
variable  indépendante  t  et  n  fonctions  œ^,  œ^,...  Xn 

x'i  --=  fi[t,  ^u  ^■2,---  ^n)        {i  =-  1,  2....  n). 

Comme  on  peut  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  initiales  des 
fonctions  x  pour  t  =  ^o,  la  solution  doit  dépendre  de  n  constantes 
arbitraires.  On  donne  le  nom  d'intégrale  générale  à  une  solution  (c'est- 
à-dire  un  système  de  n  fonctions  a;  ou  de  relations  servant  à  les  défi- 
nir) qui  dépend  de  n  constantes  arbitraires  distinctes,  et  l'on  entend 
par  ce  mot  que  les  constantes  arbitraires  permettent  d'attribuer  aux  x 
des  valeurs  arbitraires  pour  t  =  ^o. 

Les  intégrales  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  générale  par  une 
détermination  spéciale  des  cons,\.M\\.e,s>  son\.dQ?>  intégrales  particulières. 

L'intégrale  générale  fournit  la  solution  complète  du  problème  de 
l'intégration  dans  tout  domaine  où  les  conditions  de  continuité  du 
théorème  fondamental  sont  vérifiées.  Mais  dans  un  domaine  où  ces 
conditions  viennent  à  manquer,  il  peut  exister  exceptionnellement 
des  intégrales  singulières  non  comprises  dans  l'intégrale  générale. 

3°)  Soit  enfin  une  équation  de  l'ordre  n 

yW  =  f{x.y,y',...yin-% 

résolue  par  rapport  à  la  plus  haute  dérivée.  Elle  se  ramène  à  un  sys- 
tème du  premier  ordre  en  désignant  parpi,  ^2,,..  pn-i  les  (w  — i) 
premières  dérivées  de  y,  considérées  comme  autant  d'inconnues. 
Ce  système  sera 

[i  -4,  2,...  w  — 2)      Pi  =PHi 

I  p'n-i  =  f{x,y,Pi,p„...pn-i) 

On  peut  donc  se  donner  arbitrairement  y  et  ses  n  —  4  premières 
dérivées  pour  x  =  Xo.  Vintégrale  générale  est  une  solution  qui  dépend 
de  n  constantes  arbitraires  distinctes,  c'est-à-dire  permettant  de  don- 
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ner  à  </  et  à  ses  7^ — 1  premières  dérivées  des  valeurs  initiales  arbi- 
traires pourx  =  Xo.  Le  nombre  des  constantes  est  donc  égal  à  l'ordre 
de  l'équation.  En  leur  donnant  des  valeurs  spéciales,  on  obtient  des 
intégrales  particulières. 

L'intégrale  générale  fournit  la  solution  complète  du  problème  de 
l'intégration  dans  tout  domaine  où  les  conditions  de  continuité  ont 
lieu  (donc  dans  lout  domaine  où  fei  ses  dérivées  par  rapport  à  y, 
y',...  y^~^  sont  continues).  Si  ces  conditions  viennent  à  manquer,  il 
pourra  exister  des  intégrales  singulières  non  comprises  dans  l'inté- 
grale générale. 

121.  Remarques  sur  les  solutions  singulières,  —  Afin  d'énoncer  les 
résultats  sous  une  forme  plus  précise,  nous  supposerons  (ce  qui  est  le 
cas  ordinaire  en  analyse)que  les  fonctions  considérées  (^)  ne  cessent  d'être 
continues  qu'en  devenant  infinies  et  nous  allons  montrer  d'abord  que  les 
équations  différentielles  n'admettent  généralement  pas  de  solution  singu- 
lière et  ensuite  que,  si  elles  en  admettent,  leur  détermination  peut 
généralement  se  faire  sans  intégration  ou  par  des  intégrations  plus 
simples  que  celle  des  équations  proposées.  Nous  examinerons  successive- 
ment les  trois  cas  du  numéro  précédent. 

1°  Considérons  d'abord  une  équation  du  premier  ordre 

(1)  y'-r{oc,y) 

où  /"est  une  fonction  à  détermination  simple.  Elle  ne  peut  admettre  de 
solution  singulière  que  si  les  conditions  de  continuité  manquent  ;  donc 
que  si  /*ou  fy  est  infini  pour  tous  les  points  de  la  solution.  Ecartons  le  cas 
où /"et  par  suite  y'  seraient  infinis,  ce  qui  ne  donne  aucune  fonction 
y  de  a;;  toute  solution  singulière  sera  comprise  dans  la  relation 

(2)  fy[x,y)^<x>. 

Celle-ci  définit  généralement  une  ou  plusieurs  fonctions  y  =  «p(a;), 
mais  ce  ne  seront  généralement  pas  des  intégrales,  car  il  faut  pour  cela 
que  y  =  cp  (a?)  et  y'  =  'f'  {x)  vérifient  identiquement  l'équation  (1),  ce 
qui  ne  peut  arriver  que  par  exception. 

En  résumé,  il  n'y  a  généralement  pas  de  solution  singulière.  S'il  y  en 
a,  on  les  obtient  sans  inti'^gration  et  elles  ne  renferment  pas  de  con- 
stante arbitraire.  Le  fait  de  dépendre  d'une  constante  arbitraire  carac- 
térise donc  complètement  l'intégrale  générale,  même  dans  un  domaine 
où  les  conditions  de  continuité  cessent  d'avoir  lieu. 

(*)  Il  est  clair  que  si  les  fonctions  ne  sont  pas  définies  et  réelles  pour  toutes 
les  valeurs  des  variables,  nous  ne  considérons  que  le  domaine  où  cette  condition 
a  Heu. 
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2°  Soit  maintenant  (S)  un  système  de  n  équations 
(S)  x'i  =  fi  [t,  a;,,  a?.,...  Xn)         {i  ---  1,  2...  n) 

où  les  fonctions  /"sont  toujours  supposées  à  détermination  simple. 

Si  l'on  écarte  le  cas  où  fi  est  infini  (auquel  ne  correspond  pas  de 
fonction  a?,-  de  /),  on  voit  que  toute  solution  singulière  doit  être  comprise 
dans  l'une  des  "'^~*'  équations 

Celles  qui  ne  contiennent  pas  de  lettre  x  ne  peuvent  fournir  de 
solution.  Considérons-en  une  contenant  par  exemple  Xn  '.  on  en  tirera 

(4)  Xn^  'f  {t,Xi,X2,...Xn-i). 

Portant  cette  valeur  dans^le  système  [S),  on  obtient  un  système  (S')  de 
(n  —  1)  équations  entre  t  et  x^,  x^,  ...  a;„_  i(')avec  en  plus  une  éqication 
de  condition  fournie  par  la  dernière  équation  de  (S)  : 

(5)  ''i{t^X^,X^,...Xn-.i)=-Q. 

Si  cette  équation  est  identiquement  vérifiée,  l'intégration  de  (S')  four- 
nit une  intégrale  singulière  avec  [n  —  1)  constantes.  Si  cette  équation  est 
impossible  pour  t  variable  (ce  qui  a  lieu  si  elle  ne  contient  aucun  x), 
l'équation  (3)  considérée  ne  fournit  aucune  solution.  Mais,  en  général, 
cette  équation  (5)  contiendra  une  lettre  x,  par  exemple  Xn  —  \,  et  on  en 
tirera 

(6)  a;,i_i  = 'vj  (^,  0^1,  a?2,...  a7„_2). 

On  opère  sur  (S')  avec  (6)  comme  sur  (S)  avec  (4).  On  sera  ramené 
à  un  système  de  [n  —  2)  équations  et  à  une  nouvelle  équation  de  con- 
dition ne  contenant  plus  a:,i_i,  et  ainsi  de  suite. 

En  définitive,  on  aboutira  généralement  à  une  équation  de  condition 
impossible  (ne  contenant  aucun  x)  et  il  n'y  aura  pas  de  solution  comprise 
d?.ns  l'équation  (3)  considérée.  Par  exception,  on  tombera  sur  une  équa- 
tion de  condition  identique,  alors  il  y  aura  une  solution  singulière  dépen- 
dant de  l'intégration  d'un  système  à  moins  de  n  inconnues  et  renfermant 
moins  de  n  constantes.  La  propriété  de  contenir  n  constantes  distinctes 
caractérise  donc  complètement  l'intégrale  générale. 

3"  Ces  conclusions  s'appliquent  d'elles-mêmes  à  Véquation  de  Vordre  n 

où  /"est  à  détermination  simple,   car   elle   revient   à  un   système  du 

(1)  On  suppose  que  la  substitution  (4)  ne  rend  intinie  aucune  des  fonc- 
tions fi,\  sinon  on  verrait  déjà  qu'elle  ne  peut  fournir  d'intégrale.  Mèiae 
j.emarque  pour  les  substitutions  suivantes. 
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l*""  ordre.  Cette  équation  ne  peut  admettre  qu'exceptionnellement  des 
solutions  singulières.  Dans  ce  cas,  on  les  obtient  sans  intégration  ou  par 
l'intégration  d'une  équation  d'ordre  <  n.  L'intégrale  générale  demeure 
donc  caractérisée  par  sa  propriété  de  dépendre  de  n  constantes,  même 
dans  un  domaine  où  les  conditions  de  continuité  cessent  d'avoir  lieu. 

Remarque.  —  La  théorie  des  intégrales  singulières  est  dans  une 
étroite  relation  avec  celle  des  courbes  enveloppes.  Nous  y  leviondrons 
à  l'occasion  de  ce  problème  et  nous  l'étudierons  alors  d'une  manière 
approfondie. 

§  3.  Equations  du  1"  ordre  et  du  l'^'^  degré. 
Facteur  intégrant. 

122.  On  dit  communément  qu'on  sait  intégrer  une  équation  quand 
son  intégration  se  ramène  à  des  quadratures.  En  ce  sens,  il  n'y  a 
qu'un  petit  nombre  d'équations  que  l'on  sache  intégrer.  Nous  allons 
examiner  les  principales.  Nous  commencerons  par  celles  qui  sont  du 
premier  degré  par  rapport  à  la  dérivée  de  la  fonction  inconnue.  Nous 
supposerons  que  cette  fonction  soit  y,  mais  il  est  clair  qu'on  pourrait 
aussi  bien  considérer  x  comme  fonction  inconnue  de  y  et  c'est  ce  que 
l'on  doit  souvent  faire  en  pratique  pour  être  ramené  à  l'un  des  types 
que  nous  allons  examiner. 

XI 23.  Equations  qui  sont  différentielles  exactes  (ou  immédiatement 
intégrables).  —  Si  l'équation  est  du  premier  degré  en  dy  :  dx,  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme 

(1)  Pdx-[-Qdy  =  0 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  données  de  x,  y.  On  dit  que  l'équation 
est  immédiatement  intégrable  si  son  premier  membre  est  une  diffé- 
rentielle totale  exacte.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
cela,  est  que  l'on  ait  ?'^  =  Q^  (n^  96).  Si  elle  a  lieu,  le  premier 
membre  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  F  {x,  y)  ;  l'équation 
revient  à  dF  =  0;  son  intégrale  sera  donc  F  =  const.,  ou,  en  déve- 
loppant (no  96), 

jy  {X,  y)  dx  +  Jq  (a,  y)  dy  =  G. 

C'est  l'intégrale  générale  et  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 
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Exemples.  Voici  trois  équations  avec  leurs  intégrales  en  regard 


(3  a;-^  +  6  xy^)  dx  +  (6  ot^y 
+ 


X  clx  -]-  y  dy        y  dx  —  x  dy 


x^-\-y^ 

X       '\dy 


=  0,       I  -  cot  (c  -  Vh=^T?)  ; 

0  y2  ._^  C2  —  2  Cx. 

XI 24.  Séparation  des  variables.  —  L'équation  (1)  est  immédiatement 
intégrable  si  les  variables  so)it  .séparées,  c'est-à-dire  si  P  est  une  fonc- 
tion X  de  X  seul  et  Q  une  fonction  Y  de  y  seul,  car  on  a,  dans  ce  cas, 
X'  =  Y^  =  0.  L'équation  prend  alors  la  forme 

(2)  y^dx  +  \dy  =  0, 
et  elle  a  pour  intégrale  générale 

[\dx-^  1Y(///  =  C. 

Considérons  maintenant  les  équations  du  type 

(3)  XYrfa;  4-  X,Yi(/î/  -  0, 

où  X,  X,  sont  fonctions  de  x,  \  et  Yj  fonctions  de  y  seuls. 

On  dit  qu'elles  s'intègrent  par  séparation  des  variables.  Il  suffît,  en 
effet,  de  les  multiplier  par  le  lacleur  1  :  XjY  pour  les  ramener  à  la 
forme 


^  dx  +  ~dy 


0. 


et  les  variables  sont  séparées. 

En  intégrant  cette  équation,  on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (3). 
Toutefois  il  restera  à  vérifier  si  l'on  n'a  pas  supprimé  de  solution 
annulant  le  facteur  Xj  ou  le  facteur  Y'. 

Les  solutions  des  équations  Xi  =  0  et  Y  =  0  sont  des  valeurs  con 
stantes  x=^x  ou  </  =  ^.  Ce  sont  aussi  des  solutions  de  l'équation  (3) 
dont  elles  annulent  les  deux  termes  et  elles  peuvent  être  acceptables, 
car,  au  point  de  vue  géométrique,  elles  correspondent  à  des  droites 
parallèles  aux  axes, 

Exemples.  Voici  trois  équations  avec  leurs  intégrales  en  regard  : 


[\^x^)y^dx+(\—y'')x^dy==0, 
(c^  -f-  y^)  dx  =  '2x'\ax  —  x"^  dy, 
sec^jî  tg  y  dx  +  sec^î/  tgx  dy  ==  0, 


x-^-]-y-^  =  2Log(Cx:y) 
y  —\  ax  —  x^  =  C  {a^-\-y\  ax  —  x^) 
igxigy  ^C. 
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125.  Equations  homogènes.  —  Si  les  fonctions  P  et  Q  de  a:,  j/  sont 
homogènes  et  du  même  degré,  l'équation 

Wx  4-  Qdy  -  0 

est  une  équation  homogène.  Dans  ce  cas,  le  quotient  P  :  Q  ne  dépend 
que  du  rapport  y  :  x.  L'équation,  résolue  par  rapport,  à  y*  se 
ramène  donc  au  type 

Les  variables  deviennent  séparables  en  changeant  d'inconnue  par 
la  substitution 

y  =  u  X,        d'où        î/'  =  M  4-  xu'. 
L'équation  entre  u  ei  x  sera,  en  effet, 
(5)  ccu'  =  <p  (m)  —  u; 

d'où,  en  divisant  par  x  [<p  {u)  —  u]  et  en  multipliant  par  dx, 
dx  du  ,  C      du 


Log  x^\- 


+  C. 


X         cp  (w)  —  W  '  °  j  iip  [u]  • 

On  obtiendra  Vintégrale  générale  de  (4)  en  remplaçant  u  par  y  :  x 
dans  l'équation  précédente. 

On  trouve  aussi  des  solutions  en  annulant  le  facteur  supprimé 
o  (u)  —  u,  ce  qui  donne  généralement  pour  u  un  certain  nombre  de 
valeurs  constantes  u  =  u^,  u  =  U2,...  Ces  relations  satisfont  à  l'équa- 
tion (5)  dont  elles  annulent  les  deux  membres  ;  donc  les  relations 

y  =  u,x,        y-^u^x,... 

sont  des  solutions  de  Téquation  (4).  Elles  seront  singulières  à  moins 
de  rentrer  dans  l'intégrale  générale. 

On  peut  aussi  intégrer  les  équations  homogènes  en  les  ramenant 
à  des  différentielles  exactes.  Nous  le  ferons  dans  le  numéro  suivant. 

Exemples.  Voici  trois  équations  homogènes  et  leurs  intégrales  en 
regard  : 


X  dy  —  y  dx  =  dx  \x^  +  y^, 
{x  +  y)dx  +  {y  —  x)  dy  =  0, 

xy  dy  —  y"  dx  =  {x  -{-  yY  c    ^' 


arctg|=Log(CV^MT'); 
[x  -4-  y)  Log  Ç,x  —  xe^ 


126.  Remarques  sur  les  équations  à  la  fois  homogènes  et  différen- 
tielles exactes.  —  lo)  Quand  l'équation  Vdx  -f  Qdî/  =  0  réunit  ces  deux 
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caractères,  elle  s'intègre  immédiatement  sans  aucune  quadrature, 
pourvu  que  son  degré  d'homogénéité  n  ne  soit  pas  —  4.  Posons,  en 
effet, 

Y{x,y)  =  Vx  i-Qy. 

On  aura,  eu  égard  à  l'identité  P^  =  Q!^  et  aux  propriétés  des  fonc- 
tions homogènes  (^), 

De  là  l'identité 

(6)  d{?x  +  Qy)  ^  {n  +  4)  {^dx  +  Qdy) 

Donc,  n  +  1  n'étant  pas  nul,  l'intégrale  générale  de  l'équation 
Pàc  4-  Qdy  =  0,  sera 

?x  +  Qy^  C. 
Exemples.  Voici  trois  de  ces  équations  et  leurs  intégrales  en  regard  : 

(x2  —  4ocy  —  2y^)  dx  +  (t/* —  \xy  —  2x'^)dy=^, 

\\-\-^)  dx^ev(\—'^  dy^O, 

2°)  Supposons  encore  que  ^dx  -\  Qdy  soit  une  différentielle  exacte. 
Si  P  et  Q  sont  homogènes  de  degré  —  1,  on  a  w  +  1  =  0.  Donc, 
Px  4-  Qy  ayant  une  différentielle  totale  nulle  en  vertu  de  l'équation  (6), 
on  a  identiquement  [k  étant  une  constante  déterminée) 

Px  +  Qy  ^  k, 
on  ne  connaît  donc  plus  d'intégrale  a  priori  et  il  faut  recourir  à  la 
méthode  générale  d'intégration. 

3°)  Réciproquement,  si  P  et  Q  étant  homogènes  et  de  degré  —  1, 
Px  +  Qy  se  réduit  identiquement  à  une  constante  k,  Pdx  +  Qdy  sera 
une  différentielle  exacte.  En  effet,  cette  identité  permet  d'exprimer  P 
au  moyen  de  Q,  et  il  vient 

Pdx  -h  Qdy  =  ^^^  dx  +  Qdy  =^  k^  +  {Qx)d^- 


dp        dp 

(*)  Si  P  {x,  y)  est  homogène  de  degré  «,  on  a  {t.  1er  no  130)  x  -^—  -\-  y  -r—  ~  nP. 

Ox        oy 


x^  —  6x^y  —  6y^x-{-y''^  =  C; 
x*  +  Qx^yt-\-y*  =  C; 

X 

X  -\-y  ev  =  fi. 
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Or  Qx  étant  de  degré  0,  est  une  fonction  cp(M)  du  rapport  U'=  y  -.  x; 
par  conséquent,  on  a 

Pdx  +  Qdy  =  k  —  +  cp(M)  du, 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte, 

Si,  en  particulier,  k  =  0,  l'équation  se  réduit  à  cp(w)  du  =  0  ;  elle 
n'a  donc  d'autre  intégrale  que  u  =  consl.  ou  ?/  =  Cx. 

A")  Toute  équation  homogène  Pdx  -\-  Qdy  =  0  peut  être  rendue  diffé- 
rentielle exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  la  diviser  par  ?x  +  Qy.  En 
effet,  l'équation  homogène  de  degré  —  1 

?dx  +  Qdy  _ 
^*>  Px  +  Qy 

est  immédiatement  intégrable  en  vertu  de  la  remarque  précédente  (le 
nombre  k  étant  égal  à  1).  Mais  le  degré  d'homogénéité  de  cette  équa- 
tion est  —  1,  ce  qui  est  le  cas  d'exception  de  la  remarque  1°).  N'était 
donc  ce  cas,  toutes  les  équations  homogènes  s'intégreraient  sans  qua- 
drature. 

Le  facteur,  inverse  de  Vx  +  Qy,  par  lequel  il  faut  multiplier  l'équa- 
tion pour  la  rendre  immédiatement  intégrable,  s'appelle  le  facteur  inté- 
grant de  l'équation.  Nous  y  reviendrons  dans  un  numéro  suivant. 

Toutefois,  si  P.x  +  Qy  se  réduit  à  0,  il  y  a  une  exception,  cette 
expression  ne  peut  plus  être  l'inverse  d'un  facteur  intégrant.  On  ren- 
dra l'équation  différentielle  exacte  en  la  divisant  par  ?x  ou  par  Qy,  ce 
qui  ramène  son  degré  à  —  1  et  l'on  retrouve  le  cas  3°)  avec  k  =  0. 
L'intégrale  générale  sera  y  =  Cx. 

127.  Equations  réductibles  aux  équations  homogènes.  —  Ce  sont 
celles  du  type  (A,...  a,...  constants) 

'Xx  +  B^  +  C\ 


(8)  y'  =  ^{- 


ax  -\-  by  -\-  c  / 

1")  Si  kh  —  aB  est  différent  de  zéro,  on  change  les  deux  variables 
en  posant 

r,  =  Aa;  -t-  B.y  +  C,      ,,.  drr^  _  Xdx  +  Bdy  _  A  +  By' 
l  ^  ax  ^  by  ^  c,         ^"  dl  ~  adx  4-  bdy  ~  a  -\-  by'  ' 

Dans  notre  hypothèse,  le  dernier  rapport  n'est  pas  indépendant  de 
y'  (ce  qui  arrive  si  Xb  —  aB  =  0)  de  sorte  que  l'équation  (8)  revient  à 
l'équation  homogène  entre  rj  et  i 


2°)  Si  \b  —  rtB  =  0,  on  change  d'inconnue  seulement,  par  la  relation 

Â1-4-B.V       ax-\-by        ,,  ,         ,       ,    ,   l^    , 
'A  a  a^ 


(10)  v  =  l+-?(^^) 


L'équation  (8)  ne  se  ramène  plus  à  une  équation  homogène,  mais  à 

+ 

et  les  variables  tj  et  a;  se  séparent. 

On  aura  donc  à  intégrer  (9)  ou  (10).  On  remplacera  ç  et  rj,  ou  r, 
seulement,  par  leurs  valeurs  et  l'on  obtiendra  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (8). 

128.  Equations  linéaires.  —  Ce  sont  celles  qui  sont  linéaires  en  y 
et  y',  donc  du  type 

(11)  y'  +  ^y  =  Xi, 

Xet  Xi  désignant  des  fonctions  de  x  seul.  Le  terme  X,  s'appelle  le 
second  membre  ;  s'il  est  nul,  l'équation  est  sans  second  membre. 

1°)  V équation  linéaire  sans  second  membre  s'intègre  par  une  seule 
quadrature.  En  effet,  elle  se  réduit  à 

1/'  +  Xî/  =  0,         d'où         I'  =  -  X- 

Les  variables  sont  séparées,  l'intégrale  sera 

Log  y  -  -{\dx  +  Log  G,    d'où    y  =  Ce~)^'^'' 

2°)  Pour  intégrer  Véquation  linéaire  avec  second  membre,  désignons 
par  u  une  intégrale  particulière  de  l'équation  sans  second  membre. 
Soit,  par  exemple, 

u  =  d-^^ 

et  changeons  de  fonction  inconnue  par  la  relation 

y  =  uz,    d'où    y'  =  uz'  4-  u'z. 

Comme  u'  -\-  \u  est  nul  par  hypothèse,  l'équation  (11)  se  réduit  à 

10 
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uz'  =  X„       d'où      z'  =  ^,        2,  =  C  4-  f— 
"  u  J  u 


dx 


Remplaçons  maintenant  dans  y  =  vz  les  deux  facteurs  m  et  z  par 
les  valeurs  trouvées.  L'intégrale  générale  de  (11)  sera  donnée  par  la 
formule  (comportant  deux  quadratures) 


(12) 


y  4^  6-^'^"[c  +JXi  dxei'''''  ] 


et  il  n'y  a  pas  d'intégrale  singulière. 

Bemarques.  —  1°)  Si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  t/i  de 
l'équation  ^11),  son  intégrale  générale  s'obtiendra  par  une  seule  qua- 
drature. En  effet,  si  l'on  soustrait  de  l'équation  (11)  celle  qu'on  en 
déduit  en  remplaçant  y  par  y^,  l'équation  devient 

(i/— 2/i)'=-X(i/  — î/i) 

C'est  donc  une  équation  linéaire  sans  second  membre  par  rapport  à 
y  —  y^  et  elle  a  pour  intégrale 

(13)  î/-î/,^Ce-J^^^ 

2°)  Si  l'on  connaît  deux  intégrales  particulières  y^  et  y.  de  l'équa- 
tion (U),  l'intégrale  générale  s'obtient  sans  aucune  quadrature  :  ce 
sera 

(14)  l-^-c;.       (.^):. 


?/2  — ?/l  ^    '^'-^' 

En  effet,  puisque  y.  doit  vérifier  l'équation  (13)  pour  une  valeur 
convenable  de  C,  le  rapport  ûe  y  —  y^  à  y^  —  yi  doit  demeurer 
constant. 

Exemples.  —  Voici  quelques  équations  linéaires  avec  leurs  intégrales 
en  regard  : 


y^  -\-  ay  =  e*"^ 

^         x-\-\ 

y'  -\-  ycosx  =■  s'mx  cosa; 


dx 


dx 


y  --=  Ce-^^  + 


m-\-a 

iiy  =  Ce-'^"^  +  sin^—  1 
^y  =  Ce~'f+cf  — 1 


129.  Equations  de  BernoulU.  —  En  multipliant  par?/"  le  second 
membre  d'une  équation  linéaire,  on  obtient  l'équation  de  BernoulU 

(15)  y'  -}-\y  =  X,  y"- . 
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Cette  équation,  divisée  par  if ,  se  met  sous  la  forme 


Prenons  ;;  pour  inconnue,  en  posant 


z  = 


1 


,n-i' 


d'où 


z'  =  —  {n  —  \) 


.y 


n   » 


r~'  y 

l'équation  se  ramène  à  i'équatmi  linéaire 

z>  —  {n  —  i)\z  =  —  {n—  l)Xi. 
La  valeur  de  ^  ou  de  4  :  y^"^  sera  donc 

(16)     ^,  =  e'"-^'  j*^*^  [c  -  (n  -  1)  rXida;e-^"-*' J^*^] 

Cette  formule  devient  illusoire  si  n  =  i,  mais,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion de  Bernoulli  se  réduit  à  l'équation  linéaire  sans  second  membre 
î/'  +  (X  -  X,)  y  =  0. 

Exemples.  —  Voici  quelques  équations  de  Bernoulli  et  leurs  inté- 
grales : 

y-'  —  C  \T^^'—a 
2î/-2  =  a  (  1  +  2a;«)  —  Ce^^' 

nx 

ny^^  =  Ce  «    -\-  nx  —  a 
_  i_ 

3  V^  =-  C  (1  —  x'-y—  (1  —  a;') 

2[xyf^-d,a}o:'^  +  C. 


(1  —x^)y'  —  o:y=-.axy^ 
y'  +  2xy  =  2ax^y^ 

yn-i  ^ay'  +  y)=x 

y'  +  ï^^^V^ 
^y-  {^y'  +  y)  -  «* 


130.  Equation  qui  s'intègre  complètement  au  moyen  d'une  intégrale 
particulière.  —  Il  s'agit  du  type  général 

y'  +  Xy'  +  X,î/  +  X,  =  0, 

où  les  lettres  X  désignent  des  fonctions  de  x  seul.  Cette  équation 
peut  s'intégrer  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière  ^j. 
Posons,  en  effet, 

y  =  yi-h^-; 

l'équation  devient 

2'  +  {y[  -\-  Xy:-  +  X,î/,  +  XJ  -f  Xz"^  +  2Xi/,-  ]-  \,z  =  0 
et,  //i  étant  une  intégrale  particulière,  elle  se  réduit  à 

z'  +  ;3(2X;/,  -f  X,)  =  -  \z'. 
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C'est  une  équation  de  BernouUi,  qu'on  ramène  à  une  équation 
linéaire  en  posant  z  ^  \  :  u.  On  serait  donc  ramené  directement  à  une 
équation  linéaire  en  posant  tout  de  suite 

,1 

Befuarques.  On  peut  supposer  que  X  soit  différent  de  0  dans  l'équa 
tion  précédente,  sinon  elle  serait  linéaire.  Alors,  par  la  substitution 
y  =  z:X,  elle  se  ramène  à  la  forme 

z'  +  z^  -f  (Xi  — 4-)^  +  XXg  =  0 

ou,  plus  simplement,  P  et  Q  étant  fonctions  de  x  seul, 

(17)  z'  +  ^2  f  P^  +  Q  =  0. 

z 
Par  la  substitution  ^=  m'  ;  u,  celle-ci  revient  à  l'équation  du  se- 
cond ordre 

(18)  «"  +  Pm'  +  Qm  =  0. 

Cette  nouvelle  équation,  que  nous  étudierons  en  détail  dans  le 
ciiapitre  suivant,  est  une  équation  linéaii'e  sans  second  membre.  Ses 
propriétés  ont  un  caractère  de  simplicité  qui  donnera  presque  tou- 
jours l'avantage  à  la  forme  (18)  sur  la  forme  (17). 

Il  peut  cependant  y  avoir  exception  dans  certains  cas  particuliers  ; 
nous  en  rencontrons  des  exemples  dans  les  deux  numéros  suivants  : 

131.  Cas  d'intégrabilité  d'une  équation  particulière  du  type  précédent 
(Transformée  de  l'équation  de  Riccati).  —  Il  s'agit  de  l'équation 

(19)  ocp'  —  ay  -\-  hy-  =  ex". 

'Elle  s'intègre  sous  fonne  finie  si  le  quotient  2a  :  n  est  un  nombre 
entier  impair  (j)Ositifou  négatif). 

Cette  conclusion  est  immédiate  si  w  =  2  a.  Dans  ce  cas,  la  substitu- 
tion y  =  uaf^  ramène  l'équation  (19j  à 

x^~"u'  -\-  huP-  =  c. 

Les  variables  se  séparent  et  l'on  intègre  par  les  fonctions  logarith- 
miques ou  circulaires. 

Les  autres  cas,  prévus  dans  le  théorème,  se  ramènent  à  ce  premier 
cas  d'intégrabilité.  Transformons,  en  eflet,  l'équation  (19)  par  chacune 
des  deux  substitutions  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

(20)        y  =-  A  H d  ou         y'  ^ ^^, 

([uand  on  suppose  :  ]")  A  =^  h  :  a  ot  2")  A  --  0. 
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1°  Si  A.  ==  b  :  a,  l'équation  transformée  sera  (après  des  réductions 
faciles) 

xz'  —  («  -|-  n)  :  -\-  cz^  =  bx^^  ; 

2°)  Si  A  =  0,  l'équation  transformée  sera 

xz'  —  (n  —  Cl)  z  -\-  cz"  —  bx^  . 

Les  deux  transformées  ont  donc  conservé  le  type  primitif  (19),  mais 
a  est  remplacé  par  a  -{-  n  dans  la  première,  par  n  —  a  dans  la  seconde. 
En  outre,  6  et  c  sont  intervertis.  On  peut  recommencer  sur  ces  nou- 
velles équations  les  deux  substitutions  comprises  dans  la  formule  (20) 
(en  ayant  égard  aux  nouvelles  valeurs  des  coefficients)  et  répéter  cette 
opération  indéfiniment. 

Supposons  qu'on  répète  k  fois  la  première  substitution.  On  aura 
remplacé  a  par  a  -f-  kn.  On  retrouvera  le  premier  cas  d'intégrabilité,  si 
n  =  2{a  -{-  kn],  donc  si 

— — =  k  (entier  nul  ou  positif). 

Supposons  ensuite  qu'on  fasse  une  fois  la  seconde  substitution  puis  k 
fois  de  suite  la  première.  On  aura  remplacé  a  par  (n  —  a)  -\-  kn.  On 
retrouvera  le  premier  cas  d'intégrabilité,  si  n  =>  2{n  —  a)  +  2  kn, 
donc  si 

=  —  k  (entier  négatif). 


2w 

En  résumé,  l'équation  (19)  s'intégrera  sous  forme  finie,  si  [il  —  2a)  :  2n 
est  un  entier  positif,  nul  ou  négatif;  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
2a  :  n  est  un  entier  impair,  positif  ou  négatif. 

Dans  ce  cas,  l'intégrale  calculée  par  la  méthode  précédente  se  pré- 
sentera sous  forme  de  fraction  continue  limitée. 

132.  Cas  d'intégrabilité  de  l'équation  de  Riccati.  —  L'équation  de 
Riccati  est  la  suivante. 

(21)  y'  -\-  aî/2  =  bx*'^. 

On  la  ramène  à  celle  du  n°  précédent  par  la  substitution  y  =  u  :  x; 
elle  devient 

xu'  —  u  -\-  au^  =  ia;'"  +  -. 

Le  nombre  2«  :  w  du  n"  précédent  est  ici  2  :  (m  +  2).  De  là  le  théo- 
rème suivant  : 

L'équation  de  Riccati  s'intègre  sous  forme  finie,  chaque  fois  que 
2  :  (m  4-  2)  est  un  nombre  impair  (positif  ou  négatif),  —  ou,  ce  qui 
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revient  au  tnême,  chaque  /bis  que  m  :  (??i  4-  2)  est  un  nombre  pair 
(positif  ou  négatif). 

On  procédera  d'ailleurs  comme  au  n"  précédent  pour  calculer  cette 
intégrale, 

Reynarque.  —  Sauf  dans  les  cas  d'intégrabilité,  il  y  a  avantage  à 
transformer  l'équation   do  Riccati   dans  l'équation   linéaire   du  second 

ordre  (n"  130)  par  la  substitution  y  =■  —  ;  elle  devient  ainsi 

(22)  w"  —  abux'"  =  0. 

C'est  la  transformée  obtenue  par  Euler.  Nous  l'étudierons  en  détail 
dans  le  chapitre  suivant. 

133.  Théorie  du  facteur  intégrant  ou  multiplicateur.  —  Soit  l'équa- 
tion 

(23)  Mx  +  Cidy  =  0. 

On  appelle  multiplicateur  ou  facteur  intégrant  un  facteur  ,u,  géné- 
ralement fonction  de  x  et  de  y,  tel  que  l'expression 

[j.  [Vdx  +  ddy) 

soit  une  différentielle  totale  exacte. 

I.  //  existe  toujours  un  facteur  intégrant. 

En  effet,  l'équation  (23)  admet  toujours  une  intégrale  générale 
renfermant  une  constante  arbitraire  et  qui,  résolue  par  rapport  à  cette 
dernière,  prend  la  forme 

F  [X,  y)  ==  C. 

Connaissant  cette  intégrale  générale,  on  peut  en  déduire  un  facteur 
intégrant  tj..  En  effet,  différentions  totalement  cette  équation,  puis 
éliminons  dx  et  dy  entre  l'équation  obtenue  et  l'équation  (23)  ;  il  vient 
successivement 

¥Ux-\-¥'ydy-~=0,        ^-=^- 

Cette  dernière  équation  ne  renferme  plus  C  et  doit  être  vérifiée  en 
tout  point  x,y  de  l'intégrale  générale,  donc  en  un  point  quelconque, 
car  on  peut  faire  passer  une  intégrale  particulière  par  ce  point.  C'est 
donc  une  identité  :  ses  deux  membres  ne  sont  que  deux  expressions 
différentes  d'une  même  fonction  de  x,  y  que  nous  désignerons 
maintenant  par  p.  Il  vient  donc  ide^itiquejnent 

K  -  kP-     K  =  I^Q.      d'où      iJ^iPdx  +  Qdy)  -  dFix,y). 
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Donc  y.  est  un  facteur  intégrant  et  l'on  connaît  une  expression 
F!r  :  P  (le  ce  facteur. 

II.  Si  ¥{x,y)  =  C  et  Fi{x,y)  =  G,  sont  deux  (ormes  dill'érentes  de 
l'intégi^ale  générale  de  l'équation  (^,  on  a 

Fi  =  <p(F). 

En  effet  soient  tx  et  pii  les  deux  facteurs  intégrants  correspondants 
à  F  et  à  F,.  On  a 

|x(Prf:r  +  Qdy)  =  d?        ix.iPdx  +  Qdy)  =  dF, 
d'où 

d¥,  =  iii-  d¥. 

Cette  relation  a  lieu  les  variables  x  eiy  étant  indépendantes.  Elle 
subsiste  si  l'on  change  ces  variables.  Comme  F  contient  au  moins  une 
des  deux  lettres  x  ou  y,  supposons  que  F  contienne  y.  Prenons  alors 
a;  et  F  comme  variables  indépendantes;  cette  relation  montre  que  l'on  a 

dx  '  dF        'j.  ' 

Donc  Fi  ne  dépend  que  de  F  et  l'on  a 

F,  =  '^(F),  -'^  =  ?'(F). 

III.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants,  et  si  ul  est  hm  d'eux, 
ils  sont  tous  compris  dans  la  formule  générale  |j.'KF),  la  fonction  t 
restant  arbitraire. 

Tout  facteur  intégrant  jj-i  est  de  cette  forme  en  vertu  de  la  dernière 
équation  ci-dessus.  Réciproquement,  tout  facteur  de  celte  forme  est 
intégrant,  car  on  a 

li'\>[F){Mx  +  Qdy)  =  i{/(F)dF  =  d.yi(F)dF, 

ce  qui  est  une  différentielle  exacte. 

IV.  La  connaissance  d'un  facteur  intégrant  permet  d'obtenir  l'inté" 
grale  générale  par  des  quadratures  et  de  déterminer  immédiatement  la 
solution  singulière  s'il  y  en  a  une. 

En  effet,  l'équation  différentielle  peut  s'écrire 

?dx  +  Qdy  =  ^dF  ^0. 
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Elle  se  décompose  en  deux  autres  :  rfF  =  0,  ce  qui  fournit  la  solu- 
tion générale,  et  1  :  {a  =  0,  ce  qui  fournira  la  solution  singulière.  La 
solution  singulière  jouit  donc  de  la  propriété  remarquable  de  rendre 
infini  le  facteur  intégrant, 

V,  Si  l'on  connaît  deux  fadeurs  intégrants  dont  le  rapport  ne  se  ré- 
duise pas  identiquement  à  une  constante,  on  obtiendra  l'intégrale  géné- 
rale en  égalant  ce  rapport  à  une  constante  arbitraire. 

En  eflet,  soient  \t.  et  |i.'j'(F)  deux  de  ces  facteurs,  en  égalant  leur 
rapport  à  une  constante,  il  vient  4'  (F)  =  C.  Mais  «j^  contient  F  par 
hypothèse,  donc  cette  relation  revient  à  F  =  C  :  c'est  donc  l'intégrale 
générale. 

VI.  En  particulier  ,  si  l'on  connaît  un  facteur  intégimnt  d'une  équa- 
tion différentielle  exacte,  on  obtiendra  l'intégrale  en  égalant  ce  facteur 
à  une  constante. 

t^i^.  Recherche  d'un  facteur  intégrant.  Cas  de  l'équation  linéaire.  — 
Parmi  les  équations  étudiées  précédemment,  il  y  en  a  que  nous 
avons  intégrées  par  le  procédé  du  facteur  intégrant.  Ce  sont  d'abord 
celles  qui  s'intègrent  par  séparation  des  variables  (n°  124),  car  cette 
séparation  se  fait  en  multipliant  l'équation  par  un  facteur  intégrant 
facile  à  apercevoir.  Ce  sont  ensuite  les  équations  homogènes,  que  l'on 
rend  immédiatement  intégrables  en  les  divisant  par  Px  +  Qy,  ce  qui 
est  donc  l'inverse  d'un  facteur  intégrant. 

En  dehors  de  ces  deux  cas,  la  recherche  d'un  facteur  intégrant  est 
un  procédé  peu  pratique  d'intégration  et  c'est  plutôt  l'intégration  de 
l'équation  qui  conduit  à  la  connaissance  d'un  facteur  intégrant  par  la 
méthode  indiquée  au  n"  précédent. 

Cherchons  les  conditions  analytiques  auxquelles  doit  satisfaire  un 
facteur  intégrant.  Pour  simplifier,  mettons  l'équation  sous  la  forme 

(24)  dy^  ?dx  =  0. 

La  condition  pour  que  fji  [dy  +  ?dx)  soit  une  différentielle  exacte, 
est 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  et  l'intégration  de  cette 
équation  doit  être  considérée  comme  un  problème  d'ordre  plus  élevé 
que  celle  de  l'équation  (24). 
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Comme  application,  clierchons  à  quelle  con:lilion  le  ("acteur  fx  sera 
fonction  de  x  seul.  L'équation  (25)  se  réduit  dans  cette  hypothèse  à 

,26)  i^  =  f. 

Il  faut  donc  que  P'^  soit  fonction  de  x  seul,  c'est-à-dire  que  P  soit 
une  fonction  linéaire  de  y.  Les  seules  équations  de  la  forme  dy  -f  Pda: 
=-  0  dont  le  facteur  intégrant  soit  fonction  de  x  seul,  sont  donc  les 
équations  linéaires.  Pour  celles-là,  P  est  de  la  forme  \.y  —  X,  et  P' 
est  égal  à  X. 

Soit  donc  l'équation  linéaire 

(27)  dy  ^-  y\dx  -  \,dx  ; 

son  facteur  intégrant  est  donné  par  l'équation  (26),  qui  devient 

(28)  ^-  =  X,  d'oii  [x^e^      . 

Multiplions  donc  l'équation  (27)  par  un  facteur  intégrarft  \i.  et 
observons  que  \>.dy  =  d{\i,y)  —  yd\t.  ;  il  vient 

d[<j.y)  —  y{\tJ  —  u.\)dx  =  \).\^dx. 

Le  terme  en  y  disparaît  par  l'équation  (28)  ;  il  vient  donc  immé- 
diatement 

(29)  y  =  ^~^y.\,dx. 

C'est  la  formule  d'intégration  de  l'équation  linéaire  (n"  128).  Le 
facteur  u  est  l'inverse  d'une  solution  de  l'équation  sans  second 
membre. 

135.  Application.  Formules  d'addition  des  transcendantes.  —  Nous 
avons  observé  (ii»  133)  que  si  F  =^  C  et  Fj  ==  Cj  sont  deux  formes  diffé- 
rentes de  l'intégrale  générale,  on  a  Fj  =  'f(F).  Voici  des  applications 
de  cette  remarque  : 

1°  On  a  l'identité 

4a.vr-l^-!-W"r=^)-^(^+V(i-^^)(i-.y^))  f^i^^^-r^X 

Donc,  les  deux  équations  différentielles  exactes 

^  ^         ^  V  Vl— ^2^Vl-y^ 

étant  équivalentes,  on  connaît  deux  expressions  de  leur  intégrale  : 
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a;\  1  — t/^  -\-  y  \\ — oc'-  =  C,  arc  sin  œ  -\-  arc  sin  y  =  C,. 

Par  conséquent, 

arc  sin  x  -\-  arc  sin  y  =  o{x\  1  —  y^  +  I/\  i  —  ^^)- 
On  voit,  en  posant  y  =  0,  que  cp  est  un  arc  sinus  ;  il  vient  donc 
arc  sin  x  -|-  are  sin  i/  =  arc  sin  {x\l  —  y*  +  ^  V  ^  —  ^) 

2°  On  a  pareillement  l'identité 

rf  ^  +  y  _  (l+a^')(l+y')  f    ^       ,       dy 
l—xy  (1  —  arj/)-^        U  +  a?*  "^  l-h  y'' 

d'où  deux  formes  de  l'intégrale  générale  d'une  même  équation   diffé- 
rentielle : 

^  ^y  =  C,  arc  tg  X  4-  arc  tg  y  ■=  C, 

1  —ûcy 

Par  conséquent, 

arc  tg  ^  4-  arc  igy^.  (^— ^)  ^  arc  tg(j^:^). 

car  on  voit,  en  posant  y  =  0,  que  (f  est  un  arc  tangente. 

Exercices. 

1.  En  prenant  y  —  Xj  :  X  pour  inconnue,  montrer  que  l'intégrale  de 
l'équation  linéaire  (n°  128)  peut  s'écrire 


y  =  -x-' 


c  +  i^      ^^XJ 


2.  Montrer  que  l'on  peut  intégrer  l'équation 

P{xdy  —  ydx)  =  Qdy  —  Rdx, 
où  P,  Q,  R  sont  homogènes  en  x,  y  et  Q,  R  du  même  degré. 

R.  On  pose  y  =  tcx  et  l'on  obtient  une  équation  de  Bernoulli  pour 
déterminer  x  en  fonction  de  u. 

3.  Intégrer  l'équation  de  l'exercice  précédent  en  supposant  que 
P,  Q,  R  soient  linéaires  en  x,  y,  mais  non  plus  nécessairement  homo- 
gènes (Équation  de  Jacobi). 

R.  Si  P,  Q,  R  sont  homogènes,  c'est  une  application  de  l'exercice 
précédent.  Si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  on  la  réalise  par  le  change- 
ment de  variables 

en  déterminant  les  constantes  a,  p  par  les  conditions 
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1  a  (3       ' 

En  égalant  chaque  rapport  à  une  même  inconnue  X,  on  en  tire  trois 
équations  linéaires  entre  a  et  3  pt  l'élimination  de  a,  p  fournit  une  équa- 
tion du  3""*  degré  pour  déterminer  À. 

4.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  I  :  [Px  -\-  Qy)  soit 
facteur  intégrant  de  Pc/a^-j-  Qdy=0  est  que  P:Q  soit  homogène  de  degré 0. 

5.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  1  :  (Pa;  —  Qy)  soit 
facteur  intégrant  de  Pdx  -\-  Qdy  =  0  est  que  Pa^  :  Q  soit  fonction  du 
produit  xy. 

G.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Pdx  +  Qdy  admette 
un  multiplicateur  homogène  de  degré  n  est  que  la  fonction 

cc^{Pl—Q^)-nQx 
Px  +  Qy 
soit  homogène  et  de  degré  0. 

§  4.  Équations  du  1^'  ordre  non  résolues 
par  rapport  à  y'. 

136.  Définition  de  l'intégrale  générale.  —  Soit  une  équation 

(1)  f\^,  y.  y')  =  0. 

On  pourra  généralement  tirer  de  cette  équation  plusieurs  valeurs 
pour  y\  peut-être  même  une  infinité, 

(2)  y'  =  h{x,y),  y'  =  f^{x,y),... 

Ces  équations,  qui  sont  de  la  forme  traitée  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, auront  chacune  leur  intégrale  générale,  soit  respectivement 

(3)  l\{x,y,C)  =  0,  F,{x,y,C)  =  0,... 

Ce  sont  autant  de  solutions  des  équations  (1)  et  l'on  appelle 
intégrale  générale  de  cette  équation,  une  solution  qui  comprend 
toutes  les  précédentes. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  n  d'équations  (2)  et,  par  suite, 
d'équations  (3),  on  j)eut  obtenir  cette  intégrale  générale  en  multi- 
pliant entre  elles  toutes  les  relations  (3),  ce  qui  donne 

(4)  F,(x,  y,  C)F,(a;,  y,  C)...  F,J.x,  y,  C)  =  0. 

Il  arrive  souvent  que  toutes  les  équations  (3)  peuvent  être  cora- 
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prises  en  une  seule  renfermant  des  fonctions  à  déterminations  mul- 
tiples. Celte  relation  unique  est  alors  l'intégrale  générale.  Si  les 
fonctions  à  déterminations  multiples  sont  des  radicaux,  on  pourra 
généralement  les  faire  disparaître  par  des  élévations  de  puissance, 
mais  il  est  clair  que  cela  revient  à  former  l'équation  (4).  Il  est  à 
remarquer  que  cette  opération  a  déjà  été  faite  pour  plusieurs  des 
équations  propoiées  au  paragraphe  précédent.  En  voici  un  nouvel 
exemple  :  soit 

dy 


y 


1  +  y-, 


d'où 


=  dx. 


yy 


±Vi  +  f 

On  en  tire  l'intégrale  générale  sous  les  deux  formes 
Log(y  ±  S/ï+Y)  =  Log  Ce^ ,         1  +  //'  =  {Ce' 

Exemples.  Les  trois  équations  : 
y'3  _  (a;2  _|_  a^  4-  ^2)  t/'2  _|_  [x'^y  +  ccY  +  ^Ti/^)  y'  —  x^  ^  0 
(«2  —  x"^)  y'^  +  bx  (a^  —  x"")  y'^  —  y'  —  b.r  .-=  0 


L' 


y' 


^y 


y 


^'  +  yr'  y"-^y'  +  ^=^o 


reviennent  aux  suivantes,  dont  nous  mettons  l'intégrale  en  regard 


{y'-x^){y'-xy)(y'  —  y^}.-^0 
f(a2  _  a;2)  y'^  —  l]  {y'  +  bx)  --=  0 

[ooy'  -  yY  =  [yy'  {^'  +  y')f 


(y-^-o)0/-c.^)(,-^)^o 

(i/  +  C)3  ^  -^  (arc  sin  ~) 

y=-cctg{c±Ç) 


137.  Équations  où  manque  une  variable.  —  Elles  sont  de  l'une  des 
deux  formes  suivantes  (la  seconde  se  ramènerait  d'ailleurs  à  la  pre- 
mière en  prenant  x  pour  inconnue)  : 

f{x,  y')  =0  ou  f\y,  y'}  =  0. 

On  ramène  immédiatement  l'intégration  à  une  quadrature  en  résol- 
vant l'équation  par  rapport  à  y'.  Mais  il  arrive  que  l'équation  soit 
plus  facile  à  résoudre  par  rapport  à  x  (ou  à  y)  que  par  rapport  à  y'. 
Dans  ce  cas,  en  faisant  la  résolution  et  en  remplaçant  ?/'  par;;,  on 
obtient 
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{   y-Hv^la:  =jP'f'(p)dp  ''  I    x-C=  f^^  ^  {'f^^ 

•^  '  J  P       J      P 

C'est  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale  :  x  e\  y  sont 
exprimés  en  fonction  de  p.  En  éliminant  p  entre  les  deux  relations, 
on  met  l'intégrale  sous  la  forme  habituelle. 

Exemples.  I.  Soit  l'équation  x  =  p^  -\-  l  -, 

y  =    pdx  =  3  j  p^dp  =^'^p*  -\-  C. 

En  éliminant  p,  il  vient  {x  —  1)2  =    -  (j/  —  C)    . 

dp 
II.  Soit  l'équation  x  = 


Vi  4-7^2' 

y  —  C  =    pdx  =  px  —    xdp  ^  px  —  a\  -j=J=  =  pa  —  «Vl  -\-p^- , 
.  J  J\l-\-p- 

En  éliminant  p,  il  vient  x^  ~\-  {y  —  C)^  =  à^. 

138.  Équations  homogènes.  —  Désignons  encore  y'  par;;  et  soit 
f(x,  y,p)  =  0  une  équation  homogène  par  rapport  aux  deux  variables 
X,  y.  Si  l'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  p,  elle  se  ramène  à  la 
forme  étudiée  au  n°  125.  Laissons  ce  cas  de  côté.  En  divisant  par 
une  puissance  convenable  de  x  et  en  posant  y  =  ux,  l'équation  prend 
la  forme  F(/<,;j)  =  0,  et  si  on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  m, 
on  aura 

En  dérivant  la  relation  y  =  ux,  on  en  tire 

dy  =  pdx  =  udx  -j-  xdu, 
d'où 

dx  _    du     _  ^'{p)dp 
IF'  p  —  u~  p  —  <i(p)' 

L'équation  différentielle  entre  x  et  p  est  à  variables  séparées  et 
donne  x  en  fonction  de  ;)  par  une  quadrature.  On  obtient  ensuite  y 
en  fonction  de  p  par  la  relation  y  =  ux  =X(f{p).  On  a  donc  une 
représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Exemples.  Voici  trois  équations  avec,  en  regard,  soit  x  exprimé  en 
fonction  de  p,  soit  l'intégrale  générale  : 


y  —  pcc  =  >ix\  1  -f  p- 
J/ V  l  +  P'  =  n{cc-\-  py) 
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C 


Vï+F-i^]" 


y"-  =  2Qx  +  C2 


139.  Équations  qui  s'intègrent  par  dérivation.  —  Soit  une  équation 
résolue  par  rapport  à  y 

(6)  y  =  m,y')^ 

En  y  remplaçant  y'  par  j»,  elle  devient 

(6)  y-fi^,p) 

Si  l'on  dérive  cette  équation,  on  voit  que  j9  doit  vérifier  la  condition 

(7)  p^K^KÈL. 
^  '                           ^      dx       dp  dx 

C'est  une  équation  du  premier  ordre  entre  y  et  x.  Si  on  sait  l'inté- 
grer, on  en  tirera 

(8)  Y[x,  p,  C)  =  0  d'où  p  =  ^{x,  C). 
Portons  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (6),  il  vient 

y-=f{^,^)- 

Nous  avons  établi  ainsi  que  toute  intégrale  rentre  dans  cette 
relation  ;  mais,  réciproquement,  cette  relation  est  une  intégrale,  car, 
en  la  dérivant,  on  en  tire,  en  vertu  de  l'équation  (7),  y'^p^cf. 
C'est  donc  l'intégrale  générale.  L'intégrale  générale  de  (5)  s'obtient 
donc  en  éliminant  p  entre  (6)  et  (8)  et,  si  l'on  a  soin  de  tenir  compte 
de  toutes  les  solutions  de  l'équation  (8),  on  ne  laissera  écbapper  par 
cette  méthode  aucune  intégrale  de  l'équation  (5).  On  pourrait  aussi 
résoudre  l'équation  (8)  par  rapport  à  x,  puis  porter  la  valeur  trouvée 
dans  (6)  ;  on  aurait  exprimé  ainsi  x  et  y  en  fonction  dejp  et  obtenu, 
par  conséquent,  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Les  équations  traitées  dans  les  deux  n°^  suivants  fournissent  des 
exemples  de  cette  méthode. 

140.  Équation  linéaire  en  x  ety.  —  Elle  est  de  la  forme  (/;  dési- 
gnant y') 

(9)  y  -  x<f{p)  -\-  Mp). 
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En  la  dérivant,  on  en  tire 


dp 

_  dx 


dp 


On  peut  vérifier  cette  équation  en  annulant  p  —  (^{p)  et  -^  ;  nous  y 
reviendrons  dans  un  instant.  Supposons  d'abord  qu'aucune  de  ces 
quantités  ne  soit  nulle  ;  l'équation  peut  s'écrire 

dp       p  —  (f(p)         p  —  ©(/>) 

Cette  équation  est  linéaire  en  considérant  x  comme  l'inconnue  et;? 
comme  la  variable  indépendante.  On  sait  l'intégrer  et  l'on  trouve  x 
en  fonction  de  p  et  d'une  constante  arbitraire.  En  éliminant])  entre 
cette  relation  et  l'équation  (9),  on  obtient  l'intégrale  générale.  Si,  au 
lieu  de  cela,  on  porte  la  valeur  de  x  dans  (9),  x  eiy  sont  exprimés  en 
fonction  dep  et  l'on  a  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Annulons  maintenant  p  —  (f{p).  On  en  tire  généralement  un  cer- 
tain nombre  de  valeurs  constantes  ;ji,  P2»---  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion (10),  car  ^  est  alors  nul  aussi.  En  portant  ces  valeurs  de  p  dans 
l'équation  (9),  on  en  tire  un  certain  nombre  de  solutions  singulières 
qui,  géométriquement,  représentent  des  droites. 

Exemples.  Les  équations  homogènes  traitées  au  n°  138  peuvent  aussi 
se  résoudre  par  cette  méthode.  Voici  d'autres  exemples  oii  les  équations 
ne  sont  pas  homogènes.  Nous  mettons  l'équation  à  intégrer  dans  la 
première  colonne,  la  valeur  de  x  en  fonction  de  p  en  regard. 


y  =^xil  +p)-\-2i- 
y  ---  2px  +  VT+F 

y  —  2px  —  p^ 


X  ^  Ce-p  —  2(p  ^  i) 

JVl+jo2 
p^x  =  C  -{-  -p^ 


141.  Équation  de  Clairaut.  —  La  méthode  du  n"  précédent  échoue 
si  cp'j;)  se  réduit  à  p.  Dans  ce  cas,  on  obtient  Véquation  de  Clairaut, 
qui  a  donc  pour  type 

(11)  y  =  px  -{-  'l»{p). 

En  la  dérivant,  il  vient 


P  + 


X  +  '^'{p) 


Jdx      "' 


d'où         |[^-  +  f(?.)]  =  0. 
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Celte  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 
1°  En  posant  j^  =  0  d'où  p  =  C. 

Portant  cette  valeur  dans  (11),  on  obtient  l'intégrale  générale 
yr=Cx  +  ^C) 

qui  représente  géométriquement  un  système  de  droites. 

2»  En  posant  x  +  ^'{p)  =  0. 

Si  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  (11),  on  obtient  une  solu- 
tion sans  constante  arbitraire.  C'est  une  intégrale  singulière,  car  elle 
ne  peut  rentrer  dans  l'intégrale  générale  (p  étant  maintenant  fonction 
de  x).  La  solution  singulière  représente  donc  une  courbe. 

L'intégrale  générale  se  compose  de  toutes  les  tangentes  à  la  courbe 
représentée  par  la  solution  singulière. 

En  effet,  toute  solution  particulière  est  donnée  par  l'équation 
y  ^px  -\-^p)  où  p  est  constant.  Cette  droite  passe  par  le  point  de 
la  courbe  qui  a  pour  abscisse  x  =  —  '\''{p).  Comme  le  coefficient 
angulaire  y'  de  la  courbe  en  ce  point  est  égal  à  p  par  notre  calcul 
lui-même,  la  droite  touche  donc  la  courbe  en  ce  point. 

Réciproqtiement,  l'équation  différentielle  des  tangentes  à  une  courbe 
revient  à  une  équation  de  Clairaut. 

En  effet,  l'équation  d'une  droite  étant  y  =-  px  -}-  q,  pour  exprimer 
qu'elle  touche  la  courbe  (3  =  /(a),  on  écrira 

M=^pci.-\-q,  P  =  f'{^)- 

En  éliminant  a  entre  ces  deux  relations,  on  obtient  une  relation  de 
la  forme  q  =  ^{p).  L'équation  générale  des  tangentes  est  donc 

y  ^px  +  '^{p) 

et  elle  dépend  d'une  constante  arbitraire  p.  Pour  former  l'équation 
différentielle  des  tangentes,  il  faut  éliminer  p  entre  celte  équation  et 
sa  dérivée  y'  =  p  ;  on  forme  donc  une  équation  de  Clairaut. 

Exemples.  Voici  quelques  équations  de  Clairaut  avec  leurs  intégrales 
singulières  en  regard  : 


y  ^  px-\-p—p- 


y  =-  px-\-  \'\-\rP" 


Ay  =  [x^  \Y  ; 


by  Va;2  •  f- *2  ^  «(a;^  —  ô^)  ; 
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Exercices. 

1.  Intégrer  les  équations 

ayif-  +  (2œ  —  b)  y'  —  y  =  0 
{■]x-  —  a-)  y'''  —  4xyy'  -\- y^  —  a-  =  0 


(y  —  .r)  Vl+a;^  c/y  =  7i(l  -\-  y'^)  '  dx. 

R.  La  première  se  ramène  à  une  équation  de  Clairaut  par  la  substitu- 
tion y-  =  u  et  la  seconde  à  une  équation  linéaire  en  x,  y  en  la  résolvant 
par  rapport  à  y. 

Pour  intégrer  la  troisième,  on  pose  a;  =  tg  w,  î/  =  tg  v,  ce  qui 
ramène  à  l'équation  sin  [v  —  u)  dv  =  ndv  et  les  variables  se  séparent 
en  posant  v  —  u  =  z. 

2.  L'équation  de  Clairaut  est  la  seule  qui  s'intègre  en  remplaçant  y' 
par  C  (Mansion). 

3.  Transformation  de  Legendre.  Elle  consiste  à  prendre  comme  nou- 
velles variables 

X  =  î/',  Y  =  xy'-y. 

En  différentiant  ces  relations,  on  en  tire,  sans  difficulté, 

Par  cette  substitution,  on  ramène  l'une  à  l'autre  les  deux  équations 

fl^.y.y')^»  r(g,xf-Y,x)=o 

et  l'intégrale  de  l'une  fait  connaître  celle  de  l'autre. 

dY 

Par  exemple,  l'équation  ^{xy'  —  y)  =  xo{y')  devient  ^{Y)  =  -p^  cp(X) 

et  les  variables  se  séparent. 

Cette  substitution  suppose  toutefois  que  y"  ne  soit  pas  nul.  Si  on 
l'applique  à  une  équation  de  Clairaut,  on  ne  trouve  que  la  solution 
singulière. 

§  5.  Applications  géométriques  des  équations 
du  1"  ordre. 

142.  Problème  des  trajectoires.  —  Soit  F{x,  y,  ^)  =  0  une  équation 
reufermuni  un  paramèlre  arbitraire  a,  et  qui  représente,  en  axes  rec- 
tangulaires, une  famille  de  courbes  planes  (F)  ;  on  demande  de  trouver 

11 
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les  courbes  qui  rencontrent,  sous  un  même  angle  donné  w,  toutes  les 
courbes  de  cette  famille. 

Soit  [x,  y)  un  point  du  plan.  Considérons  une  courbe  de  la  famille 
(F)  et  une  trajectoire  passant  par  ce  point.  Soient,  en  ce  point,  <p  l'in- 
clinaison sur  l'axe  des  x  de  la  tangente  à  la  courbe  et  <p'  =  cp  -|-  w 
l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  On  aura 

(1)  tgo  =  tg<y-o))=yf-,^^^:^- 

^  '  ^'         ^^'  '        l-ftgcp'tgw 

Ceci  posé,  formons  l'équation  différentielle  des  courbes  de  la 
famille  (F),  ce  qui  se  fait  en  éliminant  a  entre  F  =  0  et  sa  dérivée. 
Cette  équation  sera  de  la  forme 

(2)  fix,  y,  y')  =  0. 

Dans  cette  équation,  y'  représente  tgcp.  Si  nous  voulons  en  déduire 
l'équation  différentielle  des  trajectoires,  il  faut  former  une  équation 
dans  laquelle  y'  représente  tgcp'.  En  vertu  de  la  relation  (1)  entre  tgtp 
et  tgcp',  il  faut,  pour  cela,  remplacer,  dans  l'équation  (2),  y'  par  l'ex- 
pression 

^'  i+î/'tgto 

D'où  la  règle  :  L'équation  diflc7'entielle  des  trajectoires  s'obtient  en 
formant  l'équation  di/jérentielle  des  courbes  (F)  et  en  y  remplaçant  y' 
par  (î/'  — tgw)  :  (1  +2/'tgw). 

Les  trajectoires  sont  orthogonales  ou  obliques  selon  que  l'angle  u 
est  droi»  ou  ne  l'est  pas.  Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales, 
tgw  est  infini,  l'expression  (3)  se  réduit  à  —  \  '.y'.  Donc  l'équation  des 
trajectoires  orthogonales  s'obtient  en  remplaçant  y'  par  —  i  -y'  dans 
l'équation  différentielle  des  courbes  (F). 

Si  l'angle  w  est  nul,  la  courbe  cherchée  touche  toutes  les  courbes 
de  la  famille  (F).  On  peut  considérer  le  problème  de  trouver  cette 
courbe  comme  un  cas-limite  de  celui  des  trajectoires.  L'expression  (3) 
se  réduit  à  y'  et  l'équation  des  trajectoires  coïncide  avec  l'équation  dif- 
férentielle des  courbes  (F).  La  solution  du  problème  ne  peut  donc 
être  donnée  que  par  une  intégrale  singulière  de  l'équation  (2).  Nous 
reviendrons  sur  cette  question  dans  la  théorie  des  courbes  enve- 
loppes. 

143.  Exemple  de  trajectoires  obliques.  —  Cherchons  les  trajec- 
toires des  droites 

y  =  cix. 
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L'équation  différentielle  de  ces  droites  est  xy'  =  y.  Donc  celle  des 
trajectoires  sera,  d'après  la  règle, 

x{y'  —  lg(ù)  =  2/(1  -f-î/'tgw), 
d'où 

xdy  —  ydx  =  tgw  {xdx  -\-  ydy). 

Cette  équation  homogène  s'intègre  immédiatement  en  la  divisant 
par  x*  +  y^  ;  il  vient 


i  Log  [x'  +  y')  -  Log  c] 
ou,  plus  simplement,  en  coordonnées  polaires  r  et  9, 


arctg|  =  tgw 


Les  trajectoires  sont  donc  des  spirales  logarithmiques. 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  un  cône  circulaire  droit  ayant  le  plan 
xy  pour  base,  les  trajectoires  précédentes  sont  les  projections  sur  ce 
plan  d'une  courbe  du  cône,  qui  coupe  toutes  les  génératrices  sous  le 
même  angle  et  qu'on  appelle  hélice  cylindroconiqtie.  On  voit  donc  que 
les  projections  d'une  hélice  cylindroconique  sur  le  plan  de  base  sont 
des  spirales  logarithmiques. 

144.  Exemples  de  trajectoires  orthogonales.  Systèmes  orthogonaux. 

Une  famille  de  courbes  et  ses  trajectoires  orthogonales  forment  ce 
qu'on  appelle  un  système  orthogonal.  Nous  allons  en  faire  connaître 
quelques  exemples  simples  : 

I.  Considérons  les  courbes  paraboliques 

y  =  our^. 

Leur  équation  diftérentielle  est  xy'  —  ay.  Donc  celle  des  trajec- 
toires orthogonales  sera 

ayy'  -|-  a;  =  0,        d'où        ay'^  -f  a;'  =  C. 

Les  trajectoires  sont  des  coniques  ayant  l'origine  pour  centre.  En 
particulier,  si  a  --=  —  1,  on  a  le  système  orthogo7ial  : 

xy  =  a,  x^  —  y^  =  C, 

composé  de  deux  familles  d'hyperboles  équilatères  :  les  axes  coor- 
donnés sont  les  asymptotes  des  courbes  de  la  première  famille  et  les 
axes  de  symétrie  des  courbes  de  la  seconde. 
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II.  Considérons  les  coniques  homofocales 
X-  u'- 


a+C ' b+G 
Leur  équation  différentielle  est  (no  111) 

,,  ,   x-  —  y-  -\-  a  —  b    ,      .      ^ 

if     -r  ^  J 

Cette  équation  se  reproduit  par  le  changement  de  y'  en  —  1  :  y'. 
Donc  le  système  des  coniques  homofocales  contient  ses  propres  tra- 
jectoires et  forme  à  lui  seul  un  système  orthogonal.  Par  chaque  point 
du  plan  passent  effectivement  deux  courbes  de  la  famille,  une  ellipse 
et  une  hyperbole,  qui  se  coupent  à  angle  droit. 

III.  Développa;» tes.  Les  développantes  d'une  courbe  plane  sont  les 
trajectoires  orthogonales  de  leurs  tangentes.  Mettons  l'équation  diffé- 
rentielle des  tangentes  sous  forme  d'une  équation  de  Clairaut  [n"  141), 
savoir 

y  =  xy'  '\-'Ay')' 

Désignons  par  p  la  dérivée  de  l'ordonnée  y  de  la  développante, 
réquation  différentielle  des  développantes  s'obtient  en  remplaçant  «/' 
par  —  1  :  p  dans  l'équation  précédente  :  elle  sera  donc 


3,  =  -î  +  4,(-l 


ou,  plus  simplement, 


(5)  2/  =  — 1  +  ^(]^)- 

C'est  une  équation  linéaire  en  x  eiy  (n°  140).  Par  la  méthode  géné- 
rale de  dérivation,  on  obtient,  pour  déterminer  x,  l'équation  linéaire 

dx X        _  po'jp)  _ 

Ip      p{p' +  \)'~  p- +  \ 

Observons  que  l'on  a 

r       dp       _Cdi_  C  Pdp    _  Loe ^^— • 

J  P  ^f  -f- 1)    J  V     J  ;^"  + 1       ^  W^' 

il  viendra,  par  la  formule  d'intégration  de  l'équation  linéaire  (n"  128), 

(6)  .=.^,£=\c+{4MM.\. 

Vj'^  +  ii       ■  V;''  +  i-i 
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Portons  cette  valeur  de  x  dans  (5)  ;  les  équations  (5)  et  (6)  expri- 
meront x  et  y  en  fonction  de  jh  Ce  sera  une  représentation  paramé- 
trique des  développantes  et  elle  ne  dépend  plus  que  d'une  quadrature. 
Nous  avions  déjà  obtenu  un  résultat  analogue  dans  le  premier  vo- 
lume (n°  257). 

145.  Lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  d'une  surface.  —  Soit 
¥{x,  y,  z)  =  0  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires. Nous  supposerons  l'axe  des  z  vertical  et,  par  conséquent,  le 
plan  xy  horizontal. 

Les  lignes  de  niveau  de  la  surface  sont  les  intersections  de  la  sur- 
face par  des  plans  horizontaux. 

Les  lignes  déplus  grande  pente  sont  celles  dont  la  tangente  fait,  en 
chaque  point,  le  plus  grand  angle  possible  avec  le  plan  horizontal. 
Celte  tangente  est  donc  perpendiculaire  à  la  tangente  horizontale 
(qui  est  celle  de  la  ligne  de  niveau).  Les  lignes  de  plus  grande  pente 
sont  donc  les  trajectoires  orthogonales  des  ligues  de  niveau  sur  la 
surface. 

Nous  allons  former  les  équations  différentielles  des  projections  de 
ces  deux  sortes  de  lignes  sur  le  plan  xy. 

On  obtient  une  ligne  de  niveau  en  coupant  la  surface  par  le  plan 
z  =  ce.  La.  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  xy  a  pour  équation 

F  [x,  y,  a)  =  0. 

Pour  former  l'équation  différentielle  de  ces  projections,  il  faut  déri- 
ver cette  équation  et  éliminer  a. 

Passons  aux  lignes  de  plus  grande  pente.  Ce  sont  les  trajectoires 
orthogonales  doo  ppojeolionft  des  lignes  de  niveau  sur  la  surface. 
Mais  l'orthogonalité  subsiste  en  projection  sur  le  plan  horizontal, 
parce  que  les  lignes  de  niveau  sont  horizontales.  Donc  les  projections 
des  lignes  de  plus  grande  pente  sur  le  plan  xy  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  projections  des  lignes  de  niveau  ;  leur  équation 
différentielle  s'obtient  en  remplaçant  y'  par  —  1  :  y'  dans  l'équation 
différentielle  des  projections  des  lignes  de  niveau. 

Appliquons  cette  théorie  aux  surfaces  à  centre  du  second  degré 

Ax'  +  By-  +  Gz2  =  H. 
En  remplaçant  z  par  a  et  en  dérivant,  on  forme  l'équation  différen- 
tielle des  projections  des  lignes  de  niveau 
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Celle  des  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente  sera 

kxy'  —  By  =  0. 
C'est  une  équation  à  variables  séparées,  ayant  pour  intégrale 

Si  l'on  suppose  A  =  B,  la  surface  est  de  révolution,  les  projections 
des  lignes  de  plus  grande  pente  sont  des  droites  et  ces  lignes  elles- 
mêmes  sont  les  méridiennes  de  la  surface. 

Exercices. 

1.  Les  distances  de  l'origine  aux  points  où  la  tangente  coupe  l'axe  des 
y  et  où  la  normale  coupe  l'axe  des  œ,  sont  dans  un  rapport  constant  a. 
Trouver  la  courbe. 

R.  L'équation  diiférentielle  est  ydœ  —  xdy  =  a{œdx -\- xdy).  La 
courbe  est  une  spirale  logarithmique  (n°  143). 

2.  L'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  est  kx^^y'*^ .  Trouver  la  courbe. 
R.  On  obtient  une  équation  de  BernouUi. 

3.  La  projection  sur  le  rayon  vecteur  de  la  normale  terminée  à  l'axe 
des  X,  est  une  constante  a.  Trouver  la  courbe. 

R.  C'est  une  section  conique  r  =  a  :  (1  —  C  cos  6). 

4.  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  y^  =  2p{x  —  a). 
R.  Leur  équation  est  Log  y  = \-  C. 

5.  Trajectoires  orthogonales  des  cissoïdes  î/^(2a  —  x)  =  x'. 
R.  En  coordonnées  polaires,  r^  =  C  (1  +  cos^O). 

6.  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  x^  -\-  y^  =  olx. 
R.  Leur  équation  est  x^  -^  y^  =Cy. 

7.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  r'  =  a*  Log  (tg  6  :  a). 
R.  On  trouve  2r'  (sin^ô  +  C)  =  a-. 

8.  Le  produit  des  segments  compris  sur  deux  axes  rectangulaires 
entre  l'origine  et  la  tangente,  est  une  constante  k^.  Trouver  la  courbe. 

R.  Equation  différentielle  de  Clairant  î/  =2}x  ±  k\ — p.  Solution  sin- 
gulière 4xy  =  A*.  C'est  la  courbe  cherchée. 

9.  Courbes  dont  la  tangente  est  à  une  distance  constante  a  de  l'ori- 
gine.   

R.  Equation  diflFérentielle  de  Clairauti/  =px  -\-  a\  1  +P*-  Solution 
singulière  x'^  -|-  y'^  =  a*. 
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10.  La  portion  de  tangente  entre  deux  axea  rectangulaires  est  une 
constante  a.  Trouver  la  courbe. 

R.  Equation  de  Clairaut  y  =zpx  -[•  ap  :  \l  +  P^-  Solution  singulière 
—        1.       — 
x^  -\-  y^  =  a^ . 

11.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  S  comprise  entre  la  courbe, 
l'axe  des  x  et  deux  ordonnées  quelconques,  soit  proportionnelle  à  l'arc  s 
compris  entre  les  mêmes  ordonnées. 

R.  La  courbe  est  une  chaînette  ayant  pour  base  l'axe  des  x. 

12.  Trouver  la  développante  de  la  chaînette  y  =  {e"^^  +  e~"^)  :  2tn 
en  prenant  comme  ori',nne  de  cette  développante  sur  la  courbe  le  point 
le  plus  bas.  —  Cette  développante  s'appelle  ti^actrice;  la  tractrice  est 
aussi  :  1°  la  courbe  dont  la  tangente  est  constante;  2°  la  trajectoire 
orthogonale  d'une  famille  de  cercles  de  même  rajon,  dont  les  centres 
sont  en  ligne  droite. 

13.  Trouvei'  la  route  suivie  par  un  rayon  lumineux  qui  traverse  un 
milieu  dans  lequel  l'indice  de  réfraction  varie  proportionnellement  à  la 
profondeur. 

14.  Problème  de  Biot.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  tous  les 
rayons  lumineux  émanés  d'un  point  fixe  A  repassent  par  ce  pomt  après 
deux  réflexions  sur  la  courbe. 

R.  La  courbe  est  un  cercle  passant  par  A. 


CHAPITRE  IV. 

Equations  différentielles  (suite). 
Equations  d'ordre  supérieur  au  1^''.  Systèmes  d'équations. 


§  1.  Equations  linéaires  sans  second  membre. 
Wronskiens. 

146.  Notations.  —  Premières  propriétés  des  équations  linéaires  sans 
second  membre.  —  On  appelle  équation  linéaire  homogène  ou  linéaire 
sans  second  membre  une  équation  linéaire  et  homogène  par  rapport  à  y 
et  à  ses  dérivées  successives. 

Nous  supposerons  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  dérivée  ne 
s'annule  pas.  Comme  on  peut  alors  diviser  toute  l'équation  par  ce 
coefficient,  on  peut  admettre  a  priori  qu'il  soit  égal  à  l'unité.  L'équa- 
tion d'ordre  n  prend  alors  la  forme  suivante 

(1)  r  +  X,î/"-i  +  ...  +  ^n-iV'  +  X„î/  =  0. 

où  les  lettres  X  désignent  des  fonctions  de  x  seul  et  les  exposants  des 
indices  de  dérivation. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  un  polynôme  symbolique 
de  degré  n  eny.  Nous  poserons,  en  abrégé, 

(2)  f{y)  =  î/"  +  x,î/"-*  + ...  +  x„^, 

de  sorte  que  l'équation  (Ij  peut  maintenant  s'écrire 

(3)  f{y)  =  0. 

Si  l'on  désigne  par  Wj,  u^...  des  fonctions  de  x,  par  Ci,  Cg,...  des 
constantes,  on  reconnaît  immédiatement,  par  les  règles  de  dérivation, 
que  le  polynôme  symbolique  f{y)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par 
l'équation 

(4)        aCiMi  -f  C,u,  +  ...)  =  C/(Mj  +  CJ{u,)  +  ... 

On  en  conclut  le  théorème  suivant,  qui  conduit,  comme  nous  le 
verrons  (no=  148,  149,  150),  à  l'intégration  de  l'équation  : 
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I.  Si  «1,  M.,,...  sont  des  intégrales  particulières,  en  nombre  quelconque, 
de  l'équation  linéaire  sans  second  membre,  la  fonction  y  =  CjUi  + 
Cg«2  -h  ...  sera  une  nouvelle  intégrale,  plus  générale,  de  l'équation. 

Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on  ne  pourrait  pas,  par  une  trans- 
formation, simplifier  l'équation  linéaire  en  annulant  certains  de  ses 
coefficients,  A  ce  point  de  vue,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

II.  On  peut,  par  une  quadrature,  (aire  disparaître  le  terme  en  y'^-^  de 
l'équation  d'ordre  n. 

Désignons,  en  effet,  par  u  une  fonction  auxiliaire  à  déterminer  et 
par  z  une  nouvelle  inconnue.  Transformons  l'équation  (1)  par  la 
substitution  y  =  uz,  d'où  l'on  lire,  par  la  règle  de  dérivation  d'un 
produit, 

î/"  =  Mc" -f  nîi'x"-!  4- ...,        î/''-*  =  U2"-*  + 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  le  coefficient  de  z^ 
sera  u,  celui  de  2"~-  sera  [nu'  -\-  mX,).  Donc,  si  l'on  détermine  u  par 
l'équation 

nu'  4-  wXi  ^  0,  d'où  ti  =  e 

et  qu'on  divise  l'équation  (1)  par  u,  l'équation  transformée  en  z  sera 
de  la  forme 

Z^-\-Z,Z^-^-{-...+ZnZ  =  0, 

les  lettres  Z  désignant  des  fonctions  de  x. 

Cette  transformation,  qui  exige  la  détermination  de  u,  dépend  donc 
d'une  quadrature. 

147.  Définition  et  propriétés  des  wronskiens.  —  L'étude  des  équa- 
tions linéaires  est  intimement  liée  à  celle  de  certains  déterminants 
nommés  wronskiens.  Le  wronskien  de  u^,  u^,...  Un  est,  par  définition, 
le  déterminant  suivant,  formé  avec  les  fonctions  u  et  leurs  dérivées  : 

Uy,         Ui,  ...  Un 

w;,     u;,     ...  u'n 

Nous  le  désignerons  par 

\V        ou  par        V^'iiif,  i^...  Un] 
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Les  vvronskiens  jouissent  de  certaines  propriétés  très  simples  : 

1")  Le  wronskien  W  s'annule  si  deux  des  fonctions  u  sont  égales. 

2°)  Pour  dériver  un  wronskien,  on  doit  remplacer  les  éléments  de 
la  dernière  ligne  par  leurs  dérivées. 

Cette  règle  est  un  cas  particulier  de  la  règle  générale  suivante  : 
La  dérivée  d'un  déterminant  est  la  somme  des  déterminants  succes- 
sivement obtenus  en  remplaçant  dans  le  proposé  :  d'abord  tous  les  élé- 
ments de  la  première  ligne,  puis  tous  ceu.v  de  la  seconde,...  enfin  tous 
ceux  de  la  dernière  ligne  par  leui^dérivées  (M. 

En  effet,  si  l'on  applique  cette  règle  à  un  wronskien,  tous  les  déter- 
minants ainsi  obtenus  sont  nuls  comme  ayant  deux  lignes  égales, 
sauf  le  dernier. 

148.  Théorème  l.  —  Etant  donnée  une  équation  f{y)  =  0,  linéaire 
et  sans  second  membix  d'ordre  n  :  1°  elle  admet  toujours  n  solutions 
particulières  u^,  u^,...  Un  dont  le  wronskien  ne  s'annule  pas  ;  2°  si  m,, 
u.^,...  Un  sont  n  solutions  satisfaisant  à  cette  condition,  l'intégrale 
générale  sera 

(5)  î/  =  CiUi  +  CgMg  4- ...  +  CnM„. 

Démontrons  d'abord  le  premier  point.  Si  m,  est  une  solution  parti- 
culière différente  0  de  l'équation,  son  wronskien  se  réduit  à  «i  et 
n'est  pas  nul.  Supposons,  par  impossible,  qu'on  puisse  trouver  p 
{0<p  <n)  solutions  particulières  Uj,  u^,...  Up  dont  le  wronskien  soit 
diff'érent  de  0,  mais  qu'il  soit  impossible  de  leur  ajouter  une  nouvelle 
solution  satisfaisant  à  la  même  condition.  Dans  ce  cas,  toute  intégrale 
de  l'équation  f[y)  =  0  et,  par  conséquent,  son  intégrale  générale 
vérifient  la  relation 

W(Mi,  U2,...  Up,y)  =  0. 

Cette  relation  est  linéaire  par  rapport  aux  quantités  y,  y',...  y^ , 
auxquelles  on  peut  attribuer  un  système  de  valeurs  arbitraires  pour 
chaque  valeur  de  x,  car  p  est  <  n  et  l'intégrale  générale  comprend  au 

(*)  Cette  règle  se  démontre  aisément.  S'il  n'y  a  de  variables  que  les  éléments 
d'une  seule  ligne,  on  reconnaît  immédiatement,  en  développant  le  déterminant 
par  rapport  aux  éléments  de  cette  ligne,  que  sa  dérivée  s'obtient  en  rempla- 
çant chaque  terme  de  cette  ligne  par  sa  dérivée.  La  dérivée  d'un  déterminant 
quelconque  sera  donc,  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées,  la 
somme  des  déterminants  successivement  obtenus  en  supposant  variables  les 
éléments  de  la  première  ligne,  puis  ceux  de  la  seconde,...  ce  qui  conduit  à  la 
règle  énoncée. 
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moins  une  intégrale  particulière  à  laiiuelle  on  peut  imposer  ce  sys- 
tèmes de  valeurs  comme  initiales.  Donc  la  relation  ne  peut  subsister 
que  si  les  coofTicienls  de  y,  y',.,  sont  nuls  séparément,  ce  qui  n'a 
pas  lieu,  car  le  cootïicient  de  yP  est  W(ui,  u^,...  Up)  qui  est  supposé 
différent  de  0.  Donc  l'hypothèse  est  impossible,  ce  qui  démontre  la 
première  partie  du  théorème. 
Pour  établir  la  seconde  partie,  considérons  l'intégrale 

y  =  CiM,  -\-  C2M0  +  ...  +  C„Mn       (ou    y  =-  SGm) 

formée  avec  n  intégrales  particulières  dont  le  wronskien  W  ne  soit 
pas  nul. 

Pour  établir  que  c'est  l'intégrale  générale,  il  faut  prouver  que  les  n 
constantes  sont  distinctes,  ou  permettent  d'attribuer  à  y,  y',  ...  y^-^ 
des  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur  particulière  de  x.  Il  suffît, 
pour  cela,  que  le  système  d'équations 

soit  résoluble  par  rapport  aux  constantes  C.  Cette  condition  est  effec- 
tivement remplie,  car  le  déterminant  du  système  est  le  wronskien  W 
qui  n'est  pas  nul. 

149.  Théorème  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
W  (j(j,  Uo,...  Un)  soit  différent  de  0,  est  que  les  n  fonctions  u  soient 
linéairement  indépendantes. 

On  dit  que  les  fonctions  u  sont  linéairement  indépendantes  si  l'iden- 
tité 

(6)  ajMi  +  a^M^  +  a^M^  =  0         (ou     SaM  =  0) 

ne  peut  avoir  lieu  pour  des  valeurs  constantes  des  coefficients  a  que 
si  tous  ces  coefficients  sont  nuls. 

Si  les  fonctions  u  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  on  forme 
par  des  dérivations  successives  le  système  de  n  équations 

Saw  -=  0,         Saw'  =  0, . . . .         Saw"-^  =  0 

et,  ces  relations  étant  satisfaites  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles 
des  a,  on  en  tire  W(Mi,  u^,  ..  Un)  ^0. 

Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  identiquement 

■W(Mj,  Mj----  "n)  =  0. 

Je  dis  que  les  fonctions  u  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes. 
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En  effet,  si  m,  était  identiquement  nul,  on  aurait  u^  -f  Om»  -|- 
Oug  4-  ...  ==  0  et  les  fonctions  u  ne  seraient  pas  linéairement  indé- 
pendantes. Supposons  donc  u^  diiïérent  de  0  et  joignons- lui  successi- 
vement de  nouvelles  fonctions  «,,.  »3,...  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions 
à  un  premier  wronskien  W(Mi,  Mj,...  Up)  qui  s'annule  ;  Up  sera  une 
intégrale  de  l'équation  linéaire  d'ordre;;  —  ! 

(7)  W(Mi,  h.,...  Up-i.  y)  =  0. 

Le  coefficient  de  y^^^  est  \\  [ui,  u^,..-  Up-.^),  qui  n'est  pas  nul,  et 
l'équation  (7)  admettes  solutions  particulières  u^,  u^,...  Up-i,  satisfai- 
sant aux  conditions  du  théorème  précédent  ;  on  en  conclut  que  son 
intégrale  générale  sera  y  =  C^Ui  4-  C2M2  +  •••  4-  Cp_i  Up-i.  Donc 
l'intégrale  particulière  iip  est  comprise  dans  la  précédente  en  attri- 
buant aux  constantes  Gdes  valeurs  convenables  ai,  ao,...,  ce  qui  donne 
Up  =  cL^Ui  +  aoWg  +  -  +  Op-iUp-i. 

C'est  une  relation  de  la  forme  (6),  dans  laquelle  un  au  moins  des 
coefficients  (celui  de  Up)  n'est  pas  nul. 

De  ce  théorème  et  du  précédent,  on  tire  la  conclusion  suivante  : 

150.  Intégration  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  —  Vin- 
tég7'atioii  complète  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre  revient  à 
la  détermination  de  n  intégrales  particulières,  linéairement  indépeii- 
dantes,  «i,  Ug,...  Wn,'  l'intégrale  générale  est  donnée  par  la  formule 

y  =  CiWi  +  C0M2  -h  •••  +  Gnlln, 

et  il  n'y  a  pas  de  solutio7i  singulière. 

151.  Théorème  III.  —  Si  les  deux  équations  linéaires  sans  second 
men'.bre  : 

yn  ^  x,y»-i  4.  ...  Xny  =  0,  r  +  çi^-*  +  -  +  '^ny  -  0, 

ont  la  même  intégrale  générale,  elles  sont  identiques  terme  pour  terme. 
En  effet,  leur  différence 

(Xi  -  l,)y»-'  +  (X2  -  l,)y-'  +  ...  +  (Xn  -l^)y==0 
est  aussi  vérifiée  par  cette  intégrale  générale,  donc  par  des  valeurs 
arbitraires  de  y,  y',...  «/""S  ce  qui  exige  qu'on  ait  Xi  =  ^i,  Xg  =  ^j,... 

Le  théorème  précédent  permet  de  montrer  facilement  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  linéaire,  ramené  à  la  forme 

f{y)  =y''  +  ^xV'-'  +  -  +  Xn2/, 
s'exprime  de  différentes  manières  par  des  wronskiens,  quand  on  con- 
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naît  n  intégrales,  linéairement  indépendantes,  Ui,  Mz,...  Un,  ou  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  f{y)  =  0.  C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

152.  Première  expression  de  f{y)  par  de»  wronskiens.  —  Formons 
l'équation  linéaire  d'ordre  n 

W(Mi,  Wo,...  Un,  y)  =  0; 

elle  revient  à  f{y)  =^-  0,  car  elle  a  la  même  intégrale  générale.  Pour 
réduire  son  premier  membre  à  f\y),  il  suflit  donc  de  le  diviser  par  le 
coefficient  de  i/"  ;  d'où  l'identité 

ffl\  fh,\  _  W(Mi,  M;,...  Un,  y) 

^^^  '^^^~     W(w.,W3,...mO 

153.  Formule  de  Liouville.  Intégrale  première  de  l'équation  sans 
second  membre.  —  Si  l'on  écrit  VV(Mi,  u^,...  Un,y)  sous  forme  de 
déterminant,  on  remarque  que,  d'après  la  règle  pour  former  la  déri- 
vée d'un  wronskien  (n°  147),  le  mineur  relatif  à  î/"-*  est 

—  W'(Mi,  M2,...Wn). 

Identifions  donc  les  coefficients  de  î/"-*  dans  les  deux  membres  de 
la  relation  (8)  ;  il  vient,  W  étant  le  wronskien  de  Ui,  u^,...  Un , 

(9)  ^  =  _  Xi     ,     d'où    W  =  cH^i'^"' 

Cette  formule  est  due  à  Liouville.  On  en  déduit  d'importantes  con- 
séquences : 

1°)  Si  W  n'est  pas  nul  pour  une  valeur  particulière  de  x  comprise 
dans  un  intervalle  où  la  fonction  Xj  est  continue,  W  ne  peut  s'annuler 
dans  cet  intervalle. 

2°)  Si  l'on  considère  une  équation  dans  laquelle  le  terme  en  ï/"^*  a 
disparu  (n°  146j,  Xj  est  nul  et  le  wronskien  W  conserve  une  valeur 
constante. 

3°  On  obtient  immédiatement  une  intégrale  première  de  l'équation 
f{y)  =  0  d'ordre  n,  si  l'on  en  connaît  («  —  1)  solutions  indépendantes 
Ml,  Mj.-.-  Un-i.  Remplaçons,  en  effet,  y  par  l'intégrale  générale  C^u^  -\ 
C^Uo  +  ...  -f-  CnUn  dans  le  wronskien 

il  vient,  par  la  formule  de  Liouville, 

(10)  \Y(u„  w„...  un-u  y)  =  C„W  =  e-h'^, 
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car  la  constante  Ci  peut  être  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie.  C'est 
une  intégrale  première  de  f^y)  ^  0  et  nous  verrons  (n°  160)  que  l'inté- 
gration s'achève  par  des  quadratures. 

154.  Seconde  expression  de  f{y)  par  des  wronskiens.  —  Multiplica- 
teurs. —  Désignons,  connue  au  n"  précédent  par  W  le  wronskien 
W(ui,  «2,...  Un)  ;  par  W/(j/)  le  même  wronskien  dans  lequel  une  des 
fonctions  u  seulement,  la  fonction  ?<,,  a  été  remplacée  par  y.  Formons 
l'équation  linéaire  d'ordre  n  (D  désignant  une  dérivée) 

w     ~  "'  .)   \ 


(11)  D.-^  =  0, 


cette  équation  admet  les  n  intégrales  particulières  u,,  Uj,...  m„  ,  car  le 
rapport  à  dériver  est  égal  à  1  si  y  =  Ui,  et  à  0  si  y  est  égal  à  une 
autre  fonction  u.  Donc,  pour  réduire  le  premier  membre  de  cette 
équation  à  f{y),  il  suffit  de  le  diviser  par  le  coefficient  de  ?/" . 

Soient,  en  général,  ivf  le  mineur  de  W  relatif  à  l'élément  u^,  Wi  le 
mineur  relatif  à  Ut  ;  on  aura 

Wj(y)  -  u^i^-^y»-*  +  u;,«--î/«-"  +  -.  +  Wty. 

Donc  le  coefficent  de  y"  dans  l'équation  i^}  est  wt^^-^  :  W.  On  en 
conclut  que  l'on  a,  pour  i  =  1,  2,...  n,  l'identité 

(12)      D  ^^''(-^^  ^  ^Wi''-'y"-'  +  Wi^-'y>'-"  +  -  iLUy    __  wr--'  ^^^^^ 

W  résulte  de  là  que  si  l'on  multiplie  l'équation  [{y)  =  0  par  l'une  des 
n  quantités  Wi'^-^  :  W  (i  =  1,  2...  n),  on  transforme  son  premier  mem- 
bre dans  une  dérivée  exacte.  Ces  facteurs  sont  des  multiplicateurs  de 
l'équation  et  nous  ferons  la  théorie  de  ces  multiplicateurs  au  para- 
graphe 3. 

155.  Division  symbolique.  —  I.  Etant  donnés  deux  polynômes  sym- 
boliques d'ordres  m  et  n  {m  "^  n) 

A(y)  =  Aoy"'  +  A,y'"-*  +  ...,  B(y)  =  B„y"  +  B,î/»-*  +  -, 

les  lettres  Ao,  Aj,...,  Bo,  Bi,...  désignant  des  fonctions  connices  de  x, 
il  est  toujours  possible  de  déterminer  deux  nouveaux  polynoines  symbo- 
liques Q  etK  tels  quon  ait,  quel  que  soit  y, 

My)  =  Q  [B(y)]  4-  R(y) 

Q  étant  d'ordre  m  —  netR  d'ordre  <  >i. 
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Cette  opération  peut  s'appeler  la  division  de  A  par  B  ;  Q  est  le  quo- 
tient, R  le  reste.  Si  R  est  identiquement  nul,  on  dira  que  A  est  divisible 
par  B. 

Pour  établir  ce  théorème,  mettons  la  seconde  équation  de  l'énoncé 
sous  la  forme 

r  =  ^  (B  -  B,j/"-^  -  B,i/"-2  _ ...). 

Dérivons-la  m  —  n  fois  de  suite  et  remplaçons  chaque  fois  dans  le 
second  membre  i/'*,  y^+^,..,  y"^~^  par  leurs  valeurs  déjà  trouvées  ;  nous 
obtiendrons  y'\  y"*"*,..,  y*"  en  fonction  linéaire  de  B,  B',...  B'"~"  et  de 
y,  y',...  î/""~*.  Portons  ces  valeurs  dans  le  premier  polynôme  A{y)  ;  il 
viendra 

A(?/)  =  Q(B)+Rfî/), 

Q  (B)  désignant  un  polynôme  symbolique  en  B,  B',...  B'"~"  et  R  un 
polynôme  symbolique  en  y,  y,...  y^~^.  C'est  la  relation  qu'il  fallait  éta- 
blir. 

II.  Sous  les  conditions  énoncées,  les  polynômes  Qet  R  ne  peuvent  être 
déterminés  que  d'une  seule  manièi^e. 

En  effet,  soient  Qj  et  Rjdeux  autres  polynômes  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions.  On  aura,  quel  que  soit  y, 

Q[B(î/)l-Q,[B(î/)]  =  Ri(?/)-R(2/). 

Il  résulte  de  là  que  l'expression  linéaire  (d'ordre  n  —  1)  R,(?/)  —  R[y) 
est  annulée  par  l'intégrale  générale  de  l'équation  (d'ordre  n)  B(j/)  =  0, 
donc  par  des  valeurs  arbitraires  de  y,  y',..,  î/"~*.  Donc  tous  les  coeffi- 
cients de  cette  expression  sont  nuls  et  l'on  a  identiquement  Ri  =  R. 

La  relation  se  réduit  alors  à  Q[B(yi]  =  Q,[B(y)].  Celle-ci  ayant  lieu 
B(y)  restant  arbitraire,  on  aura  identiquement  Q  =  Qj. 

Remarque.  —  Les  calculs  de  la  division  symbolique  pourraient  aussi 
se  faire,  comme  ceux  de  la  division  algébrique,  en  déterminant  successi- 
ment  chaque  terme  du  quotient.  Formons  d'abord  la  différence 

k[y)  -  ^ B^-^{y)  =  G{y)  =  Cor  +  C,yP-'  +  - 

Ce  sera  un  polynôme  d'ordre  p  <  m,  car  le  terme  en  î/^'*  disparait.  Si 
C{yi  est  d'ordre  <  w,  la  division  est  terminée  et  ce  polynôme  est  le 
reste.  Dans  le  cas  contraire,  on  formera  une  nouvelle  différence  d'ordre 
q  <p 

C{y,-^BP-»{y)  =  D(i/)  ^  Do^  +  ^iV'  "  +  - 
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et  on  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  différence 
R{y)  d'ordre  <  n.  Ce  sera  le  reste.  Le  quotient  Q  (B)  sera  donné  parla 
formule 

Q(B)  =4^B"'-"  i-^BP-^-t^Bt-^^  -I-... 
Jt>o  Bo  Bo 

156.  Solutions  communes  à  deux  équations.  —  Les  solutions  com- 
munes aux  deux  équations  A  (y)  =  0  et  B{y)  =^  0  d'ordres  m  et  n  res- 
pectivement (m  ^  w),  sont  celles  d'une  équation  linéaire  et  sans  second 
membre  d'ordre  ^  n,  que  l'on  peut  former  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  algébriques. 

En  effet,  divisons  A  par  B  et  considérons  l'identité 

A(i/)=Q[B(y)J  +  R(î/). 

On  en  conclut  que  les  équations  A  =  0  et  B  =  0  d'une  part,  les  équa- 
tions B  =  0  et  R  =  0  d'autre  part,  ont  les  mêmes  intégrales  communes. 

Si  A  =  0  admet  toutes  les  intégrales  de  B  =  0,  il  faut  donc  que  R 
soit  identiquement  nul  (ou  A  divisible  par  B),  sinon  R,  qui  est  d'ordre  <n, 
ne  pourrait  être  annulé  par  l'intégrale  générale  de  l'équation  B  =-  0,  qui 
est  d'ordre  n.  Réciproquement,  si  R  est  identiquement  nul,  les  solutions 
communes  seront  données  par  l'intégrale  générale  de  B  =  0. 

Si  R  n'est  pas  identiquement  nul,  nous  sommes  ramenés  à  chercher 
les  intégrales  communes  à  B  et  à  R.  Nous  divisons  B  par  R,  ce  qui 
fournit  un  nouveau  reste  Rj  et  ainsi  de  suite.  Comme  les  ordres  des 
restes  vont  en  décroissant,  l'opération  ne  peut  se  poursuivre  indéfiniment; 
on  arrivera  donc  à  un  premier  reste  R„  divisant  exactement  le  précédent 
et,  par  suite,  tous  les  autres.  Ce  reste  R^  est  le  polynôme  symbolique 
de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  divise  à  la  fois  A  et  B,  il  peut  s'appeler  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B.  Les  solutions  communes  aux 
deux  équations  A  =  0  et  B  =  0  sont  fournies  par  l'intégrale  de  Rn  =  0. 

Les  deux  équations  A  =  0  et  B  =  0  ont  toujours  y  =  0  comme  inté- 
grale commune,  en  d'autres  termes,  les  deux  polynômes  A  et  B  sont 
toujours  divisibles  par  y.  S'ils  n'ont  pas  d'autre  diviseur  commun,  on 
peut  dire  qu'ils  sont  premiers  entre  eux.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations 
A  =  0  et  B  =  0  n'ont  pas  d'autre  solution  commune  que  ^  =  0. 

§  2.  Équations  linéaires  avec  second  membre. 
Abaissement  de  Tordre  des  équations  linéaires, 

157.  Équations  avec  second  membre.  Forme  de  l'intégrale  générale. — 
L'équation  linéaire  non  Jwmoyène  ou  avec  second  membre,  ou  encore 
complète^  contient  un  terme  X  indépendant  de  y  et  de  ses  dérivées. 
L'équation  d'ordre  n  se  ramène  donc  à  la  forme 

(1)  f{y)  =  X 
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où  fiy)  désigne,  comme  précédemment,  le  polynôme  symbolique 

/■(y)  =  r  +  x,r-'  +  -  +  XHî/ 

On  a  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  générale  de  l'équation  complète  est  la  somme  d'une  inté- 
grale particulière  de  cette  équation  et  de  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  Il  n'y  a  pas  de  solution  singulière. 

En  effet,  soit  y^  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1)  ;  on 
aura  f{yi)  =  X.  Substituons  à  y  une  nouvelle  inconnue  z  par  la  relation 
!/  =  i/i  +  2.  L'équation  (1)  deviendra 

f{y^+Z')  =  f(y^)  '\-fiz)^x. 

Elle  se  réduit  à  f{z)  =  0.  Donc  z  est  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  Celle-ci  n'ayant  pas  de  solution  singulière, 
l'équation  (1)  n'en  a  pas  nonplus. 

Le  théorème  précédent  fait  connaître  la  forme  de  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  complète.  Il  ramène  la  détermination  de  cette  inté- 
grale à  l'intégration  de  l'équation  sans  second  membre  et  à  la  recherche 
d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète.  C'est  une  méthode 
d'intégration  qui  peut  être  utilisée  dans  des  cas  particuliers.  Nous  en 
verrons  des  exemples  au  paragraphe  4.  Mais  le  théorème  général  pour 
l'intégration  de  l'équation  avec  second  membre  est  le  suivant  : 

158.  Intégration  de  l'équation  linéaire  avec  second  membre.  —  L'in- 
tégration de  l'équation  linéaire  complète  d'ordre  n  se  ramène  à  celle  de 
l'équation  sans  second  membre  et  à  n  quadratures. 

Ce  résultat  s'obtient  immédiatement  en  se  reportant  aux  formules 
du  numéro  454.  Soit  l'équation  f{y)  =  X.  Multiplions-la  par  le  multi- 
plicateur wf-*  :  W.  Il  vient,  par  l'idendité  (12)  de  ce  numéro, 

wf-' y''-' +wr '/"-'  +  ■'■+w,y  _  «-r  ^  ^ 

et,  en  intégrant, 

w?-'  y'"'  +  tv?-'  y"-'  +  -  +  w.  y  -  wJ^X^^. 

Multiplions  respectivement  par  u^, u.^,...  Un  les  n  relations  comprises 
dans  la  pi»écédente  pour  i  =  1,  2,.,.  ?i,  et  ajoutons  membre  à  membre. 

12 
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Le  coefficient  de  y  sera  W,  ceux  de  y\  y"...  seront  nuls.  Il  viendra 
donc,  en  supprimant  le  facteur  commun  W  qui  n'est  pas  nul, 

n—i 


(2)  t,  =  S^«,J-^Xdx. 


C'est  la  formule  générale  d'intégration  de  l'équation  avec  second 
membre.  L'intégrale  s'obtient,  comme  on  le  voit,  jiar  n  quadratures, 
quand  les  fonctions  m  et,  par  suite,  les  fonctions  W  et  w  sont  connues. 

Bemarqiie  l.  —  Le  théorème  du  n°  précédent  peut  se  déduire  de 
cette  formule,  car,  si  l'on  détache,  dans  chaque  ternie,  la  constante 
arbitraire  C?  comprise  dans  l'intégrale  indéfinie,  l'ensemble  des  termes 
renfermant  des  constantes  sera  1  C.w.,  ce  qui  est  l'intégrale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  La  formule  se  réduit  aux  termes  restants 
en  annulant  les  constantes  C/  ;  donc  ces  termes  forment  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  complète. 

Remarque  II. —  Si, au  lieu  de  multiplier  les  équations  par  Ui.U2,..Un 
avant  de  les  ajouter,  on  les  avait  multipliées  par  u^,  u^,...  u^^,  on 
aurait  obtenu,  pour  k  =  \,  2...  n  —  1, 

159.  Méthode  de  lagrange  (variation  des  constantes)  et  méthode  de 
Cauchy.  —  On  peut  présenter  sous  différentes  formes  les  calculs  à  faire 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  complète,  connaissant  celle 
de  l'équation  sans  second  membre.  Il  y  a  deux  méthodes  qui  méritent 
particulièrement  d'être  signalées  ici  :  ce  sont  celles  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires  (Lagrange)  et  celle  de  Cauchv.  Ce  sont  d'autres 
raisonnements  qu'au  no  précédent,  mais  en  réalité  les  calculs  sont  les 
mêmes,  à  fort  peu  de  chose  près. 

Nous  désignerons  dans  ce  n°  par  <f(a;),  au  lieu  de  X,  le  second  membre 
de  l'équation  linéaire.  Soit  donc  à  intégrer  l'équation  complète  d'ordre  n 

(3)  f{y)  =  ?H, 

connaissant  l'intégrale  générale 

n 

(4)  y  =  CiWi  +  CgMj  + f-  CnWn  =  S  CeWe 

2  =  1 

de  l'équation  sans  second  membre. 

1°  Méthode  de  la  variation  des  constantes.  —  Soient  y  l'intégrale  de 
l'équation  (3)  et  C,,  Gj...  C„  des  fonctions  de  x,  définies  par  le  système 
linéaire  (de  déteiminant  W  différent  de  0) 
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(6)         y  =  î  Ciuu         t/'  =  S  Ciu[,  ...  yn-i=lciur' 

OÙ  les  dérivées  de  y  ont  donc  la  même  forme  que  si  les  C  étaient  con- 
stants. 

Exprimons  d'abord  que  y  est  l'intégrale  de  (3).  Il  faut  dériver  la  der- 
nière équation  (5),  ce  qui  donne 

et  porter  ces  valeurs  de  y,  y',  ...  j/"  dans  (3).  Il  vient,  f{Ui)  étant  nul 
pour  i  =  1,  2,  ...  n, 

(6)  2nr'^  =  T(^). 

Donc  l'intégrale  cherchée  y  et  les  fonctions  C,,  C2,...  C»  sont  définies 
par  les  équations  (5)  et  (6). 

D'autre  part,  le  système  (5)  peut  être  remplacé  par  la  première, 
y  =  2 Cm,  de  ces  équations,  jointe  au  système 

(^)  ^"^•^  =  ^'      ?"^^  =  ^'        Y'         ^  =  ^' 

en  vertu  duquel  les  dérivées  successives  de  y  ont  la  forme  (5). 

Mais  les  équations  (6)  et  (7)  forment  un  système  d'équations  linéaires, 
résoluble  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  C,  On  on  tire  les  valeurs 
de  ces  dérivées  en  fonction  de  x,  ensuite  les  valeurs  des  fonctions  C  par  n 
quadratures.  L'intégrale  générale  cherchée  s'obtient  en  portant  ces 
valeurs  dans  î/  =  2  Cw. 

2°  Méthode  de  Cauchy.  —  Soit  a  un  paramètre  arbitraire  ;  détermi- 
nons les  constantes  C  de  l'intégrale  générale  (4)  de  f{y)  =  0  par  le  sys- 
tème d'équations,  linéaires  par  rapport  aux  lettres  C, 

^  =  0,     2/'  =  0,...         yn-^  =  0,         !/«-*  =  cp(«), 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  des  constantes  C  en  fonction  de  a.  Portons  ces 
valeurs  dans  j/  =  2  Ct<  ;  nous  obtenons  y  =^  <\i{x^  a).  Je  dis  que  l'inté- 
grale définie 


rx 
I  —  I     '^{x,  a.)  doL 


est  une  solution  particulière  de  f\y)  =  o[x). 
En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

•M^.  a)  =  0,  ^;  (a,  a)  =  0,...  <>^-2(a,  cl)  =  0,  •;«-*(«,  a)  =  (f(a). 

Or  a,  étant  quelconque,  peut  être  remplacé  par  toute  autre  lettre.  On 
a  donc  aussi 
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^{x,x)=0,    r!^'Jx,x)=0,  ...  «J'S-'K  a;)  -  0,    '^^-'{œ,  x)  =  <f(x). 

Différentions  {n  —  1)  fois  I  en  tenant  compte  de  ces  relations,  il  vient 

■■=t^^'"'-     "'-'=U^'"'     '"=l5^''"+^W- 

»**0  »"0  •■**o 

Substituons  ces  valeurs  dans  f{l)  et  observons,  que  >\>{x,  a)  étant  une 
intégrale  de  f{y)  =  0,  on  a  /-(-»  =  0  ;  il  vient  (C.  Q.  F.  D) 


m  =  f'Vi^'l^a  +  îH-TN. 


JTo 


L'intégrale  générale  de  l'équation  complète  s'obtiendra  en  ajoutant  I 
à  l'intégrale  de  f{i/)  =  0.  Elle  sera  donc 


fx 


160.  Cas  général  où  l'équation  sans  second  membre  s'intègre  par  des 
quadrat  res  (').  —  Si  Von  connaît  n  solutions  indépendajites  u^,u^...Un 
de  l'équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n  -4-  \ 

Vintégration  s'achèvepar  7î  -f  1  quadratures. 

En  effet,  le  théorème  de  Liouville  fournit  une  intégrale  première 
par  une  quadrature.  Il  vient,  en  changeant  n  en  7i  +  1  dans  la  formule 
du  n°  153, 

C'est  une  équation  d'ordre  n  avec  second  membre.  Pour  ramener 
le  coefficient  de  ?/"  à  l'unité,  il  faut  diviser  l'équation  par  W(Mi,  Wg,..  Wn  ) 
que  nous  désignerons  simplement  par  W.  Cela  fait,  l'intégrale  générale 
est  fournie  par  la  formule  (2)  du  n°  158,  qui  devient  (le  sens  des  nota- 
tions w^-^  n'étant  pas  changé) 

(7)  y=^Uij-^^^^j—eJ 

ce  qui  comporte  n  nouvelles  quadratures. 

161.  Application  à  l'équation  du  second  ordre.  —  L'équation  linéaire 
et  sans  second  mernbre  du  2^  ordre,  s'intègre  par  deux  quadratures 
quand  on  en  connaît  une  solution  particulière  u^. 

Soit  l'équation 

î/"+X.2/'  +  X,.^  =  0. 

(')  Remarquons  que  l'équation  complète  s'intègre  toujours  par  quadratures 
en  même  temps  que  l'équation  sans  secona  membre  (n"  158). 
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L'intégrale  première  de  Lioiiville  (11°  153)  est 

et  il  vient,  par  une  nouvelle  quadrature, 

(8)  y^u^^^e-h"" 

En  particulier,  si  Xj  =0, l'exponentielle  se  réduit  à  une  constante  C. 
Par  conséquent,  si  u^  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
y"  -\-Xy  ^0,  l'intégrale  générale  sera 


(9)  y 


162.  Méthode  d'abaissement  de  d'AIembert.  —  I.  Si  l'on  connaît  une 
intégrale  particulière  w,,  autre  que  0,  de  l'équation  d'ordre  n  linéaire  et 
sans  second  membre  fiy)  =  0,  r intégration  se  ramène  à  celle  d'une 
équation  de  même  nature,  mais  d'ordre  n  —  i,  et  à  une  quadrature. 

En  effet,  changeons  d'inconnue  par  la  relation 

y^u.z. 
Les  dérivées  y',  y",...  se  calculent  par  la  formule 

yP=^zuf-{-pz'u^i^'-\ [-zPu^,         [p  =  i,  2,...  n) 

Portons  ces  valeurs  de  y,  y\...  y"  dans  f{y)  =  0.  Le  coefficient  de 
z"sera  14,  celui  de  z  sera  /"(Uj)  qui  est  nul,  de  sorte  que  le  terme  en  z 
disparaîtra.  Donc,  si  l'on  désigne  par  les  lettres  Z  des  fonctions  con- 
nues de  X,  l'équation  en  z  sera 

(10)  M,2-"  +  Zi  Z'^-'  +  ...  Zn-iZ'  -  0. 

Mais  cette  équation  linéaire  sans  second  membre  se  réduit  à  l'ordre 
n  —  i  en  prenant  z'  pour  inconnue.  Connaissant  z',  on  obtient  z  par 
une  quadrature,  et  l'intégrale  cherchée  sera  y  =  UyZ. 

H.  Si  l'on  connaît  p  {p<n)  solutions  de  l'équation  fiy)  =0  d'ordre  n, 
on  en  déduit  p  —  1  solutions  indépendantes  [donc  autres  que  U)  de  l'équa- 
tion en  z'  qui  précède  (10). 

En  effet  f— ^)  (  "~^  ) '•••(  ~^  )  ^°"^  ^^^  solutions  de  cette  équa- 
tion, entre  lesquelles  n'existe  aucune  relation  à  coefficients  constants 
(non  tous  nuls)  de  la  forme 


182  — 


::;;+<^)^-+^ 


^^(f)'=«. 


car,  en  intégrant  et  en  désignant  par  a,  une  nouvelle  constante,  on  en 
déduirait 

et  les  solutions  de  fiy)  =  U  ne  seraient  pas  indépendantes. 

Donc,  en  appliquant  la  proposition  I  à  l'équation  (10)  en  z',  on  peut 
abaisser  son  ordre  d'une  unité  et  l'on  connaîtra,  par  la  j)roposition  II, 
;;  —  2  solutions  indépendantes  de  l'équation  d'ordre  n  —  2  ainsi  ob- 
tenue. Celle-ci  à  son  tour  se  ramènera  à  une  équation  d'ordre  n  —  3, 
dont  on  connaîtra  /;  —  3  solutions  indépendantes.  On  peut  continuer 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  équation  d'ordre  «  — p. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

III.  Si  l'on  connaît})  {p<n)  solutions  indépendantes  de  l'équation 
fiy)  =  0  d'ordre  n,  l'intégration  se  ramène  à  celle  d'une  équation 
linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n  —  'p  et  à  des  quadratures. 

Nous  allons  préciser  ce  théorème  dans  le  n°  suivant  et,  en  même 
temps,  en  donner  une  autre  démonstration,  qui  va  plus  au  fond  des 
choses. 

163.  Théorème  général  sur  l'abaissement  de  l'ordre  des  équations 
linéaires.  —  Si  l'on  connaît  ji  {ji<n)  solutions  indépendantes  de  V équa- 
tion d'ordre  n,  linéaire  sans  second  membre,  l'intégration  se  ramène 
à  celle  d'une  équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n  — p  et  à 
p[n  — p)  quadratures  distinctes. 

Soit  f{y)  =■  0  cette  équation  d'ordre  n  ;  désignons  par  Wj,  Wo,...  Up 
les  p  intégrales  connues  et  formons  l'équation  différentielle  d'ordre  p 

f{y)  =  0 

qui  a  pour  intégrale  générale  G,Wi  +  CgWe  +"  *"  -\-CpUp  .Le  polynôme 
symbolique  «p(î/)  ne  diffère  du  wronskien 

W(wi,  «2,...  Wp,  y) 

que  par  un  facteur,  fonction  de  x,  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Puis- 
que fiy)  =  0  acUaet  les  intégrales  de  f{y)  ^=  0,  le  polynôme  /"est  divi- 
sible par  'i  {n°  i^i^  et  si  l'on  désigne  par  Q(cp)  un  polynôme  de  degré  n — p, 
qui  s'obtient  par  la  division,  on  a  l'identité 

riv]  =  QW{y)] 
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L'équation  /"(</)  =  0  se  décompose  donc  en  deux  autres  : 
cp(î/)  =  z,  Q{z)  =  0 

La  seconde  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n — p^ 
qui  détermine  z  avec  n — p  constantes  arbitraires.  La  première  est 
une  équation  linéaire  d'ordre  p,  avec  second  membre,  mais  on  connaît 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre,  cette  équation 
détermine  donc  y  par  p  quadratures,  quand  z  est  connu.  Toutefois, 
comme  z  entre  en  facteur  dans  chacune  des  p  fonctions  à  intégrer  et 
que  z  est  linéaire  par  rapport  n  —  p  constantes  arbitraires,  chaque  inté- 
grale se  décompose  en  w — p  autres  multipliées  par  ces  constantes  et 
qui  doivent,  par  conséquent,  se  déterminer  séparément.  Il  y  aura  donc 
en  ioui  p[n  — p)  quadratures  distinctes  à  effectuer. 

Remarques.  I.  Si  l'on  connaît  n  —  1  solutions  indépendantes  de  l'équa- 
tion sans  second  membre  d'ordre  w,  l'ordre  n  — /)  se  réduit  à  1  et  l'inté- 
gration se  fait  par  des  quadratures,  résultat  connu  (n°  160). 

II.  Si  l'on  connaît  p\p<in)  solutions  indépendantes  de  l'équation 
sans  second  membre  d'ordre  n,  l'intégration  de  l'équation  complète  se 
ramène  à  celle  d'une  équation  sans  second  membre  d'ordre  n  —  J3  et  à 
p[n  — p)  -\-  n  quadratures.  En  effet,  il  reste  n  quadratures  à  faire  quand 
on  a  intégré  l'équation  sans  second  membre. 

III.  Les  nombres  de  quadratures  dont  il  s'agit  dans  ces  théorèmes  sont 
relatifs  aux  équations  de  la  forme  la  plus  générale.  Si  l'on  considère  des 
équations  de  forme  spéciale,  par  exemple  des  équations  où  Xi  est  nul, 
certaines  de  ces  quadratures  sont  immédiates  et  leur  nombre  peut  se 
réduire.  Nous  l'avons  déjà  observé  pour  l'équation  du  second  ordre  n°  (  10 1  ). 

§  3.  Multiplicateurs  des  équations  linéaires. 

164.  Multiplicateurs.  —  Considérons  l'expression  symbolique 

(1)  ny)  =  y'  +  ^iv"-'  \---  +  Xny  =  o. 

Un  multiplicateur  de  f[y)  ou  un  multiplicateur  de  L'équation  f{y)  =  X, 
est  un  facteur  |j.,  fonction  de  x  seul,  tel  que  le  produit  \>- f[y)  soit  la 
dérivée  d'une  fonction  de  x,  y,  y',...  y"~^  et  cela  quel  que  soit  y. 

Il  existe  toujours  des  ynultiplicateurs  et  ce  sont  les  intégrales  d'une 
équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n. 

En  effet,  considérons  l'mtégrale  indéfinie.  •.  - 

(X  r[y)  dx  =-  f |i  (?/"  -f-  Xiî/"-^  +  ...  +  X„  y)dx. 


J^ 
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Transformons-la   par  intégration   par  parties,    de  manière  à  ne  plus 
avoir  de  dérivée  de  y  sous  le  signe  j  .  On  a 

J  \x  X„_2  fdx  ^.  l^.  Xn-2  y'  —  iV  Xn-zYy  +    Ul^  X„_o)"j/  dx 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs,  il  vient,  Ci  désignant  la  somme  des 
termes  intégrés, 

{\ixf{y)dx  =  ù+  ri/[,xX„-(;.X„_,)' +••• +(-!)>"  ]^«^. 


'ï 


Q  =  ,xyn-i  +  [[xx,-!.'jr -»  +  ... 


Donc,  pour  que  \x  soit  un  multiplicateur,  il  suffit  que  \x  vérifie  l'équa- 
tion linéaire  d'ordre  n 

(3)  ^"  -  (p.  X,)«-i  4   •'•  +  (-  1)"  H-  X„  =  0. 

Réciproquement,  tout  multiplicateur  doit  vérifier  cette  équation,  sinon, 
comme  on  le  voit  en  dérivant  l'équation   (2),   l'expression  «/ [[jl  X"  — 

([j.X,i-i)'  +  •••],  qui  est  encore  sous  le  signe  I  au  second  membre  serait 

la  dérivée  d'une  fonction  de  x,  y,  y',...,  ce  qui  est  impossible,  car  elle 
ne  contient  pas  de  dérivée  de  y. 

165.  Equation  adjointe.  —  L'équation  des  multiplicateurs  ou  l'équa- 
tion (3)  s'appelle  l'équation  adjointe  de  f{y)  =  0.  Il  existe  une  complète 
réciprocité  entre  ces  deux  équations.  L'équation  f{y)  =  0  est  réciproque- 
ment l'adjointe  de  Véquation  (3),  c'est-à-dire  l'équation  de  ses  multipli- 
ca  teurs 

En  effet,   si  y  est  une  intégrale  de  f{y)  =  0,  la  relation  (2)  devient 
y  [[A  X„  —  iix  Xn-i)'  +  •'•]  dx  =  —  Q, 


J^ 


où  Q  est  une  fonction  explicite  de  |jl,  [j-',...  Donc  y  est  un  multiplicateur 
de  ijlX„ —  ([jlX,î_i)'  +  •■•.  ce  qui  prouve  la  proposition. 

166.  Théorème.  —  Les  intégrations  complètes  de  deux  équations 
adjointes  sont  deux  problêmes  complètement  équivalents. 

En  efïet,  supposons  qu'on  connaisse  n  solutions  indépendantes 
Wj,  u.,,...  Un  de  l'équation  fiy)  =  0  ;  on  obtient  n  multiplicateurs,  donc  w 
solutions  de  l'équation  adjointe,  par  les  formules  (n°  154) 


1^1  =-w-»  l^2=--^ïï^v  V-n  = 


w   '        •^"        w   '  "^^       W 
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Il  reste  seulement  à  montrer  (jne  ces  multiplicateurs  sont  linéairement 
indépendayits .  Supposons,  par  impossible,  que  ces  mulMplicateurs  ne 
soient  pas  indépendants  ;  on  aura  une  identité  de  la  forme  Y.awl^—^  =  0 
oîi  les  a  sont  des  constantes  non  toutes  nulles.  Ajoutons  alors  toutes  les 
identités  \12j  du  u°  154  respectivement  multipliées  par  a^  ;  il  vient,  quel 
que  soit  y, 


D- 


W 


=  0, 


ce  qui  ne  peut  subsister  que  si  toutes  les  sommes  S  sont  nulles.  On  aurait 
donc,  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles  des  a,  le  système  d'équations 


Sa.o.  =  0.  ^a.w'.=^0,. 


11  ' 


ce  qui   est  impossible,  car  le  déterminant  des  quantités  w,  qui  est  l'ad- 
joint de  W  et  est  égal  à  W"~',  n'est  pas  nul  (W  ne  l'étant  pas). 

167.  Théorème.  —  Si  Von  connaît p{p <,n)  multiplicateurs  linéaire- 
ment indépendants  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  avec  ou  sans 
second  membi^e,  on  peut  abaisser  l'ordre  de  Véquation  de  p  unités  sans 
que  Véquation  cesse  d'être  linéaire. 


Considérons  une  équation  d'ordre  n 

(4)  ^n_^x,r-^  + 


+  Xnî/  =  X. 


Multiplions-la  par  un  multiplicateur  [j.,-  et  intégrons.  Le  premier  mem- 
bre s'intègre  exactement  et  l'on  obtient  une  intégrale  première  de  cette 
équation,  qui  sera  de  la  forme 


(5) 


OiV'-'  +  bif^-^  -y  ay^-^^  + 


^1 


[t-ijLdx. 


Le  premier  membre  de  (5)  n'est  autre  chose  que  l'expression  il  du  n»  164. 
Les  lettres  «j,  bi,  Cj,...  sont  des  fonctions  connues  de  ir,  ayant  pour 
valeurs,  d'après  la  formule  (2)  de  ce  numéro, 


«,•  =  R 


î^.Xi  —  [i'.,         c.  =  i^^Xj  —  ([^jX,)'  +  K',... 


Si  l'on  connaît  ^>»  nuiltiplicatours  ^J.^,  i^^^,...  i>-p ,  on  obtient  ainsi/)  inté- 
grales premières,  comprises  dans  l'équation  (5)  pour  i  =  1,  2..,  p.  Ces 
intégrales  premières  sont  distinctes,  c'est-à-dire  qu'elles  forment  un 
système  d'équations  résoluble  par  rapport  ày"~*,  J/"~^,...  y'*~-P.En  effet, 
le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  dans  ce  système  d'équa- 
tions est 


!^2 


fAiXi   —  Hi 
(XjX,  —  W2 


[^1       1^1       1^1 

/  Il 

\^2      1^2      Kî 
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C'est  un  wronskien  qui  ne  s'annule  pas,  puisque  \i^,  h^j,...  [jl^  sont,  par 
hjpothèse,  linéairement  indé}>endants. 

En  résolvant  le  système  par  rapport  ù  //"~^,  on  obtient  une  équation 
linéaire  d'ordre  w — p  pour  déterminer  y.  Le  tliéorème  est  ainsi  établi. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  fournit  une  nouvelle  démon- 
stration de  celui  du  n"  1G2  relativement  à  l'abaissement  de  l'ordre  d'une 
équation  linéaire  sans  second  membre  d'ordre  n,  dont  on  connaît  p  inté- 
grales linéairement  indépendantes.  Ces  p  intégrales  sont  des  multiplica- 
teurs de  l'équation  adjointe  ;  l'ordre  de  celle-ci  peut  donc  s'abaisser  dejo 
unités.  Ceci  fait,  l'intégration  de  l'adjointe  et,  par  conséquent,  l'intégra- 
tion de  l'équation  proposée  {n°  166)  ne  dépendent  plus  que  de  l'intégration 
d'une  équation  d'ordre  n  —  p. 

§  4.  Intégration  des  équations  linéaires 
à  coefficients  constants. 

168.  Caractère  algébrique  du  problème.  —  L'intégration  des  équa- 
tions à  coetficients  constants  avec  et  sans  second  membre  dépend 
étroitement  de  deux  problèmes  d'algèbre  :  i"  La  détermination  des 
racines  d'un  polynôme  ;  2°  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle 
en  fractions  simples.  Pour  mettre  cette  dépendance  en  pleine  lumière, 
il  importe  de  définir  et  d'étudier  les  symboles  d'opération  avec  le 
signe  de  dérivation  D. 

169.  Opérations  définies  par  des  polynômes  en  D.  Sommes  et  produits 
d'opérations  —  Soient  a^,  a^,...  des  coefficients  constants,  D  le  signe  de 
dérivation  par  rapport  à  x.  Posons 

(1)  f{D)  =  D«+  a,D"-^  +  ...  ttn-i  D  H-  an. 

L'expression  /"(D)  est  un  symbole  d'opération,  dont  le  sens  s'inter- 
prète immédiatement  en  convenant  que  si  y  désigne  une  fonction  de 
X,  on  a 

f{U)y  =  \)^y  +  a,D»-'  y -{-  ...  +  any. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  particulier  où  /"(D)  =  1,  on  a 
/(D)j/  =  y.  Donc,  dans  ce  cas,  f[D)  désigne  une  opération  d'effet  nul. 

Les  symboles  opératoires  à  coefficients  constants  tels  que  (1),  jouis- 
sent de  propriétés  qui  les  rapprochent  des  polynômes  algébriques. 

1°  Sommes  d'opérations.  —  En  premier  lieu,  si  /(D)  et  /i(D)  sont 
deux  polynômes  symboliques  et  qu'on  représente  par  f\D}  +  fi{D)  leur 
somme  eff'ectuée,  on  a,  par  les  propriétés  des  dérivées, 


—  187  — 

/l(D)i/  +  /-.(D)//^LAl>)+A(D)]y. 

Donc  l'opéralion  /(D)  -h  fi{b)  peut  s'appeler  la  somme  des  opérations 
f{D)  et  l\{D)  et  les  sommes  ainsi  définies  iouissent  des  propriétés  des 
sommes  algébriques.  En  particulier,  l'opération  /"(D)  est  la  somme  des 
opérations  définies  par  chacun  de  ses  termes. 

2°  Produits  d'opérations.  —  (-onsidérons  d'abord  un  certain  nombre 
de  symboles  linéaires  D  +  a,  D  +  ^,...  D  +  /.  Nous  pouvons  définir 
l'opération 

(2)  (D  +  /)...(D  +  è)(D  +  a) 

en  convenant  qu'on  opère  d'abord  avec  le  facteur  (D  -f  a),  puis  sur 
le  résultat  avec  (D  +  b)  et  ainsi  de  suite.  Or,  en  effectuant  ces  opéra- 
tions, on  constate  immédiatement  qu'on  obtient  lo  même  résultat  que 
si  l'on  avait  exécuté  l'opération  unique,  définie  par  le  produit  algé- 
brique (D  +  /)...  (I)  +  a)  préalablement  effectué. 

L'opération  (2)  peut  donc  s'appeler  \e  produit  des  opérations  définies 
par  chaque  facteur  et  ce  produit  est  indépendant  de  l'ordre  des  fac- 
teurs. Si  le  produit  se  compose  de  m  facteurs  égaux  D  +  a,  on  le 
représentera  donc  par  (D  -\-  «)''*  comme  en  algèbre. 

On  définirait  d'une  manière  analogue  l'opération 

/■(D)/',(D)/-3(D)... 

composée  de  facteurs  de  degrés  quelconques.  On  verrait  que  celle-ci 
aussi  est  indépendante  de  l'ordre  des  facteurs.  Cette  propriété  résulte 
d'ailleurs  de  ce  que  chaque  polynôme  f{D)  peut,  par  les  règles  de  l'al- 
gèbre, se  décomposer  en  facteurs  linéaires,  ce  qui  ramène  au  cas  pré- 
cédent. Nous  reviendrons  sur  cette  décomposition  dans  le  no  suivant. 

170.  Décomposition  des  polynômes  en  facteurs  et  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples.  Formules  symboliques  qui  s'en  déduisent.  — 
l»  Décomposition  en  facteurs.  Considérons  l'équation  algébrique  de 
degré  n  (D  étant  considéré  comme  une  quantité) 

m  -  D"  +  a.D»-*  +  ...  4-  On  =  0. 

Cette  équation  admet  toujours  n  racines  qui  peuvent  être  égales  ou 
distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Nous  représenterons  les  racines 
différentes  par  r,  s,  f,...  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs  par 
X,  \i,  V,...  Connaissant  ces  racines,  on  connaît  aussi  la  décomposi- 
tion de  /"(D)  en  facteurs  linéaires.  On  a 

(3)  f\D)  =  [D-r)^{B-s)^{D-t)\., 
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Considérons  maintenant  /'(D)  comme  un  symbole  d'opération  et 
rappelons-nous  les  résultats  du  n"  précédent.  Nous  voyons  que  l'opé- 
ration /(D)  peut  se  décomposer  en  une  suite  d'opérations  consécu- 
tives, définies  par  un  seul  des  symboles  D  —  ?•,  D  —  s,...  et  effectuées 
dans  un  ordre  arbitraire. 

2°  Décomposilion  en  fractions  simples.  —  La  décomposition  de  /"(D) 
en  facteurs  se  faisant  par  la  formule  (3),  celle  de  \  :  f{D)  en  fractions 
simples  se  fera  par  la  formule 

où  Aj,  Ao,...  B,,...  sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  que 
nous  avons  appris  a  calculer  (Tome  I,  n'^  106  et  107). 
Représentons  par 

m     m)      _m^ 

|D  — ?•)'    (D— ?f' ■■■  D  — s'  ■" 

les  polynômes  respectivement  obtenus  en  supprimant  dans  /(D)  un 
facteur  (D  —  r),  deux  facteurs  (D  —  r),...  un  facteur  (D  —  s),  etc.,  et 
mettons  l'identité  (4)  sous  la  forme 

Dans  cette  nouvelle  relation,  chaque  terme  du  second  membre  est 
un  polynôme  et  peut  être  considéré  comme  le  symbole  d'une  opéra- 
tion à  effectuer.  La  formule  (5)  montre  que  la  somme  des  opérations 
définies  respectivement  par  chaque  terme  du  second  membre,  est  une 
opération  d'effet  nul.  Cette  formule  nous  sera  très  utile. 

171.  Définition  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 
Equation  caractéristique.  Equations  simples.  —  L'équation  linéaire  à 
coefficients  constants  est  du  type 

D"î/  +  aiD"-*î/  -f  ...  -f  a^-i  Dy  -]-  Uny  ^  (f{x) 

Les  coefficients  a^,  a^,...  sont  supposés  constants  ;  la  fonction  ff[x) 
est  le  second  membre  de  l'équation. 
Posons,  comme  précédemment, 

l'équation  prendra  la  forme  abrégée 
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f\\))y  =  ?(^)- 

Si  ^[x)  est  nul  l'équation  sera  sans  second  membre. 

l/intégration  de  cotte  équation  dépend,  comme  nous  le  verrons 
(n°  176),  de  la  résolution  algébrique  de  l'équation 

m  =  0, 

que  l'on  appelle  Véqualion  caractéristique. 

Lorsque  l'équation  caractéristique  est  du  premier  degré  ou  encore 
a  toutes  ses  racines  égales,  l'équation  linéaire  prend  la  forme 

L'intégration  des  équations  de  la  forme  générale  se  ramène  à  celle 
des  équations  de  cette  forme  particulière,  par  une  formule  de  réduc- 
tion qui  correspond  U  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simples.  C'est  pourquoi  nous  dirons,  par  analogie,  quoique 
ce  soit  un  ternie  nouveau,  que  les  équations  de  ce  dernier  type  sont 
des  équations  simples. 

172.  Représentation  symbolique  des  intégrales.  —  Etant  donnée 
l'équation  linéaire 

f[D)y  =  <f{x), 

nous  conviendrons  de  représenter  son  intégrale  générale  par  le  sym- 
bole, obtenu  en  résolvant  algébriquement  l'équation, 

•^       /'(D) 

En  particulier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  mem- 
bre f(D]y  =  0  se  représentera  par 


^      /(D) 
et  celle  de  l'équation  simple  (D  —  r)^?/  =  «p  par 

?/  =  — ^— r-(D-/r^'f, 

[D-r)' 

ce  qui  donne  un  sens  au  symbole  (D  —  ?■)  avec  un  exposant  négatif. 
D'après  cette  définition,  le  signe  D~^' est  \e  symbole  de  l  quadratures 
consécutives.  En  efïet,  D~^cp  étant  l'intégrale  générale  de  D^z  =  <^,  on 
aura 
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;=D-\.i=//...J,rfx> 


173.  Formule  symbolique  fondamentale.  —  Soient  r  une  constante 
et  y  une  fonction  de  a;  ;  on  a 

D.e-''^î/  =  e-^'-'^Dy  —  e-^'^i-y  =  ^'-^  {D  —  r)y. 

Dans  cette  relation,  remplaçons  y  par  (D  —  r]y  ;  il  vient 

D.e-'-^(D  —  r)y  =  g-^^  (D  —  l'Yy 

et,  en  vertu  de  la  relation  précédente, 

Remplaçons  encore  y  par  (D  —  r)î/  et  continuons  ainsi  de  suite.  Il 
viendra,  après  X  opérations, 

(6)  D^  .e-''^î/  =  e-'*^(D  —  i^V 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

La  formule  (6)  n'est  encore  démontrée  que  si  1  est  positif.  Nous 
allons  montrer  que,  par  les  définitions  du  n"  précédent,  cette  formule 
subsiste  si  "X  est  négatif. 

En  effet,  éliminons  y  de  cette  formule,  en  posant 

î/  =  (D  — r)-^^,        d'où        (D  — r)^.v  =  cp; 


nous  obtenons 


D^  .e-''^{b  —  r)~^(f>  =  e-^'-^(p, 


ce  qui,  par  définition  de  D     ,  revient  à 

(7)  e-"-^  (D  —  r)~^  cp  =  D~^  .r-''^<p 
C'est  précisément  la  formule  (6)  avec  X  négatif. 

Généralisation  de  la  formule  (6).  —  Désignons  par/(D)  le  polynôme 
D"-f-  fliD*'-'  +  ....  on  peut  appliquer  la  ti-ansformation  (6)  à  chaque 
terme  D'^.e-*''^y,...  de  l'expression  f(D).e-^^y.  On  obtient  ainsi 

f(D).^^^y  =  e-^^(\D-r}y 

ou,  en  changeant  —  r  en  o, 

(8)  f{l)).e^y  =  e^f{l^  ']-a]y. 

174.  Intégration  des  équations  simples.  — Equation  sans  second 
membre.  Considérons  d'abord  l'équation 
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(9)  (D-r)^//  =  0; 

en  la  multipliant  par  e^^^  (qui  n'est  ni  nul  ni  infini)  et  en  la  transfor- 
mant par  la  formule  (6),  elle  devient 

Donc  e-'^^y  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  <  \.  Nous  le  désigne- 
rons i)ar  P)   j.  Son  développement  contient  \  constantes  arbitraires  : 

Px-,  =  Go  -h  C,a:  +  ...  -h  Cx_,  x'^-'. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  sera  donc 

(10)  ,^-^^  =  P,_.e- 

Ce  résultat  pouvait  aussi  se  tirer  de  la  formule  (7)  en  opérant 
comme  nous  allons  le  faire  maintenant  pour  l'équation  complète. 

Equation  avec  second  membre.  Soit  l'équation 

(D— r)    y.^(f{x),        d'où         t/ =  (D  — r)~^<p. 
Tirons -^valeur  de  (D  —  r)"  cp  de  la  formule  (7)  ;  il  vient 


(D-r)^ 


2-^  r^  e^^ï)~^e-* 


-©, 


Cette  formule  ramène  le  calcul  àe  y  a'k  quadratures  ;  elle  peut 
s'écrire,  d'après  le  sens  attaché  à  D~  ', 


(11)  1/  =  e'-'^  M  . ..  \e->'^'f(x)dx^' 


Remarques,  —  I.  Cette  intégrale  est  la  somme  d'une  intégrale  particu- 
lière et  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre. 
Pratiquement,  pour  calculer  y,  on  effectuera  les  quadratures  sans 
introduire  de  constantes,  ce  qui  donnera  une  intégrale  particulière  et 
on  lui  ajoutera  le  produit  de  e^^  par  un  polynôme  arbitraire  de 
degré  <  a,  ce  qui  est  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre. 

II.  Si  l'équation  est  du  premier  ordre,  elle  est  de  la  forme 
(D  — r)î/  =  çp(:r), 
on  aura  une  intégrale  particulière,  en  posant 


1/ •--•  e''-'"  i   e-^'^c^[x)dx. 
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mais  il  sera  souvent  plus  avantageux  d'écrire,  au  lieu  de  cela, 

(12)  y=  rV(^-')<p(Orf/- 

III.  La  formule  (11)  ne  doit  pas  être  considérée  comme  la  solution 
définitive  du  problème.  Si  X  est  élevé,  les  quadratures  successives 
donnent  lieu  à  des  calculs  inutiles  et  on  aura  avantage  à  se  servir  des 
formules  du  n°suivant,  dont  la  première  (13)  généralise  la  formule  (12). 

175.  Réduction  de  la  formule  d'intégration  des  équations  simples.  — 
Soit  encore  l'équation 

(D_r)^y  =  cp(^). 

On  obtient  icnt  intégrale  particulière  u-^  de  cette  équation  par  la 
formule 

(13)  MX  =  £^^riyT  ^(^)^'''"-''  d^ 

où  Xo  est  une  constante  qu'on  peut  choisir  à  volonté. 

Cette  formule  subsiste  pour  X  =  1  et  se  réduit  à  la  formule  (12),  en 
convenant  de  faire  0  !  ^  1.  Démontrons-la. 

Servons  nous  de  l'identité  (6)  du  n"  173,  mise  sous  la  torme 

(D  —  rjM  =  e^^D.2<e-''^; 

il  viendra  d'abord,  si  X  =  1, 

(D  —  r)w,  -  e^-"^!)^  f  ^{t)e-rtdt  ^  ^{x). 

Ensuite,  si  X  est  >  1,  la  dérivée  de  l'intégrale  par  rapport  à  sa  limite 
supérieure  x  est  nulle  et  il  suffit  de  dériver  sous  le  signe  f  ;  il  vient 

iT)-r)u-^  =  e-^j^D..^-jj^^--^^{t)e-rtdt  =  u^_^ 
et  ainsi,  de  proche  en  proche, 

(D  — r)^wx=  (D  — ^)^~S.-i  =  ...  =  ^D_r)wi  =  ^(x). 
C'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Expression  de  l'intégrale  générale.  —  Elle  s'obtient  en  ajoutant  à  u-^ 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre.  Elle  sera  donc 
(n°  174) 

(14)  y  =  P)._,e--  +     ^YiTTVT  'i{t)e-'-^-'^dt 
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C'est  l'expression  la  plus  commode  de  cette  intégrale. 

Remarque.  —  Cette  formule  peut  se  ramener  à  X  quadratures  sépa- 
rées. En  effet,  si  l'on  développe  P-,_  et  {x  —  t)  '""*,  on  voit  que  le  coef- 
ficient  de  x'^^'^e^^  dans  la  formule  est  [p  <  X) 

On  peut  comprendre  la  constante  arbitraire  dans  le  second  terme  en 
rendant  l'intégrale  indéfinie.  Faisant  cela  pour  les  coefficients  de  chaque 
puissance  de  x,  l'intégrale  générale  s'écrira 

X-i  a;^-*-^        C 

(15)      Il  -  e"-^  S  (—  1)  Pyr — --— ,    '^(x)e-'-'^xPdx. 

p=o  [K  —  \—p)\p\J^^ 

Cette  formule  ramène  l'intégration  à  X  quadratures  séparées,  conformé- 
ment aux  théorèmes  généraux.  On  arriverait  au  même  résultat,  mais 
moins  simplement,  par  un  nombre  suffisant  d'intégrations  par  parties  sur 
l'expression  (11).  Cette  formule  (15)  est  ce  que  devient,  tous  calculs 
faits,  la  formule  (2)  du  n°  158,  quand  on  applique  cette  formule  au 
cas  de  l'équation  simple. 

176.  Intégration  de  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants  et  sans 
second  membre.  —  Cette  équation  est  de  la  forme 

(16.)         my  =  (D"  +  «J)"-'  +  -.  +  an)y  =  0. 

L'intégration  de  cette  équation  revient  à  la  résolution  algébrique  de 
l'équation  caractéristique  [{h)  =^^  0. 

En  etfet,  connaissant  les  racines  r,  s,..,t  de  cette  équation  et  leurs 
ordres  de  multiplicité  X,  pL,..,v,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  décom- 
position de  f{b)  en  facteurs 

(17)  AD)  =  (D  —  r)^D  —  s)^...  (D  —  t)"" , 

on  peut  écrire  immédiatement  l'intégrale  de  l'équation  (16).  Ce  sera, 
sauf  une  transformation  indiquée  au  no  suivant  s'il  y  a  des  racines 
imaginaires, 

(18)  y  =  Px_,  e'-^  +  Q^_,  e^-^  +  ...  +  R,_,e^^, 

P,  Q, ...  R  désignant  des  polynômes  en  x  à  coefficients  arbitraires  et 
de  degrés  marqués  par  leurs  indices. 

43 
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En  d'autres  termes,  l'intégrale  générale  est  la  somme  des  intégrales 
de  chacune  des  équations  simples 

(19)    (D-r)^i/  =  0,      {D-s)^y  =  0,...     (D  -  tj' y  =  0. 

Démonstration.  —  L'ordre  des  facteurs  (D  — r)  ,  (l) —  s)!'',...  qui 
entrent  dans  /(D)  étant  indifférent,  l'équation  /"(D)  2/  =  0  peut  s'écrire 
en  faisant  figurer  à  volonté  l'un  quelconque  de  ces  facteurs  immédia- 
tement devant  y.  Donc  les  intégrales  des  équations  (19)  sont  des 
solutions  particulières  de  l'équation  (16)  et  l'expression  (18),  qui  est 
leur  somme,  est  une  intégrale  plus  générale  de  cette  équation.  Mais, 
de  plus,  ce  sera  l'intégrale  générale,  car  nous  allons  montrer  que, 
réciproquement,  toute  intégrale  de  l'équation  (16)  est  de  la  forme  C18). 

A  cet  effet,  isolons  successivement,  dans  /(D),  les  divers  facteurs 
(D  —  r),  (D  —  7•)^•••  (D  —  s),...  L'équation  /'(D)  =  0  s'écrira  sous  les 
formes 

/(D) 


(D-r; 


{D-r)y. 


=  0,  (D-r)« 


l{D-rf^] 


=  0,...(D--s) 


:i^.^]-.- 


Chacune  de  ces  équations  devient  une  équation  simple  sans  second 
membre  en  prenant  la  quantité  entre  crochets  comme  inconnue  ;  il 
vient,  en  les  intégrant, 

JÎ5L._Pe-  JIPj_«-Pe'-  -M^y-Oes- 

les  polynômes  P  étant  de  degrés  <  X,  les  polynômes  Q  de  degrés 
<  li.,...  Multiplions  respectivement  ces  équations  par  les  constantes 
A,,  Ao,...  Bi,...  de  la  décomposition  de  1  :  /"(D)  en  fractions  simples 
et  ajoutons-les.  Il  vient,  par  l'identité  (5)  établie  au  n"  170, 

y  =  6''^SÂP  +  6^^2BQ  +  ... 

Comme  SAP,  2BQ,...  sont  respectivement  des  polynômes  de  degré 
moindre  que  X,  moindre  que  ix,...  celte  expression  estja  forme  (18). 

Remarque.  —  L'expression  (18)  renferme  X  +  |jl  +  ...  =  7i  con- 
stantes arbitraires,  qui  sont  les  coefficients  des  polynômes  P,  Q,... 
On  reconnaît  ainsi,  conformément  aux  théorèmes  généraux,  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  sans  second  membre  est  la  somme  de 
n  intégrales  particulières  multipliées  par  des  constantes  arbitraires. 
Ces  intégrales  particulières  sont  donc  linéairement  indépendantes,  si- 
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non  elles  ne  fourniraient  pas  l'intégrale  générale.  On  en  conclut  que 
si  r,  s,...  sont  des  covstantes  différentes  (réelles  uu  non),  l'identité 

jiepeut  avoir  lieu  que  si  les  polynômes  P,  Q,...sont  identiquement  nuls  ('). 

177.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Quand  les  racines  r,  s,...  ne 
sont  pas  toutes  réelles,  l'intégrale  trouvée  contient  des  imaginaires, 
mais  elle  subsiste,  car  les  règles  de  dérivation  des  exponentielles  ne 
sont  pas  changées.  On  peut,  par  une  transformation,  lui  restituer  la 
forme  réelle. 

Nous  supposons  ici  que  /(D)  est  un  polynôme  à  coefficients  réels, 
de  sorte  que  ses  racines  imaginaires  sont  conjuguées  deux  à  deux. 
Soit  7'  =  a  4-  {3i  et  s  =  a  —  [ii  une  couple  de  racines  coniuguées  de 
l'ordre  >.  de  multiplicité.  Les  termes  correspondants  de  la  formule  (18) 
peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  polynômes  arbitraires 
de  degré  (k—\), 

Pgra?  ^  Qgsx  ^  g<xx  ^-pgpix  ^  Qg-?^). 

Remplaçons  e  P'^  par  cos  ^jx  +  i  sin  (3x,  ^'^  par  cos  ^x  —  i  sin  ^x  ; 
l'ensemble  des  termes  considérés  se  met  sous  la  forme 

e*^[(P  +  Q)  cos  |3j;  +  i  (P  —  Q)  sin  ^x] 
ou  plus  simplement, 

(20)  e«^[Px_i  cos  ^x  +  Qx_,  sin  ^x], 

car  on  peut  considérer  P  +  Q  et  i  (P  —  Q)  comme  deux  polynômes 
réels  (^)  arbitraires  ?l_^  et  Q)_j  de  degré  X  —  1. 

(*)  Il  est  facile  de  prouver  directement  ce  théorème.  Admettons,  par  impos- 
sible, que  cette  identité  ait  lieu  pour  les  valeurs  réelles  de  x,  un  coefficient  au 
moins  de  chaque  polynôme  n'étant  pas  nul.  D'abord  l'identité  subsiste  pour  les 
valeurs  imaginaires  (car  son  premier  membre  est  alors  une  somme  de  séries 
potentielles  qui  se  détruisent).  Soit  r  celle  des  quantités  r,  s,...  qui  a  le  plus 
grand  module,  ou  l'une  d'elles  s'il  y  a  p'usieurs  modules  égaux.  Remplaçons  x 
par  a;  :  7-  et  faisons  tendre  x  vers  l'infini  positif.  Après  cette  substitution  (qui  n'al- 
tère pas  nos  hypothèses  sur  les  polynômes  P,  Q,...),  l'identité  prend  la  forme 

Mais  les  coefficients—,...  diflfèrent  tous  de  1  e*  ont  tous  des  modules  ^  1  par 
hypothèse,  ce  qui  exige  que  leurs  parties  réelles  soient  toutes  <  1.  Donc,  pour 
X  infini  positif,  le  premier  terme  Pe^  est  d'ordre  supérieur  à  tous  les  autres 
et  l'identité  est  impossible. 

(2)  Il  suffit,  en  eflfet,  pour  cela,  que  les  deux  polynômes  P  et  Q  soient  con- 
jugués. 
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Les  termes  de  l'intégrale  qui  correspondent  aux  racines  conjuguées 
r  et  s  s'écriront  donc  sous  la  forme  (20)  et  on  opérera  de  même  pour 
les  autres  couples  de  racines  conjuguées  s'il  y  en  a. 

En  particulier,  si  les  racines  conjuguées  i-  et  s  sont  simples,  les 
termes  correspondants  de  l'intégrale  générale  seront 

(21)  e  «•''•  [Cl  cos  ^x  4-  C^  sin  ^x] 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ce^--^  cos  i^x  +  C), 

C  et  C  désignant  deux  nouvelles   constantes  liées   aux  premières 
par  les  relations  C,  =  C  cos  C  et  Cg  =  —  C  sin  C. 

178.  Exemples  d'équations  sans  second  membre.  —  I.  Les  deux 
équations 

(D-^  +  SD  +  e)y  =  0,        (D^  -  2D  +  i)y  =--  0, 
ont  pour  caractéristiques 

(D  +  2)(D -f- 3)  ^  0,         (D- 1)2  =  0, 
et  pour  intégrales 

y  =  C6-2^  +  C,e-3^,         y  =  {0-\-  C,a:)e^ . 

IL  Soit  l'équation 

(D*  +  8D«  +  16)î/ =  0. 

L'équation  caractéristique  (D^  +  4)^  =  0  a  des  racines  doubles 
imaginaires  ±  2i  ;  l'intégrale  générale  sera 

y  =  {C-\-CiX)  COS  2a;  -\-  (Cg  4-  C^x)  sin  ^x 

in.  Soit  l'équation 

(D*  +  Aa*)y  =  0. 

L'équation  caractéristique 

1)4  -I-  4a*  =  (D2  4-  ^a-y  —  (2aD)2  =  0 

a  les  racines  ±  a  {\  ±  i)\  l'intégrale  générale  sera 

y  =  Ce"r  cos  [ax  +  C)  +  n,e-«^  cos  {ax  +  C',). 

179.  Intégration  par  quadratures  de  l'équation  complète  à  coefficients 
constants.  —  Connaissant  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  mem- 
bre, celle  de  l'équalion  complète  s'obtient  par  deux  méthodes  princi- 
pales : 

i°)  Par  des  quadratures  ; 

2°)  Par  détei'mination  directe  d'une  intégrale  particulière. 
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Occupons-nuiis  d'abord  de  la  (ireinière  méthode.  Elle  résulte  deâ 
théorèmes  généraux  sur  les  équations  linéaires  et  la  formule  (2)  du 
no  lo8  Hst  applicable  au  cas  actuel,  mais  cette  formule  est  incommode 
pour  une  raison  que  nous  indiquerons  au  début  du  n"  suivant.  Il 
convient  donc  de  traiter  le  problème  directement. 

Soit  l'équation  avec  second  membre 

(22)  f(D)y  =  (D  -  r)  \b  -  sV' ...  y  ^  cp(a;) 

et  soit  connue  la  décomposition  en  fractions  simples 

i  A,      ,        A,  ^À  B. 

V--  i r-TTrï :i  H — 


Servons-nous  de  la  représentation  symbolique  des  intégrales  (n"  172) , 
)e  dis  que  la  réduction  de  l'intégralion  de  l'équation  (22)  à  celle  des 
équations  simples,  donc  à  des  quadratures  (n°  174),  se  fait  par  la 
formule  de  décomposition  précédente,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

^2^)    ^-nD)-D-r+(D^r7)i+-+(j^_,.^X  +  D-.+- 

En  effet  :  1°)  cette  expression  est  une  intégrale,  car  on  a,  par  défi- 
nition des  symboles  mis  entre  crochets, 


(D-r) 


=  ?' 


ID-r 


.(D^J=^'- 


_D  — rj 

et,  par  conséqnent,  en  effectuant  sur  y  l'opération  /"(D),  il  vient 


m\u-\   ^^^^^    LA     ^(^)     -^ 


'f  =  'f  ' 


car  '^  est  soumis  à  une  opération  d'ef\et  nul,  en  vertu  de  l'identité  (5). 
2°)  L'expression  (23)  est  Vintégrale  générale,  car,  si  l'on  réunit  tous 
les  termes  renfermant  des  constantes  d'intégration,  on  forme  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  sans  second  membre.  Donc  cette  expres- 
sion est  la  somme  d'une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète 
et  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre. 

180.  Remarques.  —  I .  La  formule  (23;  rattache  les  constantes 
Al,  A2,...  à  la  décomposition  de  1  :  /"(D)  en  fractions  simples,  ce  qui 
permet  de  calculer  diiectement  ces  constantes  par  les  procédés 
connus.  C'est  l'avantage  de  cette  formule  sur  la  formule  (2)  du  n°  158. 
Celle-ci  conduit  à  exprimer  ces  mêmes  constantes  en  fonction  de 
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toutes  les  racines  r,  s,...  de  l'équation  caractéristique,  d'où  résultent 
des  réductions  laborieuses. 

II.  PraiiquemenI,  pour  former  l'intégrale  générale  par  la  formule 
(23),  on  cherchera  seulement  une  solution  particulière  de  chaque 
équation  simple  et  on  ajoutera  à  leur  somme  l'intégrale  générale  de 

III.  Si  les  racines  r,  s,...  ne  sont  pas  toutes  réelles,  la  solution  sera, 
en  apparence,  compliquée  de  coeilicients  et  d'exponentielles  imagi- 
naires, mais  ces  imaginaires  disparaîtront  d'elles-mêmes  par  l'addition 
des  termes  conjugués,  ainsi  que  nous  l'avons  vérifié  pour  l'équation 
sans  second  membre. 

IV.  Si  toutes  les  racines  de  /"(D)  sont  simples,  la  décomposition  en 
fractions  simples  se  fait  par  la  formule  connue  (/.  \'^%  n°  108)  et 
la  formule  d'intégration  devient 

_  (f{x)  _    1        y  1        y 

^■" /-(D)  ""/'(r)  D  — r"^/''(s)  D-s  "^  ■■■ 

Remplaçons  chaque  terme  de  cette  formule  par  l'intégrale  particu- 
lière (12)  du  no  174  et  ajoutons  l'intégrale  générale  Y  de  l'équation 
sans  second  membre,  nous  obtenons  l'intégrale  sous  la  forme  pratique 


(24) 


/•a?|~  pr[x—t]        ps[x—t)  ~[ 


V.  On  obtient,  dans  le  cas  général,  une  iormule  pratique,  analogue  à 
la  précédente,  en  remplaçant  chaque  terme  de  la  formule  (23)  par  l'inté- 
grale particulière  (13)  du  n°  175. 

181.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

(D2  +  a2)î/  -  (D  +  ai)  (D  —  ai)y  =  cp (^). 

Les  racines  sont  r  =  ai,  s  =  —  ai  et  l'on  a  f\D)  ^  2D  ;  faisons 
Xo  =  0  dans  la  formule  (24),  elle  nous  donne 

fx  pai[x—t] p—at[x—t] 

»  =  ^  +  i  2S ?'"*• 

Remplaçons  encore  Y  par  sa  valeur,  nous  obtenons  l'intégrale 

1  f  ^ 
y  =  A  cos  ax  +  B  sin  ax  -f-  -      f  (0  sin  a^x  —  t)  dt. 
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182.  Intégration  de  l'équation  complète  par  la  détermination  directe 
d'une  intégrale  particulière.  —  Uiiaïul  on  trouve  facilement  une  inté- 
grale j)ailiciilière  de  ré(|iialion  com|)l(He.  l'inlégrale  générale  s'obtient 
le  pins  facilement  en  ajoutant  à  celle-là  l'intégiale  générale  de  l'équa- 
tion sans  second  membre.  Nous  allons  examiner  les  principales 
formes  du  second  membre  pour  lesquelles  on  trouve  directement 
une  intégrale  particulière.  Nous  supposerons  l'équation  mise  sous  la 

forme 

/  (D)î/  =  cp(ic). 

Premier  cas  :  ^{x)  est  un  polynôme  P/i  de  degré  k.  L'équation  est 
donc  de  la  forme 

/■(D)t/  =  PA. 

Si  /"(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  r équation  admet  comme  solution  par- 
ticulière un  polynôme  déterminé  de  degré  k  ;  si  /"(D)  aX  racines  nulles, 
l'équation  admet  une  solution  particulière  de  la  forme  x  Q/i  où  Qa  est 
encore  un  polynôme  déterminé  de  degré  k. 

Ces  polynômes  peuvent  s'obtenir  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  ou  par  le  procédé  suivant,  qui  nous  servira  de  démon- 
stration. 

,  En  premier  lieu,  si  /(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  peut  développer 
i  :  /"(D)  suivant  les  puissances  de  D  par  la  formule  de  Maclaurin. 
Arrêtons-nous  après  le  terme  d'ordre  k  ;  nous  aurons,  M  désignant 
un  polynôme  {t.  i^^,  n°  90), 

d'où  l'identité 

4  =  f(D)  (t,  +  /,,  D  +  ...  +  6;,  DM  +  MD'«+'. 

Le  second  membre  définit  donc  une  opération  d'effet  nul  ;  effec- 
tuons-la sur  Pk  ,  en  observant  que  D*+*Pa  =  0  ;  il  vient 

nmbo  4-  ^D  +  -.  +  b^h^)?^]^  P^. 

Donc,  si  /'(D)  n'a  pas  de  racine  nulle,  on  obtient  une  solution  parti- 
culière en  faisant  la  somme  des  termes  de  degrés  <  k  dans  le  développe- 
ment de  1  :  /"(D)  suivant  les  puissances  de  D  et  en  efl'ectuant  sur  P/t  l'opé- 
ration  représentée  par  cette  somme.  Le  résultat  sera  un  polynôme  de 
degré  k. 
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En  second  lieu,  si  /(D)  a  X  racines  nulles,  observons  que  l'on  aura 
/(D)  =  D  fi{D)  ;  mettons  l'équation  sous  la  forme 

et  prenons  D  y  pour  inconnue.  Nous  sommes  ramenés  au  cas  nrécé- 
dent.  Donc  D  y  est  un  polynôme  de  degré  k,  qui  peut  se  calculer  à 
l'aide  du  développeuienl  de  1  :  f^iD)  par  la  formule  de  Maclaurin. 
Connaissant  l)'y,  lirons-en  une  solution  y  par  a  quadratures  sans 
introduire  de  constante  :  cette  solution  sera  de  la  forme  x^Q^ . 

Chaque  fois  que  l'on  connaît  ou  que  l'on  obtient  facilement  le  déve- 
loppement de  Maclaurin  sur  lequel  repose  le  calcul  précédent,  cette 
méthode  est  la  plus  commode  en  pratique  et,  dans  les  cas  simples, 
elle  permet  même  d'écrire  à  première  vue  une  solution  de  l'équation. 
Mais,  si  le  développement  en  question  ne  s'obtient  que  par  des  cal- 
culs minutieux,  il  sera  généralement  plus  expéditif  d'employer  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  On  substituera  dans  l'équation 
une  expression  de  la  forme  indiquée  en  laissant  indéterminés  les 
coefficients  du  polynôme  Q^.  En  identifiant  les  deux  membres,  on 
obtiendra  un  système  d'équations  linéaires  déterminant  tous  les 
coefficients  inconnus,  car,  comme  aucun  ternie  de  la  solution  parti- 
culière cherchée  n'entre  dans  l'intégrale  de  l'équation  sans  second 
membre,  aucun  des  coefficients  ne  peut  rester  arbitraire. 

Deuxième  cas.  Si  (d{x)  est  le  produit  d'un  polynôme  par  une  exponen' 
tielle,  l'équation  est  de  la  forme 

AD)i/  =  Pfte«^. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la  substitution 

y  =  e'^^z. 

En  eff'et,  par  la  formule  (8)  du  n°  (173),  on  a  f{b)y  =  c«^/"(D  +  a)z. 
Donc,  après  suppression  du  facteur  commun  e«^,  l'équation  trans- 
formée sera 

AD  +  a)z  =  Pa  . 

Connaissant  une  solution  particulière  z,  on  en  déduit  une  solution 
particulière  y. 

Troisième  cas.  Si  (f{x)  est  une  somme  de  termes  des  types  précédents, 
donc  si  l'équation  est  de  la  forme 

f{h)y  =  PK-{-Qie^-h-, 
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on  cherchera  séparément  dos  intégrales  m,  v,...  des  diverses  équa- 
tions 

f{l))u  =  ?n,        f{D)v  =  Qie^'^,.... 

et,  en  faisant  leur  somme  u  -i-  v  -\-  •••,  on  aura  une  intégrale  particu- 
lière de  la  proposée.  On  le  constate  par  l'addition  des  équations 
précédentes. 

QLATRift.ME  CAS.  .Si  l't'quation  est  de  l'une  des  forrres  suivantes  : 

f{D)y  =  ?h  e"^  cos  hx,        r[D)z  =  W  e'""  sin  bx, 

on  peut  la  ramener  aux  types  précédents  en  remplaçant  les  lignes 
trigonométriques  par  des  exponentielles  imaginaires  ;  mais,  si  les 
données  sont  réelles,  on  obtiendra  plus  facilement  une  intégrale  en 
prenant  respectivement  pour  y  et  i)our  z  la  partie  réelle  et  le  coeffi- 
cient de  i  dans  une  solution  u  de  l'équation 

/(D)u  =  Pfte(«+*^)^ 

car  cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  précédentes  en 
posant  u  =  y  -\-  zi. 

183.  Exemples.  — Soient  à  intégrer  les  deux  équations 
(D"  +  \)y  =  cos  X,        (D2  -\-  1)2  =  sin  x. 

Nous  intégrons  d'abord  (D^  -f  \)u  =  e'^.  Substituant  u  =  te^ ,  il 
vient 

[(D  +  i)M   1|f  =  l,        d'où        (D  +  2i)Df  =  l 
Le  terme  de  degré  0  dans  1  :  (D  +  ai)  est  I  :  2i  ;  on  a  donc 

D,  =  ^,         d'Où  ,.f.  u^îÇ     ■ 

Les  intégrales  particulières  cherchées  y  et  z  seront 
X  sin  X  X  cos  x 


y  -  — «— .       2  - 


2      '  2      ■ 

184.  Equations  d'Euler  réductibles  à  celles  à  coefficients  constants, 
—  Elles  sont  de  la  forme 


(25) 


"S^  +  «^-"-^£S+-  +  «.-.-^  +  any^-<pN. 


et  elles  se  ramènent  aux  coefficients  constants  en  changeant  de  variable 
indépendante  par  la  substitution 
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X  =  ^,         dx  ^=  e^dt. 


En  eft'et,  soit  I)  le  signe  de  dérivation  [tar  rapiioi't  à  t  ;  ayons  égard  à 
la  formnle  D.e^^u  =  e"^[ï)  -\-  a)ii  ;  il  viont,  de  proche  en  proche, 

1)?/,- 


dx               ^'           <^^' 

=  e-'D(e-'l);v)  =  e-2'D(D  — 

c'est-à-dire 

dx          ^' 

-'2>=i'(f'  i).v,  ... 

et,  en  général, 

-.0="^(''- 

-l)(D-2)...  iD-pM)y. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (25),  elle  so  transforme  en  une 
autre  à  cœfficients  constants,  que  l'on  peut  écrire  immédiatement. 

Remarque.  —  Si  l'on  considérait  l'équation  plus  générale 

on  la  ramènerait  à  la  précédente  en  prenant  px  +  q  comme  variable 
indépendante. 

Exercices. 

1.  Intégrer  les  équations  suivantes  (méthode  du  n^  182)  : 

(D2  +  D-f  l)î/  =  sin2a; 

(D*  +  2D2  +  1)  y  =  £c*cos  «a; 

{D^  -{-  4)  y  =  X  sin*a; 

(D  +  l)^y  =  e~-^  -{-  Xi. 
(D  -\-  c)^y  ^M=  cos  ax. 

2.  Réduire  à  des  quadratures  les  équations  précédentes  après  y  avoir 
remplacé  le  second  membre  par  une  fonction  quelconque  (f{x).  Etudier, 
en  particulier,  le  cas  où  <f{x)  =  x~\  igx,  etc. 

§  5.  Intégration  par  les  séries  de  certaines  équations 

linéaires  du  second  ordre. 

Équations  de  fiessel  et  de  Riccati. 

185.  Fonction  et  équation  de  Bessel.  —  Soit  n  un  nombre  quel- 
conque (non  entier,  s'il  est  négatif).  Nous  définirons  la  fonction  I„  de 
Bessel  par  la  série  potentielle,  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 


(1)      I„  =  ^  cipxP  où      a 
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1 


pl(n+l)(n  +  2)...(n-fp) 


et  nous  conviendrons  que,  si  /)  =  0,  on  a  0!  =  1,  a©  —  1. 

Cette  fonction  vérifie  une  équation  différentielle  que  nous  allons  former. 
On  a 

C'est  l'équation  cherchée,  qui  peut  s'écrire,  tous  calculs  faits, 
Donc  I„  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 


que  nous  appellerons  équation  de  Bessel 


186.  Théorème.  —  L'équation  de  Bessel  ne  change  pas  de  forme  par 
la  substitution 

_     z 

y  =  ~^' 

seulement  n  change  de  signe  dans  cette  équation. 
On  tire,  en  effet,  de  cette  relation 

dy  _    \    dz        nz        d^y  _    1   d^z  2     dz       n(n  +  1)^ 

'dx~  'û^~dœ~  £c"+*      dcc^~  ^dx'^~  «;«+*  lôc  "^        x^+^ 

et,  par  la  substitution  »ie  ces  valeurs,  l'équation  de  Bessel  devient 

Remarques.  I.  Si  x  est  négatif,  la  substitution  précédente  peut  être 
imaginaire,  mais  la  substitution 

2 

y 


[—xy- 

sera  réelle  et  conduira  à  la  même  équation  (3),  car  la  nouvelle  valeur 

(1)  On  pren  1  souvent  aussi  comme  forme  canonique  de  l'équation  de  Bessel 
les  équations  (H)  du  no  191  ou  encore  d'autres  transformées  que  nous  ne  ren- 
c  entrerons  pas  ici. 
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de  ;;  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  un  facteur  constant.  On  peut 
donc  toujours  éviter  l'introduction  des  imaginaires. 

II.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  dans  l'étude  de  l'équation  de 
Bessel,  il  sera  toujours  permis  de  supposer  n  luil  ou  positif,  car,  si  n 
était  négatif,  on  le  rendrait  positif  par  la  substitution  précédente. 

187.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  n'est  pas  un  nombre 
entier.  —  Dans  ce  cas,  Vintégrale  générale  s  exprime  par  les  fonctions 
de  Bessel. 

En  effet,  I>j  est  une  première  intégrale  particulière  de  l'équation  (2)  ; 
I_,i  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (3),  donc  I_,j  :  a;"  est  une 
seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  (2)  et  elle  est  évidemment 
indépendante  de  la  première,  parce  qu'elle  renferme  des  puissances 
fractionnaires.  L'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera  donc 

(4)  ^  =  CI„+C,^- 

Si  X  était  négatif  et  qu'on  voulût  éviter  l'introduction  des  imaginaires, 
on  remplacerait  au  besoin  le  dénominateur  a?"  par  ( —  ic)" . 

Remarque.  —  Si  n  est  entier,  une  des  deux  séries  I»  ou  !_„  cesse 
d'exister,  car  tous  ses  coefficients  deviennent  infinis  à  partir  d'un  certain 
rang.  Mais  il  y  a  toujours  une  des  deux  séries  et,  par  conséquent,  une 
des  deux  intégrales  particulières  qui  subsiste.  Dans  ce  cas,  l'intégration 
se  ramène  aux  quadratures  par  les  théorèmes  généraux  (no  161). 

Supposons  que  n  soit  positif;  c'est  alors  l'intégrale  [larticulière  In  qui 
subsiste  et  la  formule  d'intégration  sera  (n»  161,  formule  8). 


1/  =  Cl„  +  C,ln  j 


dx 


xnMV- 


Mais  cette  intégrale  peut  encore  s'exprimer  par  des  séries  potentielles, 
moins  simples  toutefois  que  celles  de  Bessel.  Nous  allons  les  faire  con- 
naître. 

188.  Nouvelles  séries  liées  à  celle  de  Bessel.  —  En  dérivant  I„  par 
rapport  à  n,  on  forme  une  nouvelle  série  potentielle,  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  a;  et  à  coefficients  rationnels.  Nous  la  désignerons 
par  I„  et  l'on  aura,  a^ étant  défini  par  la  formule  (1;, 

Considérons,  d'autre  part,  la  série  potentielle,  dépendant  de  deux 
paramètres  e  et  n, 

cp(£c  n   £1  =  1-4 y-  ... 

^     '     '^  ^(n+l)(s+l)^(n+l)(n  +  2)(£+l)(e  +  2)^ 

laquelle  se  réduit  à  !„  pour  e  =  0. 
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Celle-ci  peut  être  dérivée  par  rapport  à  ?  et  l'on  trouve,  pour  ■-  =  0, 
la  série  potentielle  à  coefficients  rationnels 

(6)  o[lx,n,0)  =  fbpxr^,  bj-,  r=—a    il- 

Nous  allons  montrer  que,  quand  n  est  entier,  l'intégration  de  l'équation 
de  Bessel  se  fait  au  moyen  des  séries  (1),  (b)  et  (6j. 

189.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  est  nul.  —  Dans  ce 
cas.  les  deux  séries  I,j  et  I_„  se  confondent  Nous  avons  toujours  une 
intégrale  particulière  lo  •  H  s'agit  d'en  obtenir  une  seconde, 

A  cet  effet,  considérons  d'abord  l'équation  dans  laquelle  n  est  une 
quantité  positive  infiniment  petite  t.  Nous  avons  les  deux  intégrales  dis- 
tinctes Ig  et  I_ç  :  cc^.  Mais  nous  pouvons  remplacer  la  seconde  par  la 
combinaison  linéaire 

i_ri      xA-^  — 1_, 


1 


h- 

X 


Quand  t  tend  vers  0,  celle-ci  a  une  limite  finie  Yo,  qui  s'obtient  par 
la  règle  de  l'Hospital  : 


(7)  Yo  -  lim  D= 


î=0 


x'-h  —  l-      =  lo  Loga:  +  2  lo. 


Cette  nouvelle  intégrale  Y^  s'exprime  donc  au  moyen  de  la  fonction  de 
Bessel  I^  et  de  la  série  ^5;  I/^.  Elle  est  évidemment  distincte  de  I^^  puis- 
qu'elle renferme  un  logarithme.  L'intégrale  générale  sera 

^  =  CIo  +  C,Yo. 

Remarque.  —  Oi;  a  admis,  dans  cette  démonstration,  que  la  limite 
d'une  intégrale  de  l'équation  de  Bessel  où  n  tend  vers  0,  est  une  inté- 
grale de  cette  équation  pour  n  ^  0.  Ce^  oostulat  est  une  conséquence 
facile  à  tirer  de  la  proposition  V  du  n°  -444:  Nous  ferons  usage,  dans  lo 
u°  suivant,  d'un  postulat  analogue  fondé  sur  la  même  proposition. 

190.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel  quand  n  est  entier  et  >  0. 
Si  n  est  un  entier  différent  de  0,  on  peui.  le  supposer  positif  n'^lSô).  Dans 
ce  cas,  la  série  I_„  cesse  d'exister,  mais  l'intégrale  particulière  I„  sub- 
siste toujours.  Il  s'agit  d'en  obtenir  une  seconde. 

Remplaçons  d'abord  n  par  n  —  £  (e  étant  infiniment  petit).  Les  n  pre- 
miers termes  de  l-n^i  ne  renferment  pas  le  facteur  i  au  dénominateur  et 
seront,  par  conséquent,  finis  :  nous  désignerons  leur  somme  par  Nr.  Tous 
les  termes  suivants,  au  contraire,  sont  infinis  et  ils  renferment  un  facteur 
commun   indépendant  de  x,  que  nous  désignerons  par  A^  :  ■-,  en  posant 

(-I)»-> 
''        «:(l_ej(2_.)...(n-l-E)* 
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Considérons  dono  le  produit  slr^n;  il  peut,  eu  égard  à  la  définition 
(no  188)  de  (o{x^  u,  t),  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

(8)  Ele_„  =  eNe  +  oc»  A^  f{x,  n,  e). 

Donc,  £  tendant  vers  0,  on  a,  à  la  limite, cp  tendant  alors  vers  I,i , 

(_l)n-i 


(9)  [£l£_n]o  =a;»AoIn,  Ao  = 


n\{n—\)l 


Tant  que  s  n'est  pas  nul,  !„_£  ot  ^li  —  n  :  x*^--  sont  deux  intégrales 
indépendantes  de  l'équation  de  Bessel,  mais  elles  cessent  d'être  distinctes 
pour  £  =  0,  en  vertu  de  l'équation  (9).  Pour  en  obtenir  une  nouvelle, 
considérons  la  combinaison  linéaire  (qui  est  aussi  une  intégrale) 


et  cherchons-en  la  limite  pour  e  ^  0.  C'est  une  expression  de  la  forme 
0  :  0  ;  en  vertu  de  la  règle  de  l'Hospital,  ce  sera  la  valeur  pour  £  ==  0  de 

ij-De[£l£_n  — Aoa;'^-U„_a] 

Mais,  pour  0  =  0,  il  vient,  par  la  formule  (S), 

De  {th-n)  =  ^o+a^^K^'Ax,  n,  0)  -faJ^A^In, 
de  sorte  que  la  limite  cherchée  a  pour  expression 

^  +  Ao  [cp;  {X,  n,  0)  +  i;,  +  In  Log  X]  +  a;  I,^  . 

Supprimant  le  dernier  terme  qui  n'est  pas  distinct  de  I„ ,  nous  formons 
notre  seconde  intégrale  particulière  Y» ,  savoir 

(10)  Yn  =  ^  +  Ao  [?:  [x,  n,  0)  +  i;  +  I„  Log  x]. 

Celle-ci  s'exprime  donc  au  moyendes  trois  séries  potentielles  I^,  V^ 
et  «ps  [x,  n,  0)  ;  la  première  est  la  fonction  de  Bessel  et  les  deux  autres 
sont  définies  par  les  formules  (5)  et  (6).  Le  coefficient  Ao  est  une  cons- 
tante (9)  et  enfin,  par  définition  de  Ne,  No  comprend  les  n  premiers 
termes  de  I_„,  de  sorte  que 

^n  rj^n    "T"    ^n-l    ~^        ^       x     '  ^       p  !  (w— 1)  (w  — 2  •••  (w— p)  * 

L'intégrale  générale  de  l'équation  de  Bessel  sera  donc,  dans  ce  cas- ci, 
î/-CIn  +  C,V„. 
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191.  Transformées  de  l'équation  de  Bessel.  Equation  de  Riccati.  — 

Cliangeoiis  de  variable  iiidépeiidanle  par  lu  relation  x  ^  'i  {().  En  accen- 
tuant les  dérivées  par  rapport  ix  t,  on  a 

dy        y'  d}y        x'y"  —  cc"y' 

dx       a?"  cte*  x'^  ' 


l'équation  de  Bessel 


-S+"+»>^-^-" 


devient  ainsi,  après  multiplication  par  x'. 

Voici  quelques  cas  particuliers  : 

1°)  ^)oV-que  soit  le  signe  de  x,  on  peut  toujours  faire,  sans  introduire 
d'imaginaires,  une  des  deux  substitutions 

V.      d  ou      x'  —  ±  ^,       — r  =  ^,       — r  =  — 
4'  2'       x'         2'       x'         t 

L'équation  transformée  sera 

(11)  y"-i-^-~^y'Ty-=o. 

2°)  Plus  généralement,  faisons  la  substitution 

a;=a<P,     d'où     a;'=^aâ^P-\     ^  =  Êlzi. 
^        '     x'  t 

L'équation  transformée  sera 

t'y"+[?n-l)ty'-o^^H'^y=^0. 

On  peut  disposer  des  trois  constantes  x,  [3  et  n  de  manière  à  identifier 
cette  équation  avec  toute  équation  de  la  forme 

t'y"  4-  aty  +  bi'ny  ^  0, 

pourvu  toutefois  que  b  et  m  soient  différents  de  0,  car  la  substitution 
suppose  a  et  j3  différents  de  0.  Mais,  si  m  =  0  ou  si  è  ^  0,  cette  dernière 
équation  est  une  équation  d'Euler  (n°  184), 

Les  équations  de  cette  dernière  forme  sont  fréquentes  dans  les  applica- 
tions. Elles  s'intégreront  donc  par  les  formules  des  n°^  précédents,  en 
remplaçant  x  par  une  expression  convenable  de  la  forme  a^? . 

3°  La  transforynèe  d'Euler  de  V équation  de  Riccati  (no  132)  s'obtient 
comme  cas  particulier  de  la  transformation  précédente. 
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Si  l'on  fait  w  =  1  :  p  et  qu'on  change  a  en  a  :  ^',  on  voit  que  l'équation 
de  Bessel  se  ramène  à 

f-y"  —  oir y  =  0,         par  la  substitution  x  =  —• 

r 

Faisons  p  =  m  +  2.  On  voit  que  Véquation  de  Bessel  où  w  = 


se  ramène  à  l'équation  transformée  de  Riccati  : 

(12)     y"  —  y.V"y  =  0,        par  la  substitution        x  — 


(m+2)2- 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Si  m  +  2  n'est  pas  l'inverse  d'un  entier,  l'équation  (12)  s'intègre  par 
les  transcendantes  I„  et  I_>,  en  faisant  w  =  1  :  (m  -j-  2)  et  en  remplaçant 
X  par  la  fonction  de  i  qui  précède. 

Si  m  4-  2  est  l'inverse  d'un  nombre  entier,  rinté>,Tation  exigera 
l'intervention  des  séries  plus  compliquées  du  n°  188. 

Si  w-f-2=0,  l'équation  (12)  se  réduit  à  une  équation  d'Euler  [\\°  184) 
et  s'intègre  sans  difficulté. 

On  sait  que  l'équation  de  Riccati,  sons  sa  forme  primitive  où  elle  est 
du  premier  ordre  (n°  132),  s'intègre  sous  forme  finie  quand  m  :  [m  -\-  2) 
est  un  nombre  pair.  Nous  allons  voir  au  n°  suivant  que,  dans  ce  cas,  la 
transformée  d'Euler  s'intègre  aussi  sous  forme  finie.  Il  en  résultera  une 
nouvelle  méthode  pour  calculer  l'intégrale  de  l'équation  de  Riccati  quand 
elle  s'exprime  sous  forme  finie  (^).  Cette  méthode  est  théoriquement 
plus  complexe  que  celle  du  n"  132,  mais  elle  a  peut-être  l'avantage  au 
point  de  vue  de  la  simplicité  des  calculs. 

192.  Intégration  de  réquation  de  Bessel  sous  forme  finie.  —  Véqua- 
tion de  Bessel  s'intègre  sous  forme  finie,  si  n  -\-  -^  est  un  nombre  entier 
(positif  nul  ou  négatif). 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  n  positif  {n°  186).  Si  w  +  —  est  entier, 
c'est  un  entier  positif  p.  Alors,  par  l'une  des  substitutions  x=  ^  j»  l'équa- 


tion de  Bessel  se  ramène  à  l'une  des  deux  équations  (11) 

(13)  y"-h^y'^i-y  =  o. 


Il  faut  donc  montrer  que  cette  équation  s'intégt^e  sous  forme  finie 
qu^nd  p  est  un  entier  positif. 

A  cet  effet,  observons  que,  t  étant  traité  comme  un  paramètre,  on  a^ 

par  une  intégration  par  parties, 

(*)  Il  est  clair  que  si  la  transformée  d'Euler  s'intègre  sous  forme  finie, 
l'équation  de  Riccati  s'intégre  aussi  sous  forme  finie.  Mais  la  réciproque  n'est 
nullement  évidente,  car,  connaissant  l'intégrale  de  l'équation  de  Riccati, 
celle  de  l'équation  d'Euler  dépend  d'une  quadrature. 
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du. 


Nous  allons  tirer  de  cette  relation  la  solution  de  l'équation  de  Bessel, 
en  transformant  les  deux  intégrales  indéfinies  qui  y  figurent  par  la  for- 
mule symbolique  du  premier  volume  (n»  191),  que  voici 

r>tU 


/ 


e«"E(w)rfM  =  E(D()  Y  +  ^' 


et  dans  laquelle  E(m)  est  un  polynôme.  Cette  formule  s'applique  aux  deux 
intégrales  susdites  si  p  est  entier  positif,  car  xi.{u-  ±  1)P"*  et  {y?-  ±  1)p 
sont  des  polynômes.  Désignant  par  D  les  dérivées  par  rapport  t,  il  vient 
ainsi,  à  une  constante  près  par  rapport  à  w, 

ptU  ptU  f  ptU 

Mais  cette  constante  est  nulle,  car,  si  l'on  suppose  t  positif,  les  deux 
membres  de  cette  relation  s'annulent  par  w  ^  —  oo.  Donc  cette  relation 
est  une  identité.  Elle  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires de  t  et  de  u.  car  les  dérivées  des  exponentielles  se  calculent 
toujours  par  les  mêmes  règles. 

Multiplions  l'identité  précédente  par  2p  :  ^  et  posons,  dans  les  deux 
membres, 

(14)  y=^[W±\)^-'—; 

elle  prend  la  forme 

Le  premier  membre  est  précisément  celui  de  l'équation  (13).  Donc, 
comme  p  est  >  0,  il  suffit  de  choisir  ti  de  manière  à  annuler  ?<-  ±  1  pour 
obtenir  par  la  formule  (14)  une  solution  de  l'équation  (13).  Examinons 
ces  solutions  pour  chacune  des  déterminations  du  signe  ambigu. 

Premier  cas  :  L'équation  est  de  la  forme 

d'y,2pdy 

dë-^T-dt-y-^- 

Il  faut  alors  annuler  u^  —  1,  ce  qui  donne  pour  u  deux  valeurs  +  1 
et  —  1,  auxquelles  correspondent  deux  solutions  indépendantes  : 

(D"--l)^^^^,         (D=_l)^-Ç 

ou,  en  faisant  usage  de  la  formule  (8)  du  n°  173, 

e'(D  -f  2)^-'D^-*7,         e-t[\)  —  2f-'\y^-'-^ 

14 
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Supprimant  un  facteur  constant  dans  chacune  de  ces  expresssions,  on 
obtient  les  deux  intégrales  particulières  pratiques 

qui  s'explicitent  entièrement  avec  la  plus  grande  simplicité.  L'intégrale 
générale  sera  y  =r  C?/,  +  C\y2- 

Deuxième  cas  :  L'équation  est  de  la  forme 

Il  faut  alors  annuler  ?<'  +  1.  Faisant  u  =  7,  on  obtient  la  solution 
complexe 

qui  se  décompose  elle-même  en  deux  solutions  réelles  distinctes 

qui  peuvent  servir  à  former  l'intégrale  générale. 

Mais,  si  l'on  veut  effe'îtuer  tous  les  calculs,  il  sera  plus  simple  de  pro- 
céder comme  dans  le  premier  cas.  Mettant  l'intégrale  complexe  sous  la 
forme 

et  supprimant  un  facteur  constant,  on  a  une  nouvelle  intégrale  complexe 

Celle-ci  s'exprime  immédiatement  sous  forme  explicite  et  l'on  obtient 
deux  intégrales  réelles  indépendantes  en  séparant  le  réel  et  l'imaginaire. 
Nous  ne  les  écrirons  pas.  Si  l'on  ne  se  préoccupait  pas  d'obtenir  une 
intégrale  de  forme  j-éelle,  on  obtiendrait  immédiatement  une  seconde 
intégrale  complexe  indépendante  de  la  précédente  en  remplaçant  dans 
celle-ci  i  par  —  i. 

Equation  de  Riccati.   L'équation  y"  —  at^^y  =  0  se  ramène  à  celle 

de  Bessel  où  n  =^  1  :  (m  +  2).  Pour  que  n  -\-  —  soit  entier,  il  faut  ainsi 


que 


r-K"  +  ?r  soit  entier    ou rr-  pair   . 

m  +  2      2  \      m  -r  2         J 


Donc,  pour  que  la  transformée  d'Euler  de  l'équation  de  Riccati  puisse 
se  l'amener  aux  équations  que  nous  venons  d'intégrer,  il  faut  que 
m  :  [m  -\-  2)  soit  un  nombre  pair.  C'est  donc  la  même  condition  d'intégra- 
bililé  sous  forme  finie  que  pour  l'équation   de  Riccati  non  transformée. 
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§  6.  Intégration  ou  réduction  d'équations  différentielles 
par  des  procédés  particuliers. 

193.  Equations  où  manque  t/.  —  Quand   la   fonction  inconnue  y 
manque  clans  une  équation,  un  abaisse  d'une  unité  Furdi-e  de  cette 

équation  en  posant  j[)  —  -^^  et  en  prenant /?  comme  nouvelle  inconnue. 
En  effet,  l'équation  proposée 

se  ramène  ainsi  à  la  suivante 

On  intègre  l'équation  (2),  ce  qui  conduit  à  une  relation 

(3)  F  [p,  X)  =  0. 

Le  calcul  peut  alors  s'achever  de  deux  manières  : 
1°  On  résout  l'équation  (3)  par  rapport  à  p,  ce  qui  donne  p  =  'f{x) 
et  l'intégrale  générale  y  de  l'équation  (1)  s'en  déduit  par  une  qua- 
drature 


y  =  \pdx=    'f{x)dx. 


2°  S'il  est  plus  facile  de  résoudre  l'équation  (3)  par  rapport  à  x,  on 
en  tire  x  =  '\'[p).  Alors  on  cherche  aussi  la  valeur  de  y  en  fonction 
de  j?  et  il  vient,  par  une  quadrature, 

y  ==  \p  dx  =  (p  '!^'  (p)  dp=p  ^p)  —  U{p)  dp. 

On  connaît  donc  a;  et  y  en  fonction  de  p  :  c'est  une  représentation 
paramétrique  de  l'intégrale.  Il  suffirait  d'éliminer  p  pour  revenir  au 
mode  de  représentation  habituel. 

Par  exemple,  l'équation  (où  X  et  X.  dépendent  de  x  seul) 


dx^'^     dx         '\dxj 


se  ramène  à  une  équation  de  Bernoulli  (n°  429) 

Donc  p,  puis  y  s'obtiennent  par  des  quadratures  en  fonction  de  x. 
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Plus  généralpment,  si  y  et  ses  k  —  1  premières  dérivées  manquent 
dans  réquation,  l'ordre  s'abaissera  de  k  unités  en  posant  -^-~  =  u  et 
en  prenant  u  comme  nouvelle  inconnue. 

En  elïet,  l'équation  d'ordre  n  sera  ramenée  à  celle  d'ordre  n  —  k 


J         du        d"-^u\      . 


L'intégrale  de  celle-ci  sera  de  la  forme 

(4)  F  (w,  x)  =  0. 

Comme  ci-dessus,  le  calcul  peut  s'achever  de  deux  manières  : 
1°  On  résout  l'équation  (4)  par  rapport  à  m,  ce  qui  donne  u  =  cp(a;) 
et  l'intégrale  générale  y  s'en  déduit  par  k  quadratures  •• 


l5)  y  ^-  \\  ...   \tf{x)dx''. 


2°  On  résout  l'équation  (4)  par  rapport  à  x,  d'où  x  -=  <}'  (w)  et  l'on 
obtient  y  en  fonction  de  u  par  k  quadratures  : 

(6)        y={(  •••  (udx^=  ((  ...  [«[']>'(«)  du  * 

on  a  ainsi  une  représentation  paramétrique  de  l'intégrale. 

Remarque.  —  Les  quadratures  consécutives  des  formules  (5)  et  (6) 
peuvent  se  ramener  à  une  seule  intégration  par  la  formule  (14)  du  n»  175, 
où  il  faut  faire  /'  =  0.  La  formule  (5),  en  particulier,  sera  remplacée  par 

où  P/i_i  est  un  polynôme  en  x  arbitraire  et  de  degré  <  k. 

Exe^nples.  —  Les  équations  suivantes  s'intègrent  sous  forme  finie  : 
{\  —  x'^)y''  —  xy'  =2 

1  +  y'*  +  xyY  =  «y"  Vi+y". 

On  pose  y'  =  p.  La  première  équation  est  linéaire  en  jt;  ;  la  seconde 
devient  différentielle  exacte  (n"  123)  en  la  divisant  par  \l-\-p^. 

194.  Cas  particulier.  Equations  qui  ne  contiennent  que  deux  dérivées 
consécutives.  —  Elles  s'intègrent  par  des  quadratures. 
En  effet,  elles  sont  de  la  forme 

d''y  _  Jd^'-'y 
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donc,  par  la  substitution  .  ,^_^  --  u,  elles  se  ramènent  à  une  équa- 
tion du  premier  ordre  et  à  variables  séparées 


j,  .  f  du 

=  l{u)         dou         ^=-j7^  = 


La  valeur  de  y  s'en  déduit  par  n  —  1  quadratures  par  l'une  des 
deux  méthodes  1°  ou  2*>  du  n^  précédent.  La  méthode  2°  se  présente 
la  première,  puisque  l'on  connaît  déjà  la  relations;  =  '\>{ii),  et  la 
valeur  de  y  en  fonction  de  u  est  immédiatement  donnée  par  la  for- 
mule (6).  Pour  employer  la  méthode  1",  il  faut  commencer  par  tirer 
u  =  (d{x)  de  la  relation  x  =  <\>{u)  et  alors  y  est  donné  en  fonction  de  x 
par  la  formule  (5). 

Exemples.  —  Voici  quelques  équations  pour  lesquelles  les  quadratures 
se  font  aisément  sous  forme  finie  : 

ay"  =  \TTf'  ay"^-y'{\+y'^-) 

ay"^{l  +  y'Y  f^^S/y^ 

195.  Equations  où  manque i;.  —  Quand  la  variable  indépendantes; 
manque,  l'équation  est  de  la  forme 


/7N  ffy  El  s,...  :^Vn 


Son  ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

En  effet,  ce  cas  se  ramène  à  celui  où  c'est  la  fonction  qui  manque 
(no  193)  en  considérant  x  comme  fonction  de  y.  Mais  il  faut,  pour 
cela,  remplacer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  par  leurs  expres- 
sions au  moyen  des  dérivées  de  a;  par  rapport  à  y.  Celles-ci  étant 
désignées  par  des  accents,  les  formules  (2)  du  n°  lo2  du  l*""  volume 
donnent,  comme  cas  particulier,  en  y  faisant  y'  =  \,  y"  =  y'"  =  0, 

_dy_^J_        i!^__^  d^y  _  3x"^  —  x'x"'  ^ 

dx        x'         dx^~       ic'"         dx^  "         x"^ 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  et  l'ordre 
s'abaissera  d'une  unité  en  prenant  x^  pour  inconnue. 


Mais,  en  pratique,  on  ne  fait  guère  cette  transformation.  On  prend 
plutôtp  =  — T—  comme  nouvelle  inconnue  et  on  la  considère  comme 
fonction  de  î/.  On  obtient  une  équation  d'ordre  moins  élevé  entre  y 
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eip,  car  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  s'expriment  au  moyen  de 
dérivées  d'ordre  moindre  de  /;  par  rapport  à  y.  Les  formules  de 
transformation  sont 

dy    _  d^y  _     dp  d'y  d  f    dp 


dx       P'         dx"^      ^'dy  '         dx^      ^  dy  V  dy 

Donc,  l'équation  proposée  qui  est  d'ordre  n,  se  ramènera  à  une 
équation  d'ordre  71  —  \  entre  y  et  p.  Soit 


c)  '(".l-w^)=» 


dy        dy' 

celte  équation.  Supposons  qu'on  sache  l'intégrer,  son  intégrale  sera 
(9)  F{y,p)  =  0. 

Le  calcul  peut  alors  s'achever  de  deux  manières  : 
1°)  On  résout  Téquation  (9)  par  rapport  à  p,  d'où  p  =  (f{y)  et  la 
valeur  de  x  s'obtient  par  une  quadrature  : 

dy 

<F(2/) 

C'est  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée, 

2")  S'il  est  plus  facile  de  résoudre  l'équation  (9)  par  rapport  à  y,  on 
en  tire  y  =  <]/(/;),  ensuite  x  s'obtient  aussi  en  fonction  de  p  par  une 
quadrature  : 

^{p)dp 


J  P       J  = 


J  p      J     p  p       ) 


r 

Donc  X  et  y  sont  exprimés  en  fonction  de  p  :  c'est  une  représenta- 
tion paramétrique  de  l'intégrale. 
Exemples.  —  l  Soit  l'équation  importante 

Il  vient,  par  la  transformation  précédente, 
P^=ny)^      d'où     p'  =  ^^f(y)dy,       x  =  j[^\ f(y)dy^    "dy. 

C'est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (10),  qui  dépend,  comme  on 
le  voit,  de  deux  quadratures. 

II  Soient  encore  les  deux  équations 

d'y    ,  y(  dyy  _      dy  i!^  ,   v  (  dy  Y  _  v 

1^~^   ^-dx)~^'dx  dx-'^  ^Kdx  J  ~  ^' 


—  2ir,  - 

dans  lesquelles  Y  et  Y,  dépendent  de  y  seul.  Elles  se  ramènent  res- 
pectivement à  une  équation  linéaire  en  p,  ou  linéaire  en  p"  : 

Donc  p,  puis  X  s'obtiennent  par  des  quadratures  en  fonction  de  y. 

Pour  les  deux  équations  suivantes,  par  exenaple,  ces  quadratures  se  font 
sous  forme  tinie  : 

2[2a-y)y"  =  l+y'' 
yy"  —  y'^  =  y' Log  y . 

196.  Equations  qui  ne  contiennent  que  deux  dérivées  dont  les  ordres 
diffèrent  de  deux  unités.  —  Elles  s'intègrent  par  des  quadratures.  C'est 
un  nouveau  cas  particulier  de  la  méthode  du  n"  193.  L'équation 

d^y       ffd'^-^y^ 


da;" 


'  \^dx^-y 


d^~^v 
se  ramène,  en  posant  .  ^_^  =  u,  à  celle 


d^u       .,  , 


dx^ 
intégrée  au  n°  précédent,  et  qui  a  pour  intégrale 


^  =  \\^^\n 


u\  du 


du  =>  |(m) 


On  en  déduit  la  valeur  de  ?/ par  71  —  2  nouvelles  quadratures,  en 
employant  l'une  des  deux  méthodes  1°  ou  2°  du  no  193.  On  a  immé- 
diat jment  y  en  fonction  de  u  par  la  formule  (6)  (méthode  2°).  Pour 
obtenir  y  en  fonction  de  x  par  la  formule  (5)  (méthode  1°),  il  faudra 
préalablement  tirer  u  =  (f{x)  de  l'équation  ic  =  <\>{u)  ci-dessus. 

Exemples.  —  On  peut  intégrer  par  cette  méthode  (ou  par  celle  du 
n°  184)  les  deux  équations  suivajte.s,  les  quadratures  se  faisant  sous 
forme  finie, 

ax^y'"  =  Xy'  x^yi'f  =  ly" 

197.  Équations  différentielles  exactes.  —  Considérons  l'équation 

Si  l'on  reconnaît  dans  son  premier  membre  la  dérivée  exacte  d'une 
fonction  ¥{x,  y,  y',...  y^-^  )  quel  que  soit  y,  on  dit  que  l'équation  est 
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difj'érentielle  exacte  et  on  peut  en  écrire  immédiatement  une  intégrale 
première 

On  trouvera  ci-dessous  la  règle  à  suivre  pour  reconnaître  si  l'équa- 
tion est  différentielle  exacte  et  pour  obtenir  la  fonction  F  quand  elle 
existe,  mais  celte  règle  est  d'une  application  assez  limitée  en  pratique. 

Dans  certains  cas  simples,  on  peut  rendre  l'équation  différentielle 
exacte  en  la  multipliant  par  un  facteur  facile  à  apercevoir  et  l'on  peut 
abaisser  l'ordre  de  lequation  d'une  unité.  Il  n'y  a  pas  de  règle  géné- 
rale à  donner,  car  cette  méthode  dépend  de  la  perspicacité  de  l'opé- 
rateur, mais  en  voici  un  exemple  : 

Considérons  l'équation,  résolue  (autrement)  par  Liouville, 

t/"  -h  Xî/'  =  Yt/'«, 

dans  laquelle  X  dépend  de  x  seul  et  Y  de  y  seul.  En  la  divisant  par 
y\  tous  ses  termes  deviennent  des  dérivées  exactes  ;  on  a 

-^  =  Yî/'-X. 
y 

On  en  tire,  par  une  intégration, 

Logî/'  =  (\dy  —  fxrfx     ,      d'où        y'  -  gr^^-J^^^ 

Les  variables  se  séparent  et  l'on  trouve  l'intégrale  générale 

Remarque.  —  Il  est  à  observer  que  l'équation 

y"  +  W  =  Qy" 
s'intègre  par  quadratures  dans  les  trois  cas  suivants  :  i°)  si  P  et  Q 
dépendent  de  x  seul  (n°  193)  ;  2°)  si  P  et  Q  dépendent  de  y  seul  (n°  195)  ; 
3°)  si  P  dépend  de  x  seul  et  Q  de  y  seul  (on  vient  de  le  montrer). 

Règle  générale  pour  Vintégration  des  dérivées  exactes.  —  Soit 
/^(^j  y  y  y',---  y'^)  une  fonction  donnée.  Pour  qu'elle  soit  la  dérivée  exacte 
d'une  fonction  F{x,  y,  y',...  «/"""*)i  ^^  ^^^^  qu'on  ait  l'identité 

fW      ôF  dF 

On  en  conclut  la  règle  suivante  pour  reconnaître  si  F  existe  et  déter- 
miner en  même  temps  cette  fonction  : 
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Il  faut  d'abord  que  la  plus  haute  dérivée  j/'*  n'entre  dans  /'qu'au  pre- 
mier degi'é.  Ou  intègre  alors  le  coefficient  de  y'^  partiellement  par  rap- 
port à  î/"~*,  c'est-à-dire  comme  si  y"-*  était  seule   variable.  Soit  u^ 

l'intégrale  obtenue  ;  f —  -~  ne  contiendra  plus  de  terme  en  y"^ ,  de  sorte 

CtûO 

que  la  plus  haute  dérivée  sera  y'^~P  (P  ^  !)•  Cette  différence  devant  être 
une  dérivée  exacte  en  même  temps  que  f,  il  faut  que  y^~^  n'y  entre  qu'au 
premier  degré.  On  intégrera  alors  le  coefficient  de  y^^^P  partiellement  par 

rapport  à  t/""~^'~*,  ce  qui  donnera  une  intégrale  u^.  Alors  f  — 


c/t6j       du^ 


doc        dx 

ne  contiendra  plus  que  des  tonnes  d'ordre  <  n  — p  et  devra  être  une 
différentielle  exacte,  si  /"en  est  une.  En  continuant  ainsi  et  si  la  fonction 
donnée /"est  une  dérivée  exacte,  on  parviendra,  en  dernier  lieu,  à  un 
reste 

dx        dx  dx 

ne  contenant  plus  de  dérivée  de  y.  Pour  que  celui-ci  soit  une  dérivée 
exacte,  il  faut  qu'il  ne  contienne  plus  que  x.  Si  cette  condition  a  lieu,  on 
aura 


F  =  Wj  -4-  Wj  -4-  •••  -h  Wft  +  1  ^dx 


1^ 


Si  cette  condition  n'avait  pas  lieu,  ou  si,  dans  le  cours  du  calcul,  on 
rencontrait  un  reste  dans  lequel  la  plus  haute  dérivée  entrât  à  un  degré 
supérieur  au  premier,  la  méthode  cesserait  d'être  applicable  et  la  fonc- 
tion proposée  ne  serait  pas  une  dérivée  exacte. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  donnée 

/"=  ^  -f  3ar«/'  +  2î/î/'^  +  [x'  -f  2ty')  y". 

On  aura  succcessivement 


u,  =  x^y'  +  y^y'\  f—-J=y-\-  ccy\ 


du^ 
dx 


du^       du^ 

Par  conséquent,  F  =  x^y'  -|   y^y'^  -|-  xy-^C. 

198.  Equations  homogènes.  —  Il  y  en  a  de  diverses  espèces.  Mais 
les  divers  cas  que  nous  allons  étudier  ne  s'excluent  pas  nécessaire- 
ment l'un  l'autre. 

Premier  c.4s  :  L'équation  est  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées 
successives  {ou  par  rapport  à  y,  dy,  d-y,...),  c'est-à-dire  que  l'équation 
se  reproduit  multipliée  par  une  puissance  de  a  quand  on  y  remplace  y 
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par  Ay  sans  toucher  à  a:,  X  désignant  une  constante.  Uordre  de  ces 
équations  peut  être  abaissé  d'une  unité. 
En  effet,  faisons  la  substitution 

y  ^  e' ,  d'où        y'  =  e''z',        y"  =  e'{z"  -\- z'^),... 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation,  e^  vient  en  facteur  com- 
mun à  une  certaine  puissance  par  suite  de  l'homogénéité.  Après  la 
suppression  de  ce  facteur  commun,  la  fonction  inconnue  z  aura  dis- 
paru de  l'équation,  donc  l'ordre  de  l'équation  s'abaissera  d'une  unité 
en  prenant  z'  comme  inconnue  (n°  493). 

Bemarque.  —  Ce  procédé  s'applique  à  l'équation  linéaire  sans 
second  membre,  mais  généralement  sans  avantage,  parce  qu'il  enlève 
le  caractère  hnéaire.  Ainsi,  par  cette  substitution,  l'équation  du 
deuxième  ordre 

y"  +  ^y'^Qy  =  o 
se  ramène  à  l'équation,  du  premier  ordre  en  z', 

ce  que  nous  avons  déjà  remarqué  (n°  130). 

Exemples.  Apphquer  cette  méthode  aux  équations 

ayy"  4-  by"'  -=  yy'  {C  +  x^)'^ 

i_ 

xyy"  —  xy'^  =  yy'  -\-  bxy'^  {a^  —  x^)    2 

Les  équations  en  z'  sont  des  équations  de  Bernoulli  et  les  intégrales 
s'obtiennent  sous  forme  finie.  Toutefois  on  intègre  plus  facilement  la 
première  équation  en  remarquant  que  tous  ses  termes  deviennent  des 
dérivées  exactes  quand  on  la  divise  par  yy'  (n°  197). 

Deuxième  c\s  :  L'équation  est  homogène  par  rapport  à  x  et  dx,  c'est- 
à-dire  se  reproduit  multipliée  par  une  puissance  de  X  quand  on  rem- 
place X  par  y^x  sans  toucher  à  y.  L'ordre  peut  être  abaissé  d'une  unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  considérant  y  comme  la  variable 
indépendante  et  a;-comme  la  fonction  inconnue.  Il  faudra  donc  rem- 
placer le  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  par  leurs  expressions  au  moyen 
des  dérivées  de  x  par  rapport  à  y  (n°  193).  Portant  ces  valeurs  dans 
l'équation,  on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

En  pratique,  il  est  souvent  préférable  d'opérer  autrement.  On  change 
de  variable  indépendante  par  la  substitution  x  =  eK  Si  l'on  désigne 
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par  D  les  dérivées  relatives  à  t,  on  a,  de  proche  en  proche,  par  la  for- 
mule (8)  du  no  (170), 

et,  en  général, 

0.  =  ^n.D(D-i)..  (D-n  +  Dy. 

Ainsi  l'exposant  de  e^  dans  l'expression  de  -—  est  précisément  égal 
au  degré  d'homogénéité  —  n  de  cette  dérivée.  Donc,  si  l'on  porte  ces 
valeurs  de  x,  "^.  ..  dans  l'équation,  e^  vient  en  facteur  commun  à  une 
puissance  marquée  par  le  degré  d'homogénéité.  Après  la  suppression 
de  ce  facteur  commun,  la  variable  indépendante  /  aura  disparu.  Donc 
l'ordre  de  l'équation  peut  être  abaissé  d'une  unité  (n°  193). 

Il  est  à  remarquer  que, /;7*afiçuemenf,  quand  on  substitue  dans  l'équa- 
tion proposée  les  valeurs  de  j^,  y-^,>--.indiquéesci-dessus,on  négligera 
tout  de  suite  les  exponentielles  e-f,  g-'-'^,...  qui  disparaissent  du  résul- 
tat et  l'on  remplacera  simplement  .x  par  1. 

Exemple.  Soit  l'équation  (homogène  de  degré  0) 


""   dx^ 


Par  la  substitution  x  =  e^,  on  a 

D  (D  —  1)  y  =  [7nDy-  -{-  ny^)T. 

dp 
Prenons  Dy  —  jj  pour  inconnue  ;  on  a  Dzj/  ==  p  -— ,  d'où 

dp  ± 

p  —  —  p=  [mp^  +  ny^)  2 

C'est  une  équation  homogène  du  l*""  ordre  {n°  125)  ;  l'intégration  se 
ramène  donc  à  des  quadratures. 

TRoisiÈiiE  CAS  :  L'équatiou  est  homogène  par  rappori  à  x,  y  et  leurs 
différentielles  dx,  dy,  d'^y,...,  c'est-à-dire  qu'elle  se  reproduit  multi- 
pliée par  une  puissance  de  X  quand  on  remplace  à  la  fois  x  par  'kv  et 
y  par  Ài/,  ).  désignant  une  constante.  Lordre  peur  être  abaissé  d'une 
unité. 

Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la  substitution  y  ^  ux  en  con- 
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sidérant  M  comme  nouvelle  inconnue.  En  effet,  si  l'on  change  x  en  hc 
sans  toucher  à  m,  cela  revient  à  changer  x  en  )a'  et  //  en  Xy  et  l'équa- 
tion entre  u  ei  x  se  reproduira  multipliée  par  une  puissance  de  A  ; 
donc  elle  sera  homogène  par  rapport  à  a-  cl  à  dx. 

Pratiquement,  on  opère  directement  comme  il  suit  :  on  change  tout 
de  suite  de  fonction  et  de  variable  par  les  formules 

X  ■=  d',  y  =  e^u, 

t  désignant  la  nouvelle  variable  indépendante.  On  a  alors,  eu  égard  à 
la  formule  du  n°  précédent  et  à  celle  du  n^  (170), 

0=e-"^D(D-l)...(D-n+l).e^w 
=  g-(n-i)t(o  +  l)D...(D  — n  +  2)u. 

Portant  ces  valeurs  de  x,  y,  -r-;,---  dans  l'équation  proposée,  on  ob- 
tient une  équation  entrer  et  t  où  manque  la  variable  indépendante  t. 
Donc  l'ordre  de  cette  équation  peut  s'abaisser  d'une  unité. 

Exemples  :  Les  deux  équations  suivantes  : 


conduisent  à  des   équations  de  Beruoulli  en  Du  et  ont  respectivement 
pour  intégrales  : 

X 


-JL  f 

Ç;^-\-Ç,^x  =  xe   "^,  y-=^x\Ç,  —  arcsin 


Quatrième  cas  :  Uéquation  est  homogène  par  rapport  aux  quan- 
tités X,  dx  [considérées  comme  de  degré  \)  et  y,  dy,  d^y,...  [cojisidérées 
comme  de  degré  n),  c'est-à-dire  que  l'équation  se  reproduit  multipliée 
par  une  puissance  de  \  quand  on  remplace  x  par  hc  ety  par  X"î/.  Ce 
cas  se  ramène  au  précédent  en  posant  y  =  2«.  Mais  il  est  inutile  de 
passer  par  cette  transformation.  Il  vaut  mieux  changer  tout  de  suite  de 
fonction  et  de  variable  par  les  foi  mules 

a;  =  e' ,  y  =  u  e'^K 

Soit  D  l'indice  de  dérivation  par  rapport  à  /  ;  on  aura,  en  général, 

-^l.=  e-Pt  D(D  —  i)...  (D  — p  +  l)ue^« 

=  e(«-i»<  (D  +  m  (D  +  n  —  1)...  (D  +  w  — ;;  +  \)u 

dPy 
L'exposant  de  e'  est  égal  au  degré  d'homogénéité  de  —Tp-  Donc, 
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si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  x,  y,  -/-,...  dans  l'équation,  l'expo- 
nentielle viendra  en  facteur  commun  et  la  variable  /  disparaîtra. 

Exemple.   Soit  l'équation    (homogène  de  degré  4,  en  considérant  y 
comme  un  carré) 

Par  les  substitutions  oc  =  e^  et  y  =  ue^^,  on  trouve  l'équation  en  u 

D^u-\- 2{l  —  u)  Du  =  0. 

Le  premier  membre  est  une  dérivée  exacte,  d'oîi  l'intégrale  première 

Dm  — (1  —  w)«  =  C. 

Les  variables  se  séparent  et  l'intégration  s'acbève  sans  difficulté. 

dy 
199.  Equation  du  second  ordre  où  manque -p- (Equation de  Jacobi). 

—  Jacobi  a  montré  que  si  l'on  connaît  une  intégrale  première  de 
l'équation 

(11)  ^-n^'V)- 

l'intégration  s'achève  par  des  quadratures.  Soit,  en  effet,  connue  l'in- 
tégrale première  (contenant  une  constante  C) 

(12)  -^  =  cp(x,t/,C); 

je  dis  que  -^  sera  le  facteur  intégrant  (n°  133)  de  l'équation 

dy  —  (^dx  =  0, 
de  sorte  que  l'intégrale  générale  sera 


J 


dC 


■[dy  —  odx)  =  Ci. 


Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquons  que  toute  inté- 
grale de  réquation  (11),  vérifiant  (12),  satisfait  aussi  aux  deux  équa- 
tions suivantes  : 

dx-'  ~  dx  +^  dx  '  ^^^'î/^-"5r  +  -^^^^'^'^'' 

obtenues  en  dérivant  (12)  puis  en  éliminant  les  dérivées  de  y.  Mais  la 
dernière  équation,  qui  a  lieu  entre  x,  y  e\.  C  seulement,  est  une 
identité,  car  elle  est  satisfaite  par  des  valeurs  arbitraires  de  x,  y  et  y' 


J 
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(donc  de  C  qui  est  arbitraire  avec  y').  On  peut  donc  la  dériver  partiel- 
lement par  rapport  à  C  ;  on  en  déduit  une  nouvelle  identité 

dx  dC  ^  dydC^^  dy  dC      ^-    ^"' ^-    dx  \ dcJ  ~  ôy\      ^  JcJ- 

C'est  précisément  la  condition  qui  exprime  que  -^[dy  —  'fdx)  est 
une  différentielle  exacte. 

Exemple.  Soit  à  intégrer  l'équation 

-g^yd  +  tg'^) 

connaissant  l'intégrale  première 

dv  _ 

-^  =  1/  tg  a;  +  C  cos  x. 

On  aura  -r^-  =  cos  x  ;  l'intégrale  générale  sera  donc 

Q 

cos  x\dy  —  {y  igx-{-  Ccosx)dx]  =  y  cos  a; — — (a; -j- sina;cos  a;)  =C,. 
Remarqae.  L'équation  plus  générale 

s'intègre  aussi  par  des  quadratures  quand  on  en  connaît  une  intégrale 
première.  En  effet,  on  peut,  par  une  quadrature,  faire  disparaître  le 
terme  du  premier  ordre  ;  il  faut  faire  le  changement  d'inconnue,  déjà 
indiqué  (n°  146,  II), 

y  =  ze    ^J 
L'équation  entre  z  ei  x  sera  une  équation  de  Jacobi  et  l'on  en  con- 
naîtra une  intégrale  première. 

§  7.  Quelques  applications  géométriques. 

200.  Problème.  Trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  cour- 
bure R  soit  une  fonction  donnée  de  l'abscisse. 
Soit  X  l'inverse  de  cette  fonction,  l'équation  de  la  courbe  sera 

(1)  l-x. 
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Mais  1  :  R  est  une  dérivée  exacte  par  rapport  ii  x,  car  on  a 

y" 


Il  vient  donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  (1), 

-  -  (\dx 

L'équation  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 

J*X(te 


(3)  y  =1 


da; 


Vl— (jXda;f 


Le  radical  comporte  un  double  signe  qui  correspond  aux  deux  sens 
dans  lequel  la  courbe  peut  tourner  sa  concavité. 

201.  Cas  particulier  (Courbe  élastique).  —  Trouver  la  courbe  dont 

le  rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse  de  l'abscisse. 

a^ 
Soit  -^  la  raison  constante,  en  sorte  que 

(4)  R      "'  '       ^' 


2j;  R         a^ 

Il  faut  faire  X  -=  2a;  :  a^  dans  l'équation  (3).  Il  viendra,  en  faisant 
apparaître  les  constantes  d'intégration  C  et  Ci, 

X'  4-G 


\dx=-- 


(5)  y 


{x^  +  C)  dx 


C'est  l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Cette  intégrale,  qui  ne  peut 
s'exprimer  sous  forme  finie,  dépend  des  fonctions  elliptiques.  La  courbe 
porte  le  nom  de  courbe  élastique,  parce  que  c'est  la  figure  d'équilibre 
d'une  lame  élastique,  quand,  une  des  extrémités  étant  fixée,  l'autre 
supporte  un  poids. 

202.  Problème.  —  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  proportionnel  à  la  normale. 
Soit  a  le  rapport  de  proportionnalité  (a  >  0).  On  aura  [t.  I,  n»  255) 

A  ...  _  _Ml_  =  ±  a 
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On  prend  le  signe  supérieur  si  R  et  N  sont  du  même  côté  de  la 
courbe,  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

C'est  une  équation  où  manque  x  (n*  195).  Posons  y'  =  p,  elle 
devient 

dp  ,    ,     ,,  ,,  ,  2w  d»  2fldy 

yP  -^=  T  "(1  +  ?')•        A  ou         -J^,  =--  =F  —^ 

8t,  en  intégrant, 

1  4-  ji>2  =  C2/+««  p  =  VCî/+2«  _  I 

La  valeur  de  x  s'obtient  alors  par  une  quadrature 

dy 


='  =  lf=/ 


Vcy+2a_i 

Mais  celte  quadrature  ne  s'effectue  sous  forme  finie  que  dans  des 
cas  particuliers,  par  exemple  si  a  =  1.  Examinons  ce  cas. 

1°  Si  R  et  N  sont  du  même  côté  de  la  courbe,  on  prend  le  signe 
supérieur  :  la  courbe  cherchée  est  un  cercle 

d'où  {x  —  Ci)2  i-y^  =  G. 

2°  Si  R  et  N  sont  de  part  et  d'autre  de  la  courbe,  celle-ci  est  une 
chaînette.  En  effet,  prenant  le  signe  inférieur  et  remplaçant  C  par 
1  :  a2  ;  il  vient 

/     ar  —  Cj  ^  ~  Cj  \ 

y  =  ±\e~^  J^e        ^/ 

203.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de 
courbure  R  soit  proportionnel  au  rayon  vecteur  r. 

Utilisons  les  coordonnées  polaires  r  et  6.  L'équation  de  la  courbe 
R  —  nr  s'écrira,  d'après  la  valeur  connue  de  R  {t.  I,  n»  260),  les  déri- 
vées étant  relatives  à  6, 

3 

(6)  ^  (r*  4-  r"^)'ï  =  nr  (r^  +  2r'2_rr"). 

Il  faut  prendre  le  signe  -f  ou  le  signe  —  selon  que  la  courbe  tourne 
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sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  le  p  Jle,  ou  bien  selon  que  R  et  r  sont 
du  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  de  la  courbe  (i). 

L'équation  (6)  est  une  équation  homogène  par  rapport  à  r  et  ses  déri- 
vées. Par  la  substitution  r  =  e'  ,  elle  devient 

:^  (l-^z'')J=n{\-\-z'^^z"),     d'où     -i-_  =  1  ± -i-Vr+T"^ 

1  ~|~  X  "  ti 

On  peut  d'abord,  en  prenant  le  signe  inférieur,  satisfaire  à  cette  équa- 
tion par  une  valeur  constante  de  z'  (pourvu  toutefois  que  n  soit  ^  1). 
Il  faut  annuler  le  second  membre,  ce  qui  donne 

z'  =  \n^  —  1 ,         d'où         z  =  6  \n-  —  1  ■  j-  const. 

La  courbe  correspondante  est  une  spirale  logarithmique  r  =  Ce^  '  "*~"* 
et  c'est  une  solution  particulière  du  problème,  car  la  forme  de  l'équa- 
tion (6)  exclut  la  possibilité  d'une  solution  singulière. 

Cherchons  maintenant  les  courbes  dans  lesquelles  z'  varie.  Prenons 
comme  nouvelle  variable  indépendante  l'angle  a  déterminé  par  les  for- 
mules 


Z'  =  tga,  ±Vl+^-'^=-i 


cosa 


de  sorte  que  l'intervalle  où  varie  a  dépend  du  signe  ambigu  et  récipro- 
quement. L'équation  prend  la  forme 

da  l  „^       w  cos  a  dct 

«X  1  ^ ,  d'où  rf6  =  -— . 

«9  n  cos  a  l+WCOSa 

11  vient  alors 

C.         ,.        fw  sin  a  rfa  ^        ,, 

z  =--     tg  a  d6  =     -r— =  —  Log  (l  +  n  cos  a)  +  const. 

J  J  l-{-n  cos  a  o  \     I  /    1 


On  obtient  ainsi  une  représentation  paramétrique  de  la  courbe  cherchée 

'         fi  =  I  T-^ =  a  —  I  ^-^ 

ces  a 


,_.  ,  C  ,         r  W  cos  a  rfa  r         d  7 

7      r  =  e*  =  - — ; »       6  =    — =  «  — 

1  +  w  cos  a  J  1  +  ^  cos  a  J  1  -{-n 


Il  est  facile  d'effectuer  l'intégration. 

Contentons-nous  d'achever  la  solution  pour  w  =  1,  c'est-à-dire  quand 
le  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  vecteur. 


(*)  En  effet,  on  doit  prendre  le  signe  -|-  ou  —  selon  que  r*  +  2r'*  —  rr"  est 
>  ou  <  0;  donc,  en  vertu  de  la  formule  (80)  du  n"  260  du  t.  I,  selon  que  la 
dérivée  a'  de  l'inclinaison  a  de  R  sur  l'axe  polaire  est  >  ou  <  0  ;  ou  encore 
selon  que  a  et  6  varient  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire,  donc  selon  que 
R  et  r  tournent  dans  le  même  sens  ou  non  quand  on  décrit  la  courbe,  ce  qui 
revient  à  la  règle  énoncée. 

18 
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La  solution  correspondant  à  la  spirale  logarithmique  est  un  cercle 
R  =  C.  Etudions  la  solution  fournie  par  les  formules  (7). 

3Ienons  l'axe  polaire  de  façon  que  6  s'annule  avec  a  et  soit  r^  la  valeur 
de  r  pour  0  =  a  =  0.  Les  équations  (7)  se  réduisent  à  la  forme  simple 

(8)  '•=-^V'  ô^a-tg-^. 

cos-^  ^ 

Ce  sont  les  équations  de  la  courbe  cherchée. 

On  voit  de  suite  qu'on  retrouve  le  même  point  du  plan  quand  a  aug- 
mente de  2-.  On  obtient  donc  toute  la  courbe  en  faisant  varier  a  de 
—  -  dL-\-  T..  D'ailleurs  la  courbe  décrite  dans  l'intervalle  (0,  —  r.)  est 
symétrique  (par  rapport  à  l'axe  polaire)  de  celle  décrite  dans  l'intervalle 
(0,  t:). 

Faisons  donc  varier  a  de  0  à  -.  On  voit  que  la  courbe  est  une  spirale, 
formée  d'un  nombre  infini  de  spires  qui  se  développent  indéfiniment. 
Cette  courbe  satisfait  à  l'équation  (6)  pour  n  =  \.  Mais  il  faut  prendre 

le  signe  supérieur  dans  l'intervalle  (Oy~\  où  cos  a  est  positif  et  où  la 
courb)  tourne  dans  sa  convexité  vers  le  pôle,  le  signe  inférieur  dans 
l'inteivalle  (-^>  ~  )  où  cos  a  est  négatif  et  où  la  courbe  tourne  sa  con- 
cavité vers  le  pôle.  Il  n'y  a  que  la  première  spire  qui  ne  tourne  pas 
autour  du  pôle. 

204.  Equation  intrinsèque  d'une  courbe  plane.  —  On  appelle  équation 
intrinsèque  d'une  courbe  plane,  la  relation  qui  lie  son  rayon  de  cour- 
bure à  son  arc.  Nous  allons  voir  bientôt  la  raison  de  cette  dénomina- 
tion. 

Supposons  les  coordonnées  rectangulaires  et  soit 

(9)  4"  =  ^^'^ 

la  relation  donnée.  C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre. 
Soit  «p  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  a-  ;  on  a  les  formules 
connues 

,,-.  dx  dy         .  d(f>        i 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  on  doit  considérer  R  comme 
susceptible  des  deux  signes.  En  effet,  du  étant  supposé  positif,  d^  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  la  tangente  tourne  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Donc,  si  l'on  passe  par  un  point  d'inflexion,  R  change  de  signe. 
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On  tire  de  la  dernière  équation  (10) 

/**  ds  C^ 

'f  =  ?o  +  1  -j^-  =  'fo  +  )  /"(«)  rfs  =  cpo  +  F(s), 

en  désignant  par  <po  'a  valeur  de  'f  au  point  pris  comme  origine  des 
arcs. 
Il  vient  ensuite,  en  intégrant  les  équations  précédentes, 

x==Xo^-\  cos (cpo  +  F)ds,  y  =  y^-\.\  sin  (cpo  +  F) ds. 

Jo  Jo 

C'est  une  représentation  paramétrique  de  la  courbe  cherchée. 

Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  à  l'origine  des  arcs, 
Xo  et  yo  seront  huis  ;  si  ensuite  on  prend  la  tangente  à  l'origine  pour 
axe  des  x,  cpo  sera  nul  ;  les  équations  précédentes  se  réduisent  alors  à 

(11)  X  =  fcos  (F)  ds,  y  =  Tsin  (F)  ds 

et,  comme  elles  ne  contiennent  plus  de  constantes  arbitraires,  elles 
représentent  une  courbe  complètement  déterminée.  Donc  l'équation  (9) 
ne  représente  que  les  courbes  complètement  déterminées  de  forme 
qu'on  obtient  en  déplaçant  celle-ci  d'une  manière  arbitraire  dans  son 
plan.  C'est  pour  cela  que  l'équation  (9)  porte  le  nom  û'éqiiation  iiitrin- 
sèque.  On  peut  en  déduire  toutes  les  propriétés  de  la  courbe  considé- 
rée en  elle-même,  abstraction  faite  de  sa  position  par  rapport  à  toute 
autre  ligne. 

Remarquons  encore  que,  dans  l'intégration  d'une  équation  intrin- 
sèque, il  sera  inutile  d'introduire  des  constantes  arbitraires.  On 
pourra  toujours  les  réintroduire  après  coup  par  un  déplacement  arbi- 
traire des  axes  coordonnés. 

Voici  quelques  exemples  : 

I  Soit  à  intégrer  l'équation  R  =  a.  On  aura 


fds      s  C       s,  .s  C  ■  s  , 

o=    -^-  =  ->     a;=    cos-as  =  a  sin -.     u=\sm-ds  = 
jRa  J        0,  a       ^     J      a 


a      s 

-COS-. 

^      a 


Eliminant  s,  on  voit  que  la  courbe  est  un  cercle  :  x^  -\-  y"^  =  a^, 

52   _L    ^2 

II.  Soit  à  intégrer  R  =  — On  aura 


=1- 


ads  ,     s 

"T~i — r  =  src  tg  — 
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x  =  )cos(arctg-)ds  =  l— ===  =  aLog-^!li^; 

w  =    sin  f  arc  tg  — "^  ds  =      ,  =  V^*  +  «" 

La  courbe  est  une  chaînette  y  —  -0-  (^^  +  ^  ")' 

III  Soit  encore  à  intégrer  R2  +  «2  ^  16  a"  .  On  aura,  en  prenant  «p 
comme  variable  indépendante, 

C       ds  .s  .     . 

9  =      ,  =  arc  sm  -j— .  s  =  Aa  sm  9. 

^      JVl6a*  — s=  4a  ^ 

a;  =  j  cos  9  ds  «  4a  I  cos^  <p  ^9  =  a  (2  9  +  sin  2  9) 

î/  =    sin9  ds  ="  2a|sin29do  =  —  acos2o. 

Si  l'on  change  29  en  tî  +  u,  ces  deux  dernières  équations  s'écrivent 
X  —  aTT  —  a  (m  —  sin  w),  y  —  a  =  —  a{\  —  cos  u)  ; 

elles  représentent  donc  une  cycloïde. 

Remarque.  —  Le  problème  de  trouver  une  courbe  définie  par  la 
relation  R  --=  ¥{(f)  entre  le  rayon  de  courbure  et  l'inclinaison  de  la 
tangente,  se  ramène  au  précédent  par  la  relation  ds  =  ^d'f.  On  aura 
donc 

j;  =   F(9)  cos  9  o?9  î/ =   F(cp)  sin(pd9. 

§  8,  Systèmes  d'équations  différentielles. 

205.  Systèmes  canoniques.  —  Nous  disons  qu'un  système  d'équa- 
tions différentielles  entre  plusieurs  fonctions  inconnues  x,  y,....  de  t 
est  canonique,  si  le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  fonctions 
inconnues  et  si  le  système  est  résolu  par  rapport  aux  plus  hautes 
dérivées  de  chaque  inconnue.  En  pratique,  on  ne  rencontre  guère  que 
des  systèmes  canoniques  ou  facilement  réductibles  à  cette  forme. 

Un  système  canonique  d'équations  du  premier  ordre,  résolu,  par 
conséquent,  par  rapport  aux  dérivées  premières  des  fonctions  incon- 
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nues,  est  un  système  normal.  Nous  avons  démontré  précédemment 
l'existence  des  intégrales  d'un  système  normal  et  nous  avons  montré 
que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  comprises  dans  son  intégrale 
générale  est  celui  des  fonctions  inconnues  ou  des  équations  du  sys- 
tème. 

206.  Théorème  I.  —  Tout  système  canonique  d'équations  d'ordre 
supérieur  se  ramène  à  un  système  normal,  ne  contenant  que  des  dérivées 
premières,  en  considérant  comme  des  inconnues  auxiliaires  toutes  \es 
dérivées,  sauf  celles  de  V ordre  le  plus  élevé  pour  chaque  inconnue,  et  en 
ajoutant  ausystème  les  équations  qui  définissept  ces  inconnues  auxiliaires. 

Ainsi,  par  exemple,  le  système  canonique 

x^'  =  t\{t,  X,  X',  y,  y',  y"),         y'"  =  f,{t,  x,  x\  y,  y',  y") 
revient  au  système  normal  de  cinq  équations  du  premier  ordre 

-^=^-'.        -^  =  fXt,x,x',y,y',y"), 

entre  t  et  les  cinq  fonctions  inconnues  x,  x',  y,  y',  y". 

Il  en  résulte  que  pour  obtenir  le  nombre  d'inconnues  (ou  d'équa- 
tions) du  système  normal  auquel  se  ramène  un  système  canonique,  il 
faut  ajouter  les  ordres  des  plus  hautes  dérivées  de  chaque  inconnue. 

Ce  nombre  sera  aussi  celui  des  constantes  arbitraires  des  intégrales 
générales  ;  on  peut  donc  le  considérer  comme  caractérisant  Vordre 
du  système  canonique. 

207.  Théorème  U.  —  L'intégration  d'un  système  normal  de  n  équa* 
tions  à  n  inconnues  se  ramène  à  l'intégration  d'une  seule  équation 
d^ordre  n  entre  deux  variables,  ou  bien  à  l'intégration  successive  de 
plusieurs  équations  entre  deux  variables,  la  somme  des  ordres  de  ces 
équations  étant  n. 

Le  théorème  est  vrai  pour  une  seule  équation,  il  suffît  donc  de 
montrer  qu'il  est  vrai  pour  un  système  normal  de  n  équations,  s'il 
est  vrai  pour  un  système  normal  d'ordre  moins  élevé. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  seulement  le  système  suivant  de 
trois  équations  à  trois  inconnues,  le  raisonnement  étant  général  : 

(I)    x'  =  f,{t,x,y,z),    y'  =-h[t,x,y,z),    z'  =  f^  {t,  x,y,z). 
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Si  fi  ne  contient  que  les  deux  variables  f  et  j;.  la  première  équation 
est  du  premier  ordre  à  deux  variables  et  détermine  x.  Portant  la 
valeur  de  x  dans  les  deux  équations  suivantes,  on  est  ramené  à 
intégrer  un  système  normal  de  deux  équations  seulement.  Dans  ce 
premier  cas,  la  proportion  est  établie. 

Supposons  donc  que  /",  contienne  une  autre  inconnue  que  x,  par 
exemple  y.  Résolvons  /;  =  0  par  rapport  k  y  ;\\  vient 

(1)  y  =  (fit,  X,  x\  z). 

Portons  cette  valeur  dans  les  autres  équations  du  système  (I).  En 
la  substituant  dans  y'  =  f.,  la  dérivée  x"  s'introduit,  mais  nous  résol- 
vons l'équation  par  rapport  à  x".  Nous  formons  ainsi  le  système  à 
deux  inconnues  x  et  z 

(II)  x"  =  <p2(f,  X,  x',  z) ,         z'  =  <p3(f ,  X,  x',  z) . 

Si  z  disparaît  de  f^i  l'équation  a;"  =  (pg  est  du  deuxième  ordre  à 
deux  variables  et  détermine  x.  Portant  la  valeur  de  x  dans  la  der- 
nière équation,  on  est  ramené  à  intégrer  celle-ci  qui  est  du  premier 
ordre.  Ensuite  y  est  donné  sans  intégration  par  l'équation  (1).  Dans 
ce  deuxième  cas,  la  proposition  est  encore  établie. 

Supposons  enfin,  ce  qui  est  la  règle  générale,  que  <p2  contienne  z. 
Tirons  z  de  x"  =  cp„  ;  il  vient 

(2)  2  =  '^it,  X,  x',  x"). 

Portons  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  du  système  (II)  ; 
nous  introduisons  x'"  et  en  résolvant  par  rapport  à  x'",  nous  trouvons 

(III)  x'"  =  '^,{t,x,x',x"). 

L'équation  (III)  est  du  3^  ordre  à  deux  variables.  L'intégration  du 
système  (I)  revient  à  celle  de  cette  unique  équation  (III),  car,  x  étant 
connu,  on  obtient  sans  intégration  z  puis  y  par  les  relations  (2)  et(l). 

Dans  ce  troisième  et  dernier  cas,  le  théorème  est  encore  établi. 

208.  Remarque.  —  Tout  système  canonique  d'équations  d'ordre 
quelconque  se  ramenant  à  un  système  normal  par  l'adjonction  d'in- 
connues auxiliaires,  son  intégration  se  ramène  aussi  à  celle  d'une  ou 
de  plusieurs  équations  à  deux  variables. 

Quand  la  réduction  à  une  seule  équation  est  possible,  celle-ci  peut 
généralement  s'obtenir  sans  passer  par  l'intermédiaire  du  système 
normal.  11  suffit  de  dériver  les  équations  du  système  un  certain  nom- 
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bre  de  fois,  de  manière  à  former  le  nombre  d'équations  nécessaire 
pour  pouvoir  éliminer  toutes  les  dérivées  sauf  celles  de  l'une  des 
fonctions  inconnues. 
Soit,  par  exemple,  le  système  canonique  entre  x,  y  ei  t 

x'"  =^y  +  y',        y"  =x'  i-x". 

On  forme  l'équation  à  laquelle  satisfait  x,  en  dérivant  deux  fois  la 
première  équation  et  en  remplaçant  deux  fois  y"  par  sa  valeur  x'  +  x". 
Il  vient  successivement 

x^y  =  y'  +  x'  +  x",        x^  =x'  +  2x"  +  a;'". 

L'intégration  du  système  proposé  dépend  de  cette  dernière  équation 
qui  est  linéaire  et  du  3«  ordre.  On  détermine  x  par  l'intégration  de 
celle-ci  ;  après  quoi,  y,  y'  et  y"  se  tirent  sans  intégration  des  équa- 
tions précédentes. 

209.  Réduction  des  systèmes  quelconques  à  des  systèmes  canoniques. 

—  Les  théorèmes  généraux  qui  précèdent  ne  s'appliquent  qu'aux  sys- 
tèmes canoniques.  Quand  un  système  n'est  pas  canonique,  il  faudra 
commencer  par  le  réduire,  si  l'on  peut,  à  la  torrae  canonique.  Mais  cette 
réduction  n'est  pas  toujours  possible,  parce  que  le  système  peut  être 
indéterminé  ou  impossible. 

Nous  ne  considérons  ici  que  les  systèmes  où  le  nombre  des  équations 
ne  surpasse  pas  celui  des  inconnues  et  nous  pouvons  nous  borner  à  ceux 
qui  ne  renferment  que  des  dérivées  premières,  car,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
fait  au  no  20G,  on  peut  toujours  se  débarasser  des  dérivées  supérieures 
par  l'adjonction  d'inconnues  auxiliaires. 

Ceci  posé,  la  discussion  d'un  système  se  fait  en  le  ramenant  à  un 
sysième  résolu  et  nous  donnons,  en  abrégé,  ce  nom  à  un  système  résolu 
par  rapport  à  autant  de  dérivées  quil  y  a  d'équations. 

Si  le  nombre  d'équations  est  égal  à  celui  des  inconnues,  le  système 
résolu  est  un  système  normal,  ce  qui  nous  ramène  au  cas  précédent. 
Mais  il  peut  arriver  que  le  système  résolu  renferme  plus  d'inconnues 
que  d'équations.  Dans  ce  cas  le  système  est  indéterminé,  car  nous  allons 
montrer  que  certaines  inconnues  demeurent  arbitraires. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  résolu  de  deux  équations 
à  quatres  inconnues  x,  y,  z.u.  ,  ^^^  ,  ^^  ^  /  j 

x'  -TÉ^V>V4(V"Sr*4,        y'  =  ^i(V^»H/7-V*4- 

Il  est  résolu  par  rapport  aux  dérivées  de  x  et  de  y,  mais  il  contient 
deux  inconnues  supplémentaires  z  et  u.  Ces  inconnues  supplémentaires 
demeurent  complètement  arbitraires.  Mais,  une  fois  ces  fonctions 
choisies,  la  détermination  des  autres  inconnues  dépend  de  l'intégration 
d'un  système  normal. 
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La  question  de  réduire  un  système  quelconque  à  un  système  résolu 
trouve  sa  réponse  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Tout  système  de  m  équations  du  premier  ordre  à  n 
inconnues  [71  ^.  m)  se  ramène  à  un  système  résolu,  ou  bien  on  en  tire 
les  valeurs  des  inconnues  sans  intégration^  ou  bien  on  constate  que  le 
systérne  est  impossible. 

Soient  a;,  y,  xr,...  les  n  fonctions  inconnues  de  t.  Considérons  le  système 

(I)  m,  X,  x',  y,  y',  z,...)  -  0,        f,  =  0,  ...  fm  =  0. 

On  peut  ^généralement  résoudre  le  système  par  rapport  à  m  dérivées, 
en  procédant  de  proche  en  proche  comme  il  suit.  On  résout  une  équation, 
par  exemple  la  première,  par  rapport  à  une  dérivée,  par  exemple  x^  et 
l'on  porte  la  valeur  de  a^'dans  les  autres  équations.  On  remplace  ainsi 
le  système  (I)  par  le  système  équivalent 

(II)  x'  ^f,{i,x,y,y',z,z',...),    cp^  =  0,  ...  tf^  =  0, 

où  les  (f  ne  contiennent  plus  x'. 

On  résout  ensuite  une  autre  équation  (II),  par  exemple  la  seconde, 
par  rapport  à  une  dérivée,  par  exemple  y',  et  l'on  porte  la  valeur  de  y' 
dans  les  autres  équations.  On  forme  ainsi  le  système 

(III)  x'  =  '^,{t,X,y,Z,z',...),  î/'  =  ,|;g,   ...  4/,„  =  0. 

Après  m  opérations  semblables,  supposées  possibles,  le  système  sera 
résolu. 

On  ne  sera  arrêté  dans  cette  marche  que  si  l'on  parvient  à  un  système 
dont  une  ou  plusieurs  équations  ne  contiennent  plus  de  dérivées.  Toute- 
fois une  équation  qui  se  réduirait  à  une  identité,  ne  troublerait  pas  la 
résolution  succesive  :  elle  disparaîtrait  tout  simplement  et  le  nombre  des 
équations  du  système  serait  réduit. 

Supposons  donc  que  l'on  parvienne  à  une  équation  non  identique  et 
ne  contenant  plus  de  dérivées.  Deux  cas  sont  possibles  : 

1°  Si  cette  équation  ne  contient  plus  de  variables  ou  ne  contient  plus 
que  t,  elle  exprime  une  impossibilité,  puisque  t  est  une  variable  indépen- 
dante. Donc  le  système  est  impossible. 

2°  Si  cette  équation  contient  une  inconnue,  on  en  tire  la  valeur  de 
cette  inconnue,  qu'on  substitue  dans  les  autres  équations.  On  est  ramené 
à  considérer  un  système  contenant  une  équation  et  une  inconnue  de 
moins.  Alors  on  reprend  sur  celui-ci  les  mêmes  calculs. 

Comme  ce  genre  de  réduction  ne  peut  se  reproduire  indéfiniment,  on 
parviendra  finalement  soit  à  prouver  l'impossibilité  du  système,  soit  à  le 
ramener  à  un  système  résolu  (qui  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  une  seule 
équation),  soit  à  éliminer  successivement  toutes  les  dérivées,  auquel  cas 
le  système  se  résout  sans  intégration. 
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^  9.  Systèmes  linéaires. 

2 10.  Diverses  espèces  de  systèmes  linéaires.  Leur  intégration  par  réduc- 
tion à  des  équations  à  deux  variables.  —  On  ajjpelle  aystcmes  lUiéaires 
ceux  qui  sont  linéaires  par  rapport  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs 
dérivées  ;  systèmes  linéaires  et  homogènes  (ou  sans  seconds  membres) 
ceux  qui  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  ces  mêmes  quan- 
tités ;  systèmes  à  coefjicienls  constants,  ceux  où  les  coefficients  des 
inconnues  et  de  leurs  dérivées  sont  des  constantes. 

Tout  système  canonique  d'équations  ditîérentielles  simultanées  se 
ramène  à  un  système  normal  par  l'adjonction  d'inconnues  auxiliaires. 
On  constate  immédiatement  que  cette  réduction  laisse  subsister  : 
1°  le  caractère  linéaire,  2°  le  caractère  homogène,  S**  celui  de  con- 
stance des  coefficients,  quand  ces  caractères  existent  dans  le  système 
proposé. 

D'autre  part,  l'intégration  d'un  système  normal  se  ramène  à  l'inté- 
gration d'une  ou  de  plusieurs  équations  à  deux  variables.  Cette 
réduction  laisse  aussi  subsister  le  caractère  linéaire  et  celui  de 
constance  des  coefficients  quand  ces  caractères  existent. 

Donc  l'intégration  des  systèmes  linéaires  se  ramène,  par  les  prin- 
cipes généraux,  à  l'intégration  d'une  seule  équation  linéaire,  donc  aux 
méthodes  des  paragraphes  1  et  2. 

De  même,  l'intégration  des  systèmes  à  coefficients  constants  se 
ramène  à  l'intégi'ation  d'une  seule  équation  linéaire  à  coefficients 
constants,  donc  aux  méthodes  du  §  4. 

Toutefois,  pour  les  systèmes  à  coefficients  constants  et  sans  seconds 
membres,  cette  méthode  ne  sera  généralement  pas  la  plus  expéditive 
en  pratique.  La  méthode  directe  indiquée  au  n°  suivant  sera  préférable. 
Elle  a  d'ailleurs  l'avantage  de  s'appliquer  aussi  facilement  aux  systèmes 
de  forme  quelconque  qu'aux  systèmes  canoniques.  Ensuite,  pour  les 
systèmes  avec  seconds  membres,  il  y  a  heu  d'étudier  le  procédé  de 
réduction  de  plus  près,  ce  qui  sera  fait  au  n»  212. 

211.  Intégration  des  systèmes  linéaires  à  coefficients  constants  et  sans 
seconds  membres.  —  Considérons,  pour  lixer  les  idées,  un  système 
(canonique  ou  non)  de  trois  équations  entre  trois  fonctions  inconnues 
de  t,  de  la  forme 

/   Lx  -\-My  -\-m  =  0, 
(1)  !    Lix -f  Miî/ +  Ni2  =  0, 
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L,  M.  N  désignant  des  facteurs  symboliques  tels  que 
aD'"  +  a,D'"-*  + ... +  am. 
Nous  appellerons  déterminant  du  système  le  déterminant 

L    M     N 
L,   Ml    N, 

La    Ma    Ng 

et  nous  désignerons  ses  mineurs  par 

I  m    n 

II  rrii   Tij 

Ce  déterminant  A  joue  un  rôle  essentiel  dans  l'intégration  du  sys- 
tème (1).  Nous  supposerons,  dans  le  n^  actuel,  qu'il  n'est  pas  identi- 
quement nul. 

Théorème.  —  Les  trois  inconnues  x,  y,  z  vérifient  la  même  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  et  sans  second  membre  Au  =  0. 

En  effet,  multiplions  respectivement  les  équations  (1)  par  /,  /j,  l^  et 
ajoutons  ;  il  vient,  par  les  propriétés  des  mineurs  Ait  =  0.  De  même, 
Ay  =  A^  =^  0. 

Ce  théorème  conduit  à  la  méthode  la  plus  commode  pour  intégrer 
le  système.  C'est  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

En  eflet,  résolvons  V équation  caractéristique  A  =  0  ;  soient  r,  s,... 
ses  racines,  X  fx,,..  leurs  ordres  de  multiplicité.  On  aura  nécessaire- 
ment 

(   x^Pae'-t  +  Qie^'-f..., 

les  polynômes  P  étant  de  degré  X  —  1,  Q  de  degré  [^  —  1,... 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  l'on 
identifiera  les  résultats  à  zéro.  Il  en  résultera  un  certain  nombre  de 
relations  linéaires  entre  les  coefficients  des  polynômes  P,  entre  ceux 
des  polynômes  Q,...  séparément,  car  il  ne  se  fait  pas  de  réductions 
entre  les  termes  contenant  des  exponentielles  différentes.  La  solution 
contiendra  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  restera  de  coefficients 
indéterminés.  Nous  démontrerons,  dans  le  n»  suivant,  que  ce  nombre 
est  égal  au  degré  de  A  que  l'on  appelle  Vordre  du  système. 
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Cette  analyse  tombe  en  défaut  si  A  se  réduit  à  une  constante  autre 
que  0  ;  dans  ce  cas,  le  système  se  résout  sans  intégration  :  les  équa- 
tions Ix  -=  A?/  =  Ax  =  0,  se  réduisent  simplement  i[  x  =  y  =  z  =  0. 
Ces  valeurs  satisfont  au  système  (1)  et  il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Cas  d'un  système  normal.  —  C'est  cette  méthode  que  l'on  applique, 
en  pratique,  pour  l'intégration  d'un  système  normal.  Celui-ci  est  de  la 
forme 

/   (D  +  a)^4-  by    -h  cz   =  0, 

I  a,x  +  [D -\- b,)y  +  c,z  =  0, 

{  a^x  -\-  b^y  +  (D  +  Cgjz  =  0. 

Son  intégration  dépend  donc  de  la  résolution  de  Véquation  caracté- 
ristique^ qui  est  ici  du  3®  degré, 

D+a  b  c      =0 

«1    D  +  ^i  Cl 

a^  ^2    D  -f-  C2 

et  l'intégrale  générale  renfermera  trois  constantes,  conformément 
aux  théorèmes  généraux. 

Si  A  =  0,  la  méthode  ne  s'applique  plus,  Il  faut  recourir  au  procédé 
général  développé  dans  le  n"  suivant. 

Exemple  :  Soit  à  intégrer  le  système  normal 

(l)  +  l)x-y  =  0,        a?  +  (D  -  1)2/  =  0 

On  a  ici  Aw  =  D^ic  =  0.  On  doit  donc  substituer  les  valeurs 

x==C  +  C't,  y  =  C,-\-C\t, 

ce  qui  conduit  aux  relations  Cj  =  C  +  C  et  C'i  =  C.  Les  intégrales 
sont,  avec  deux  constantes  arbitraires  C  et  C, 

x  =  c-\-  07,       y  =  c  +  c'(i  +  0 

212.  Systèmes  à  coefficients  constants  complets  ou  avec  seconds 
membres.  —  Reprenons  le  système  (1)  du  n°  précédent,  mais  en  met- 
tant trois  fonctions  T,  Tj  et  T2  de  t  dans  les  seconds  membres.  Nous 
obtenons  le  système  complet 

Lx  +Mî/  +N2   =T, 
(2)  {    L,x  +  M,y  +  ^,z  =  T,, 

hiX  +  m^y  +  Nî^-  =  T2. 
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La  méthode  générale  d'intégration  du  système  (2),  applicable  d'ail- 
leurs au  système  (1),  est  la  méthode  de  réduction  à  l'intégration  d'une 
ou  de  plusieurs  équations  successives  à  deux  variables  (n°  207).  Mais 
cette  méthode  présente,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  des  caractères 
particuliers  qui  méritent  de  fixer  l'attention. 

Elle  consiste  à  appliquer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  ramener  le  système  (2)  à  un  autre  équivalent 
et  de  même  déterminant  A,  mais  dans  lequel  deux  des  coefficients  de  x 
sont  nuls. 

En  effet,  supposons  que  L  et  Lj  diffèrent  de  0  et  que  L  soit  de 
degré  au  moins  égal  à  celui  de  Lj.  En  divisant  L  par  Li,  on  a 

L  =  XL,  +  R 
et,  si  R  =  L  —  aLi  n'est  pas  nul,  il  sera  de  degré  moindre  que  L  et  Lj. 
Ceci  posé,  multiplions  la  deuxième  équation  (2)  par  X  et  soustrayons- 
la  de  la  première.  Nous  formons  un  système  équivalent  à  (2)  et  de 
même  déterminant  A 

/   (L  —  'kL,)x  -h  (M  —  XMi)î/  +  (N  —  XNi)2  =  T  — XT^, 
(3)  L,x  +  Miy   +  N,z  =  Ti, 

(  Ux  4-  Mjî/  +  NjZ  =T2, 

dans  lequel  la  somme  des  degrés  des  coefficients  de  x  est  abaissée. 
Si  deux  des  coefficients  de  x  ne  sont  pas  nuls  dans  le  système  (3),  on 
abaissera  de  nouveau  la  somme  des  degrés  des  coefficients  de  x  par 
une  transformation  analogue.  Cet  abaissement  ne  pouvant  se  répéter 
indéfiniment,  on  ramènera  finalement  le  système  ^2)  à  un  autre  équi- 
valent, de  même  déterminant  A,  et  dans  lequel  deux  des  coefficients 
de  X  seront  nuls.  Désignons  ce  système  par 

/  Sx  +  Bi/  +Cz  =T, 
<  B,2/  4-  CiZ.  =  Tg, 

(  B,y  ■{-C,z=T,, 

les  lettres  o,  B.  C  représentant  des  facteurs  symboliques  et  les 
seconds  membres  des  fonctions  connues  de  t. 

L'intégration  de  ce  nouveau  système  dépend  de  celle  du  système  à 
deux  inconnues  y  ei  z  formé  par  les  deux  dernières  équations.  Mais  il 
existe  évidemment,  pour  ce  système  de  deux  équations,  un  théorème 
analogue  à  celui  que  nous  venons  de  démontrer  pour  le  système  (2). 
On  peut  donc  le  ramener  à  un  système  équivalent  où  l'un  des  deux 
coefticients  de  y  sera  nul. 
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En  définitive,  après  un  nombre  limité  d'opérations  (correspondant 
chacune  à  une  division),  le  système  (2)  sera  ramené  à  un  autre 
équivalent,  de  même  déterminant  A,  mais  de  la  forme 

/  ox  +  By  -\-  Cz  =  T, 
(4)  8.^  +  C,z  =  T„  (A-=B5i82) 

Celui-ci  est  préparé  pour  l'intégration. 

Cas  ou  A  n'est  pas  nul.  —  Aucun  des  facteurs  symboliques  5,  81  Bj 
n'étant  nul,  l'intégration  du  système  (4)  ne  dépend  plus  que  de  l'intégra- 
tion d'équations  à  deux  variables  :  la  troisième  donne  z,  ensuite  la 
deuxième  donne  y  et  enfin  la  première  donne  x.  Le  nombre  des 
constantes  d'intégration  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  équations 
intégrées,  donc  à  la  somme  des  degrés  de  82,  81  et  8,  c'est-à-dire  au 
degré  de  A.  C'est  la  conclusion  fondamentale  déjà  énoncée  au  n°  pré- 
cédent. 

En  pratique,  il  arrive  le  plus  souvent  que  0  et  Oj  se  réduisent  à  de 
simples  constantes.  L'intégration  du  système  (4)  revient  alors  à  l'inté- 
gration de  la  dernière  équation  seule 

82^  =  T2,        ou        A2  =  881T2. 

Ensuite  x  et!/ sont  donnés,  sans  intégration,  par  les  deux  équations 
précédentes. 

Dans  l'intégration  du  système  (2)  ou  du  système  (4),  on  utilise 
souvent  avec  avantage  le  théorème  suivant,  qui  se  démontre  comme 
dans  le  cas  d'une  seule  équation  (n°  157)  : 

Les  intégrales  générales  du  système  complet  s'obtiennent  en  ajoutant 
respectivement  aux  intégrales  générales  X,  Y  ,Z  du  système  sans  seconds 
membres  des  solutions  particulières  i,  r,,  ^  du  système  complet. 

On  en  conclut,  en  particulier,  ce  second  théorème  : 

L'intégration  d'un  système  avec  seconds  membres  dont  le  déterminant 
A  est  de  degré  n  se  ramène  à  n  quadratures. 

En  effet,  considérons  le  système  (4).  Soient;?,  </,  r  les  degrés  de 
8,  81  et  82.  On  obtient  une  intégrale  particulière  z  (3"  équation)  par 
r  quadratures  faites  sans  introduire  de  constante  arbitraire  ;  on 
obtient  une  valeur  correspondante  y  (2«  équation)  par  q  quadratures 
sans  introduire  de  constante  ;  enfin  on  obtient  une  valeur  corres- 
pondante de  x  par  p  quadratures.  Cela  fait  en  tout  p  -\-q-\-r  =  n 
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quadratures.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faudra  ajouter  aux 
valeurs  précédentes  les  solutions  générales  de  l'équation  sans  seconds 
membres,  que  l'on  déterminera  par  la  méthode  du  n°  précédent. 

Si  l'on  connaît  d'avance  ou  si  l'on  trouve  facilement  une  solution 
particulière  du  système  complet,  on  sera  dispensé  de  faire  les  quadra- 
tures exigées  par  le  théorème  précédent. 

Cas  ou  A  est  nul.  —  Le  système  est  indéterminé  ou  incompatible. 
Ce  cas  a  peu  d'importance  pratique.  Contentons-nous  d'un  exemple. 
Pour  que  A  soit  nul,  il  faut  qu'un  au  moins  des  facteurs  8,  5i  ou  8„ 
soit  nul  ;  1°  Si  8j  est  nul,  sans  que  Xg  le  soit,  le  système  (4)  est  impos- 
sible. 2°  Si  82  et  Ta  sont  nuls  tous  deux  (8  et  81  ne  l'étant  pas),  la 
valeur  de  z  reste  arbitraire  et  le  système  (4)  est  indéterminé. 

213.  Théorèmes  généraux  sur  les  systèmes  linéaires  normaux.  —  Nous 
considérons  d'abord  un  système  de  n  équations  sans  seconds  membres 
entre  n  fonctions  inconnues  oc,  y,...  v  de  la  variable  t,  de  la  forme 

/   x' -{- ax -^  by -\- .:  =  0, 
(5)  y'  -\-a,x  +  à,y^.'.=^0, 

les  lettres  a,  b,...  «,,...  désignant  des  fonctions  données  de  t. 

Théorème  1.  —  -^'M^u  2/n'--)>  {oc^,  yi,...),...  sont  des  systèmes  de 
solutions  particulières  du  système,  les  expressions 

x^C,x,+C^x^  +  ...,         y  =  Ci^i  +  C2Î/2  +  .... 

où  Cj,  C,,  sont  des  constantes  arbitraires  seront  de  nouvelles  intégrales 
du  système. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  première  équation  par  exemple,  il 
vient 

G^[x[  -t-  ax^  +  iy,  -f  .••)  -f-  Gi{x[   \-  ax^  +  by^  +  ...)  -f  ...  =0. 

Définition.  —  On  dit  que  p  [p  ^  n)  solutions  (a;,,  yi,...  v^),... 
{x  ,y  ,...  V  )  A\x  système  (5)  sont  indépendantes,  si  l'un  au  moins  des 
déterminants  d'ordre  7)  formés  avecja  lignes  du  tableau 

2/1  Vi    '■'   yp 


Vl  Ug  Vp 

est  différent  de  0. 

Par  analogie,  une  seule  solution  (a;,,  î/i,...)  est  indépendante  si  l'une 
au  moins  des  fonctions  a^i,  ^i,...  n'est  pas  nulle. 
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Théorème  II.  —  Le  système  (5)  admet  n  solutions  indépendantes  et  si 
(a?],  y i,.. .),...  [ocn,  yn,--')  ^ont  n  solutions  indépendantes,  l'intégrale 
générale  sera,  avec  n  constantes  arbitraires  C, 

(6)      X=C,X,-\ [-CnCCn,  «/  =  Cj  t/,  -f  -  +  C»  î/„  ,. ... 

Prouvons  d'abord  l'existence  de  n  solutions  indépendantes. 

Si,  par  impossible,  on  ne  pouvait  trouver  que  p  <  n  solutions  indé- 
pendantes [x^,  yi,. ..),...  [cCj^,  Vp,-"),  toute  intégrale  x,  y,...  du  système 
devrait  annuler  les  déterminants  d'ordre  p  -|-  1,  tels  que 

ce    00 1      U^n      •  •  •      ^p 

V  Vi  2/2  •••  Vp 


Les  relations  ainsi  obtenues  ne  seraient  pas  toutes  identiquement 
satisfaites,  car,  parmi  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  x.  y,...,  il  y  a 
au  moins  un  déterminant  d'ordre  p  qui  n'est  pas  nul  par  hypothèse. 
Donc  les  intégrales  générales  x,  y,,.,  seraient  liées  par  une  relation  au 
moins  et  leurs  valeurs  initiales  ne  seraient  pas  arbitraires,  ce  qui  est 
inexact. 

Donc  il  existe  n  solutions  indépendantes,  avec  lesquelles  on  peut 
former  les  expressions  (6).  Ces  expressions  sont  des  intégrales  par  le 
théorème  I.  De  plus,  ce  sont  les  intégrales  générales,  car  les  équations 
(6)  forment  un  système  résoluble  par  rapport  aux  lettres  C  (le  détermi- 
nant du  système  n'étant  pas  nul).  On  peut  donc  disposer  des  constantes 
de  manière  à  attribuer  k  x,y,...  des  valeurs  initiales  arbitraires  (puisque 
les  valeurs  correspondantes  des  C  s'obtiennent  par  la  résolution  du  sys- 
tème). 

Théorème  III.  —  Les  intégrales  générales  d'un  système  avec  seconds 
membres  s'obtiennent  en  ajoutant  respectivement  aux  intégrales  géné- 
rales X,  Y,...  du  système  sans  seconds  membres  des  intégrales  particu- 
lières $,  T|,...  dic  système  complet. 

Même  démonstration  que  pour  une  équation  (n°  157). 

THÉORÈkfE  IV.  —  L'intégration  d'un  système  normal  de  n  équations 
avec  seconds  membres  se  ramène  à  celle  dv,  système  sans  seconds  membres 
et  à  n  quad7'atures . 

Considérons  le  système  complet 

-   a;'  +  aa?  +  iî/-f  ...  =  T, 
(7)  î/'+«,^  +  ^iî/+-=T., 


et  supposons  connues  les  intégrales  générales  du  système  (5)  : 

/   a;  =  Cia?!  -|-  C^x^  -f  ... 
W  y  =  C;î/i  +  C^!/2  +  ... 
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On  peut  aussi  considérer,  dans  ces  équations  (8),  x,  y comme  les 

intégrales  du  système  (7),  à  condition  de  regarder  C,,  Cj,...  comme  des 
fonctions  de  i  définies  par  ces  équations.  Mais  alors  C,,  Cj,...  doivent 
vérifier  un  autre  système  d'équations  qu'on  obtient  en  jiortant  les 
valeurs  (8)  dans  (7).  Substituons  ces  valeurs,  en  observant  :  1°  que  les  C 
ont  maintenant  des  dérivées  par  rapport  à  t  (que  nous  désignerons  avec 
des  accents)  et  2"  quca^j.  yi,...  sont  des  solutions  des  équations  sans 
seconds  membres.  Il  vient 

2/,  c;  +  y,  C^  +  ...  =  T„ 

C'est  un  système  de  n  équations  résoluble  par  rapport  aux  n  déri- 
vées C.  On  en  tire  donc  les  n  inconnues  C  par  n  quadratures. 

Théorème  V.  —  Si  Von  connaît  p  solutions  particulières  d'un  système 
linéaire  normal  sans  seconds  membres  à  n  inconnues  in  >  p),  V intégra- 
tion du  système  avec  ou  sans  seconds  membres  se  ramène  à  celle  d'un 
système  linéaire  normal  an  —  p  inconnues  et  à  des  quadratures. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  système  de  quatre  équations 

(  x'  -\-  ax  -\- by  -\-  cz  -\-  du  =  T, 
I   y' -\-aiX-\rh^y-\-CyZ+d^u  =  T^, 
z'  +  a^x  +  b^y  -H  c^z  +  d^u  =  Tg, 


u'  +  a,x  -1-  b^y  +  c^z  -f  d^u  =  T 


et  supposons  qu'on  connaisse  deux  solutions  indépendantes  [x^,...  Uj)  et 
{x^,...  u^)  du  système  sans  seconds  membres. 

Pour  intégrer  le  système  (9),  désignons  par  Cj,  Cg,  ^,  u  de  nouvelles 
inconnues  et  faisons  le  substitution 

X  =  C^x^  -\-  CgiCg, 

y  =  Ciî/i  +  Cgî/j, 

z  ^  C^Zi  4-  C^z^  +  t, 

u    =     CiW;     -f-     C2W2    +    U. 

Le   système   (9)   se   transformera  dans   le   suivant,    où   les  accents 
désignent  toujours  des  dérivées  par  rapport  à  t, 

x^Cl  -\-  x^c'i  -\-  c^  +  du  =  T, 

2/1  c!    +    î/202    +    C,U+C?,U=T„ 

y,G[  +  u,cl  +  u'  +C3C  +  c?3u  =  T3. 

Comme  le   déterminant  x^yz  —  x^yi  diffère  de  0  par  hypothèse,  on 
peut  résoudre  les  deux  premières  équations  par  rapport  à  C|  et  à  ("^  et 
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porter  les  valeurs  trouvées  dans  les  deux  équations  suivantes.  Le  système 
est  ramené  à  la  forme  normale 

C;  ^  A^  +  Bu  +  X,  V  ■\-  AgÇ  +  B,u  =-  T^, 

Donc  ^  et  u  se  déterminent  par  l'intégration  d'un  système  normal  à 
deux  variables  ;  après  quoi,  Gj  et  Co  se  tirent  des  deux  premières  équa- 
tions par  quadratures. 

214.  Systèmes  adjoints.  —  Considérons  les  deux  systèmes  normaux 
à  n  inconnues 

f   oc'  -^  ax -\- hy  -\-  ...  =^  0  ,-   _  X'  +  aX  +  ^'Y  +  ...  =  0 

(10)       y'  JrChcc  +  b,y-^...=Qi   (11)       -  Y' +a,X-f  è.Y-f  ...  =  0 


Ces  deux  systèmes  sont  dans  une  relation  réciproque  et  chacun  d'eux 
s'appelle  l'arf;'om^de  l'autre. 

Pour  mettre  la  liaison  des  deux  systèmes  en  évidence,  ajoutons  les 
équations(10)et  (11)  respectivement  multipliées  par  X,  Y,...,  — x, — ?/,.,. 
Il  vient,  en  supprimant  les  termes  qui  détruisent, 

Xo;'  +  Yy '  +  ...  +  ^X'  +  yY'  +  -=-^  (Xa^  +  Y^  +  •.•)  =  0 

d'où 

xK.  •\-yY  -\- ...  =  const. 

Vintégration  complète  d'un  des  systèmes  entraine  celle  de  Vautre. 
En  effet,  si  l'on  connaît  w solutions  indépendantes  [x^,y^  •••)•••  {xn,  yn--). 
On  a  n  équations 

(12)  a^iX  +  î/èY  +  ...  =  a-         (i  =  l,2...  n) 

et  on  en  tire  X,  Y,...  avec  n  constantes  distinctes. 

Si  l'on  connaissait  seulement  p  solutions  indépendantes  du  premier 
système,  on  aurait  p  relations  de  la  forme  (12)  ;  elles  permettraient 
d'éliminer  p  des  inconnues  du  système  adjoint  et  de  ramener,  par  consé- 
quent, l'intégration  de  celui-ci,  donc  aussi  l'intégration  du  premier  sys- 
tème, à  celle  d'un  système  d'ordre  n  — p,  mais  avec  seconds  membres. 

C'est  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  V  du  n»  précédent. 

215.  Remarque.  —  La  plupart  des  théorèmes  énoncés  dans  les  trois 
premiers  paragraphes  et  relatifs  à  une  seule  équation  linéaire  d'ordre  w, 
peuvent  se  déduire  de  ceux  des  n°^  213  et  214  en  ramenant  l'équation 
d'ordre  }i  à  un  système  d'équations  du  premier  ordre.  Il  en  résulte  de 
nouvelles  démonstrations  de  ces  théorèmes  que  nous  proposons  comme 
un  excellent  exercice  à  faire. 
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CHAPITRE  V. 

Equations  aux  dérivées  partielles 
et  auK  différentielles  totales. 


.§  1.  Formation  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

216.  Définition.  —  On  appelle  équation  aux  dérivées  partielles 
toute  relation  entre  une  ou  plusieurs  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes,  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ou  d'un 
ordre  plus  élevé  et  enfin  les  variables  elles-mêmes.  Lorsque  les  déri- 
vées qui  figurent  dans  l'équation  sont  toutes  du  premier  ordre,  l'équa- 
tion est  dite  du  premier  ordre.  Pour  nous  faire  une  idée  de  l'origine 
de  ces  équations  et,  par  suite,  de  la  nature  des  fonctions  qu'elles 
peuvent  définir,  nous  allons  d'abord  rechercher  les  équations  aux 
dérivées  partielles  de  certaines  surfaces. 

217.  Equation  des  surfaces  cylindriques.  —  Une  surface  cylin- 
diique  est  engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN,  appelée  généra- 
trice, qui  se  meut  parallèlement  à  une  droite  donnée,  en  s'appuyant 
constamment  sur  une  ligne  donnée  AB,  appelée  directrice. 

Soient 

(1)  x  =  az  -\-  a,        y  =  bz  -\-  ^ 

les  équations  de  la  génératrice  MN  ;  a  elb  sont  des  coefficients  con- 
stants qui  expriment  que  MN  est  toujours  parallèle  à  la  direction 
donnée  ;  a  et  (3,  des  paramètres  variables  avec  la  position  de  la  géné- 
ratrice, mais  liés  par  une  relation  qui  exprime  que  MN  rencontre  ÂB. 
En  effet,  soient 

(2)  ¥{x,y,z)  =  0,        F,(x,y,z)  =  0, 

les  équations  de  la  directrice  AB  ;  on  exprimera  que  AB  et  MN  se 
rencontrent  en  éliminant  x,  y,  z  entre  (1)  et  (2),  ce  qui  donnera  une 
relation 

(3)  'fKP)=0,        d'où        i3  =  <I»(a). 
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Pour  obtenir  l'équation  du  lieu  de  MN,  il  faut  éliminer  les  paramè- 
tres a  et  p  entre  (1)  et  (3),  ce  qui  donne 

(4)  y  —  bz  =  ^{x  —  az). 

Cette  équation,  dans  laquelle  <ï>  désigne  une  fonction  arbitraire, 
convient  donc  à  toutes  les  surfaces  cylindriques  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  une  même  droite  donnée,  quelle  que  soit  la  direc- 
trice. C'est  l'équation  en  quantités  finies  des  surfaces  cylindriques. 

Nous  allons  montrer  que  l'équation  (4)  est  équivalente  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire. 
Pour  cela,  dérivons  (4)  par  rapport  à  x  puis  par  rapport  à  y,  en  con- 
sidérant z  comme  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  ety, 
ayant  pour  dérivées  partielles  -^  =  P  et-^ —  =  q;  on  aura 

—  />p  =  (ï)'(x  —  az)  (1  —  ap),        \  —  bq  =  <P'ix  —  az)  (—  aq), 

et,  en  éliminant  *', 

(5)  ap-\-bq  =  i. 

Cette  équation,  qui  ne  dépend  plus  de  la  fonction  arbitraire  $  et 
qui  a  au  moins  la  même  généralité  que  l'équation  (4),  est  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  cylindriques,  dont  les  généra- 
trices ont  une  direction  donnée.  Elle  exprime  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  surfaces,  savoir  que  la  normale  au  point  {x,  y,  z)  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point.  En  effet,  les 
cosinus  directeurs  de  ces  deux  droites  sont  respectivement  propor- 
tionnels h  a,  b,  \  et/),  q,  —  1. 

L'équation  (5)  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaire  du 
premier  ordre.  Nous  exposerons  dans  un  prochain  paragraphe  la 
méthode  d'intégration  de  ces  équations  et  nous  prouverons  alors  que 
réciproquement  toute  surface  dont  l'ordonnée  vérifie  l'équation  (5) 
est  une  surface  cylindrique. 

218.  Equation  des  surfaces  coniques.  —  Une  surface  conique  est 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN,  appelée  génératrice,  qui  passe 
par  un  point  fixe  {a,  b,  c)  appelé  sommet,  et  qui  s'appuie  constamment 
sur  une  courbe  donnée  AB,  appelée  directrice. 

Soient 
(1)  x  —  a  =  oL{z  —  c),        y  —  b  =  ^{z  —  c) 

les  équations  d'une  génératrice,  a  et  p  étant  des  paramètres  variables 
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avec  la  position  de  cette  droite.  On  exprime  que  la  génératrice  ren- 
contre la  directrice  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  équations  de  la 
génératrice  et  celles  de  la  directrice,  ce  qui  donne  une  relation 

(2)  <p(a,  P)-0,        d'où        p  =  4)(a). 

On  trouve  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a,  j3  entre  (1)  et  (2),  ce 
qui  donne 

V  —  ^        ^Z"  ^  —  o,\ 

3) =  ^  • 

^  '  z  —  c  \z  —  c  y 

Cette  équation,  dans  laquelle  ^  reste  arbitraire,  convient  à  toutes 
les  surfaces  coniques  ayant  pour  sommet  le  point  (a,  b,  c).  Pour 
trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces,  dérivons 
successivement  (3)  par  rapport  h  x  eihy,  en  regardant  ;:•  comme  une 
fonction  de  ces  deux  variables,  il  viendra 

—(y  —  b)p  ^  ^,/a-  — fl^  z—c—p{x  —  a)  ^ 

(2_C)2  ^   Z  —  C   J  [Z  —  CY 

z  —  c  —  qjy  —  b)  ^  ^,  fx  —  fl'^.  —  ix  —  a)q 
{z  —  c)2  Kz  —  cJ     {z  —  c)-^ 

et,  en  éliminant  <ï>', 

(4)  [x  —  a)p-{-{y  —  b)  q  =  [z  —  c). 

Cette  équation,  qui  ne  renferme  plus  rien  d'arbitraire,  a  la  même 
généralité  au  moins  que  l'équation  (3).  C'est  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  coniques.  Elle  exprime  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  surfaces,  savoir  que  la  normale  au  point  {x,  y,  z)  est 
perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  dont  les 
cosinus  directeurs  sont  proportionnels  2i{x  —  a),  {y  —  b)  et  {z  —  c). 
Nous  prouverons  plus  loin  que  réciproquement  toute  surface  dont 
l'ordonnée  vérifie  l'équation  (4)  est  une  surface  conique. 

219.  Equation  des  surfaces  conoïdes.  —  Une  surface  conoïde  est 
engendrée  par  une  génératrice  rectillgne  qui  se  meut  parallèlement  à 
un  plan  directeur  donné,  en  rencontrant  constamment  une  droite  fixe 
et  une  courbe  fixe,  appelées  directrices  de  la  surface. 

Prenons  un  plan  parallèle  au  plan  directeur  pour  plan  des  xy  et  la 
directrice  rectillgne  pour  axe  des  z.  Dans  ce  cas,  les  équations  d'une 
génératrice  seront  de  la  forme 

(1)  z=c(.,  î/  =  pa;, 

où  a  et  ,3  sont  des  paramètres  variables  avec  la  génératrice.  Les 
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équations  (1)  sontcellfts  d'une  droite  rencontrant  l'axe  des  z,  mais  il 
reste  à  exprimer  qu'elle  rencontre  aussi  la  directrice  curviligne.  Pour 
cela, on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (1)  et  celles  de  la  directrice 
curviligne,  ce  qui  donne  une  relation 

(2)  cp(a,P)  =  0,  d'Où  a  =  4)(fi). 

L'équation  du  lieu  s'obtient  en  éliminant  a  et  ,3  entre  (1)  et  (2),  ce 
qui  donne 

(3)  z  =  ^(^ 

Cette  équation,  où  4»  est  arbitraire,  est  celle  de  toutes  les  surfaces 
conoïdes  ayant  même  plan  directeur  et  même  directrice  rectiligne. 
Pour  trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante,  on 
difFérentie  successivement  (3)  par  rapport  ii  x  ei  hy,  ce  qui  donne 

d'où 

(4)  px-\-qy  =  0. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  a  donc  la 
même  généralité  au  moins  que  l'équation  (3).  Nous  démontrerons  plus 
loin  qu'elle  lui  est  équivalente.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  conoïdes. 

220.  Equation  des  surfaces  de  révolution.  —  Celles-ci  sont  engen- 
drées en  faisant  tourner  une  courbe  AB,  appelée  génératrice,  autour 
d'une  droite  fixe  OR. 

Prenons  l'origine  0  sur  Vaxe  de  révolution  OR.  Chaque  point  M  de 
la  génératrice  AB  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  OR 
et  dont  le  plan  est  normal  à  cet  axe  :  on  peut  considérer  la  surface 
comme  le  lieu  de  ces  circonférences. 

Soient 

(1)  -=-!-=- 

abc 
les  équations  de  l'axe  OR  ;  un  plan  normal  à  cet  axe  aura  pour  équa- 
tion 

ax  +  by  4"  cz  =  a. 

Les  équations  du  cercle  variable  seront  donc 

(2)  ax  +  by  +  cz  =  a,        x^ -\- y"^ -{- z^  ^  (3, 
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car  on  peut  le  considérer  comme  l'intersection  du  plan  normal  à  OR 
avec  une  sphère  de  centre  0.  Pour  exprimer  que  ce  cercle  ren- 
contre AB,  il  fout  éliminer  x,  y,  z  entre  les  équations  (2)  et  celles 
de  AB,  ce  qui  conduit  à  une  relation 

(3)  (p(a,  P)-u,         d'où         a  =  *((3). 

On  obtient  l'équation  de  la  surface  de  révolution  en  éliminant  a  et  jii 
entre  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 

(4)  ax  -\-by  -{-  cz  =  $  (x^  +  «/^  -f  2«). 

C'est  l'équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de  révo- 

lution  autour  de  la  droite —  =  -r-= — ;  la  fonction  ^  reste  arbi- 

a       b       c 

traire  avec  le  choix  de  la  directrice. 

Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces,  on 
dérive  successivement  par  rapport  à  a?  et  à  y,  en  considérant  z  comme 
une  fonction.  On  trouve 

a  -f  fj5  =  $'  (^2  +  y!  -}-  22)  (2x  +  ^zp), 
b  +  cq  =  $'  (a;-  +  y-  +  z-)  (2î/  -f  2zq), 
et  en  éliminant  ^', 

(5)  (cy  —  bz)p  -\-  {az  —  ex  q  =  bx  —  ay. 

C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  cherchée,  et  la  fonction 
arbitraire  a  disparu. 

221  Remarque.  —  Si  l'on  intègre  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  précédentes,  cette  intégration  devra  donc  réintro- 
duire la  fonction  arbitraire  que  nous  avons  éliminée.  Ou  peut  prévoir, 
d'après  cela,  que  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
aura  pour  effet  d'introduire  des  fonctions  arbitraires.  Les  théories  que 
nous  allons  exposer  vont  confirmer  cette  prévision. 

§  2.  Propriétés  des  déterminants  fonctionnels. 

222.  Définition.  —  Soient  Wi,  u^,  ...  m„  des  fonctions  du  même 
nombre  n  de  variables  indépendantes  Xj,  x^,  ...  Xn.  On  donne,  comme 
on  le  sait,  le  nom  de  délermmant  fonctiojinel  ou  de  jacobieji  (n»  15) 
au  déterminant 

J 


d{u^.U2,  • 
d\Xi,  Xz,  ■ 

-Un) 
■Xn) 

dx^ 

dui 
dxz 

dui 

dXn 

dUn 

dUn 

dUn 

dxi 

dXi 

dXn 
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Nous  supposerons,  dans  le  paragraplie  actuel,  que  toutes  ces  déri- 
vées partielles  sont  continues  et  nous  démontrerons  d'abord  le  théo- 
rème suivant  : 

223.  Théorème  I.  —  Si  l'une  des  fonctions  u  ci-dessus  est  constante, 
ou  s'il  existe  une  relation  identique  entre  deux  ou  plusieurs  de  ces  fonc- 
tions, le  déterminant  fonctionne\  J  est  identiquement  nul. 

\°  Si  l'une  des  fonctions  u  est  constante,  tous  les  éléments  de  la 
ligne  correspondante  dans  J  seront  nuls,  donc  J  =  0. 

2°  S'il  existe  une  relation  entre  plusieurs  fonctions  m,  par  exemple 
si  Ml  est  fonction  de  «2,  Us,  ...,  on  a 


du, 
dxi 

du, 
dUi 

duo 
dxi 

^du, 

duz 
Oxi 

+  .,. 

dui 

du. 

dui 

du, 

du^ 
dxz 

+  ••• 

dxz 

duz 

dXi 

'  du. 

Donc  les  éléments  de  la  première  ligne  de  J  s'obtiennent  en  faisant 
la  somme  des  éléments  correspondants  de  la  seconde  ligne  multipliés 
par  -T— ^,  de  la  troisième  multipliés  par  -r-^,  -.  et  le  déterminant  est 
identiquement  nul. 

2  24.  Théorème  H.  —  Considérons  m  fonctions  u,,  Ui,  •■•  Um  de  n 
{n  >  m)  variables  indépendantes  x,,  Xi,  ■■■  Xn  .  Si  le  déterminant  d'ordre 
p  {p  <m) 

J   ^  dlu^Uz,  -Up) 

(l[X,,X^f  •»•  Xp  I 

est  différent  de  0,  tandis  que  tous  les  déterminants  d'ordre  p  -\-  i  sui- 
vants : 

-g.      J     ^  d{u,.U2,  -Up,  Up+h)   (    ^-=  1,2,  •■•m— p 

^'^        d{x„  x^,  -  X p,  xi  )     \    /  =  p  +  i,y, +  2,  ...  n 

sont  idenliquetnent  nuls,  les  fondions  u,,  u^,  •••  Up  sont  indépen- 
dantes et  les  fonctions  restantes  Up  +  i,  m^+z,  .-  Um  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  des  premières. 

L'indépendance  des  fonctions  u,,  Ui,  •••  Up  se  vérifie  immédiate- 
ment, car,  s'il  existait  une  relation  entre  elles,  elle  subsisterait 
quand  on  ne  fait  varier  que  x„  Xz,  >.•  Xp,  et  i,  serait  nul  en  vertu  du 
théorème  précédent.  Mais  la  seconde  partie  du  théorème  exige 
quelques  préliminaires. 
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Observons  d'abord  que  les  déterminants  hi,i,  qui  sont  nuls  par 
hypothèse  quand  /  =  ])  +  1,  />  +  2,  -.  n,  sont  nuls  aussi  pour  les 
autres  valeurs  plus  petites  de  l'indice  /,  car  ils  ont  alors  deux  lignes 
égales. 

Développons  h,i  suivant  les  éléments  de  la  dernière  colonne,  il 
vient,  pour  /  =  1,  2,  •••  n, 

et  il  est  essentiel  d'observer  que  les  mineurs  A^  ,  B^ ,  •••  Pa  dépendent 
de  l'indice  k  seulement  et  non  de  /. 

Ceci  posé,  considérons  lesp  +  l  équations  qui  déterminent  dui, 
dui,  •"  dup  et  une  différentielle  totale  de  plus  dui  : 

j  ^  àui    ,  ,         ^  dup  .         ,  ^  diip+h   j     . 

du,  =  S  -^  dxi     ■■•    dup  =  S  -^  dxi,     dup+h  =  ^  — f^^—  dxi  ; 

l=iOXi  '  l=iCfXi  1=1      OXi 

ajoutons-les,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  mineurs 
Aft ,  —  Pftet  Jj.  Il  viendra,  hui  étant  nul, 

n 

kh du^  4-  B;t  duz  -! h  iidup+h  =  S  J^,;  dxi  =  0. 

Cette  relation  conduit  aisément  à  la  démonstration  du  théorème. 

Associons  aux  fonctions  indépendantes  Mi,  >••  Up  de  nouvelles  fonc- 
tions Vp+i,  Vp+z,  ••  Vn,  de  manière  à  former  un  système  de  n  fonctions 
indépendantes  et  prenons  celles-ci  comme  variables  indépendantes 
au  lieu  des  x.  On  tire  de  la  relation  précédente,  J,  n'étant  pas  nul, 

Akdui  -h  Bfi dUi  +  ...  +  P;c dup 


dup+h 


Ji 


et  cette  relation  entre  différentielles  premières,  étant  indépendante 
du  choix  des  variables  {t.  1*^  n°  126),  subsiste  pour  les  variables 
indépendantes  Mi,  •.•  Up,  Vp+i,  ••■  Vn.  Donc,  si  on  la  compare  à  l'ex- 
pression générale  de  dup+h ,  qui  est 

__  du,  4-  ...  +  -^^d^P  +  -J,—  dvp+,  +  -  4-  -^^^^    dvn , 

on  en  tire 

dup+h  ^  dup+h  _  _    _,  A 
dvp+i        dVp+2 

Donc  Up+k  ne  dépend  que  de  Mj,  th,  —  Up .  On  voit  pareillement 
que,  si  un  on  phisieiirs  des  coefficients  A^ ,  B^ ,  .-,  étaient  nuls,  m^+a 
ne  dépendrait  même  plus  que  d'une  partie  de  ces  fonctions. 
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225.  Remarques.  —  I.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  peut 
prendre,  en  [)aiti(;nlier,  Xp.^i,  oop^^t  •"  ^n  comme  variables  y,  car  le 
déterminant 

d\x^,  07.,,  ...  Xp  ,  Xpj^u  ••■  Xn)       d\x^,  ...  a-p) 
n'étant  pas  nul,  les  variabl  s  z^,,  •.•  Up ,  Xpj^.^.  —  x^  sont  indépendantes. 

II.  Sous  les  conditions  du  théorème  précédent,  p  +  1  quelconques 
des  fonctions  w, ,  •..  Um  n'étant  pas  indépendantes,  leur  déterminant 
fonctionnel  par  rapport  à  p  +  1  quelconques  des  variables  x  est  identi- 
quement nul.  Il  est  à  remarquer  que  les  déterminants  J^,;,  éiiumércs 
dans  l'énoncé  du  théorème  II,  ne  sont  qu'une  partie  des  déterminants 
qu'on  peut  ainsi  former.  Donc  la  nullité  de  ceux-ci  entraine  celle  des 
autres. 

226.  Théorème  III.  —  Soient  m  fonctions  Ui,  u^,  —  Um  d'un  nom- 
bre éijal  ou  supérieur  n  de  variables  indépendantes  a:,,  £2,  ■••  Xn',  la, 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  fonctions  soient  indépen- 
daîites  entre  elles,  c'est-à-dire  pour  qu'aucune  ne  soit  constante  et 
qu'elles  ne  satisfassent  pas  à  une  relation  indépendante  des  variables  x, 
est  que  l'un  au  moins  des  déterminants  fonctionnels  qu'on  peut  former 
avec  m  colonnes  du  tableau  : 

dUi     du^  ôu-^ 

dXi     dXz  dxn 

OUm    dUm  dUm 

dXi     dx^  dXn 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  En  particulier,  si  les  u  et  les  x  sont  en 
même  nombre  n,  cette  condition  sera  que  le  déterjniiiant  fonctionnel  J 
des  n  fonctions  u  par  rapport  aux  n  variables  x,  ne  soit  pas  identique- 
ment  nul. 

Considérons  les  déterminants  de  tous  les  ordres  depuis  1  jusque  m 
qu'on  peut  former  en  combinant  un  même  nombre  de  lignes  et  de 
colonnes  du  tableau  précédent. 

1"  S'ils  sont  tous  nuls,  même  ceux  de  l'ordre  1  qui  se  réduisent 
à  un  seul  élément,  toutes  les  dérivées  partielles  des  u  sont  nulles  et 
les  u  sont  des  constantes. 

2°  Dans  le  cas  contraire,  soit  p  (p  ^  1)  l'ordre  maximum  des  déter- 
minants différents  de  0.  Si  p  est  <  m,  nous  pouvons  désigner  par  Mj, 
«2  ••'  Up  (puisque  la  numérotation  est  arbitraire)  les  fonctions  qui  entrent 
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dans  ce  déterminant  ditférent  de  0,  alors,  tous  les  déterminants 
d'ordre  p  +  1  étant  nuls,  les  autres  fonctions  u  dépendent  des  précé- 
dentes (théorème  II).  Donc,  pour  que  les  u  soient  indépendants,  il 
faut  que  p  =  m. 

D'ailleurs  cette  condition  est  suffîsaute  en  vertu  du  théorème  I, 
car,  s'il  y  avait  une  relation  entre  Mj,  •••  «„,,  elle  subsisterait  en  ne 
faisant  varier  que  m  quelconques  des  variables  x  et  le  déterminant 
fonctionnel  correspondant  serait  nul. 

§  3.  Equations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

227.  Remarque  préliminaire.  —  Dans  l'étude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  a  surtout  en  vue  de  ramener  leur  intégration 
à  celle  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Le  pro- 
blème ainsi  posé  est  complètement  résolu  pour  les  équations  du 
l*""  ordre,  mais  nous  nous  occuperons  seulement  ici  des  équations 
linéaires  dont  la  théorie  est  la  plus  simple. 

228.  Théorie  des  équations  linéaires  et  homogènes.  —  Considérons 
d'abord  l'équation  linéaire  et  homogène 

dans  laquelle  Xj,  X2,  •••  X„  sont  des  fonctions  données  et  z  une  fonc- 
tion inconnue  des  n  variables  indépendantes  x^,  x^,  •••  Xn .  On  suppose 
que  la  fonction  inconnue  z  n'entre  pas  dans  les  coefficients  X  et  qu'un 
au  moins  de  ces  coefficients  n'est  pas  identiquement  nul.  Nous  ad- 
mettrons que  c'est  Xj. 

Posons  le  système  d'équations  difféi^entielles  ordinaires 
dxi  _dx2  _      _  dxn 

A.1  A.2  An 

et  considérons  un  domaine  dans  lequel  les  rapports  X2  :  Xi,X3  :  Xj,  •■• 
et  leurs  dérivées  partielles  restent  continues.  Prenons  x,  comme 
variable  indépendante  ;  les  équations  (2)  admettent  un  système  de 
solutions  dépendant  de  n  —  1  constantes  arbitraires  ai,a2  •••  a,i_i  et 
de  la  forme  (n°  120,  2°) 

Résolvons  ce  système  d'équations  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires  ;  il  viendra 

(3)  Wi  =  «1,      M2  =  a.2,      -'      Un-i  »=  «n-i, 
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en  désignant  par  m,,  «j,--  Un-i  des  fonctions  connues  de  x^,  x^,  -Xn. 

Nous  allons  établir  que  de  la  connaissance  do  ces  fonctions  on 
peut  immédiatement  déduire  toutes  les  intégrales  de  l'équation  !l)  et 
que  l'intégration  du  système  (2)  ou  de  l'équation  (1)  sont  deux  pro- 
blèmes complètement  équivalents. 

Nous  commencerons  par  donner  une  définition  qui  facilite  le  lan- 
gage : 

Définition.  —  En  vertu  des  formules  (3),  chacune  des  fonctions  m,, 
M,,....  Un-i  demeure  constante  quand  a-j,  x^,...  Xn  varient  de  manière 
à  vérifier  les  équations  (2).  Une  fonction  qui  ne  se  réduit  pas  iden- 
tiquement à  une  constante  et  qui  possède  ces  propriétés  s'appelle  une 
intégrale  des  équations  (2).  Deux  intégrales  sont  distinctes  quand  il 
n'existe  pas  de  relation  entre  elles.  Donc,  quand  on  a  intégré  les 
équations  (2),  on  connaît  n  —  1  intégrales  distinctes  u,,  u^,...  do  ces 
équations,  car,  comme  on  peut  les  égaler  respectivement  à  autant  de 
constantes  arbitraires  distinctes,  il  ne  peut  exister  de  relations  entre 
elles. 

Théorème  I.  —  Toute  intégrale  du  système  (2)  dans  le  sens  précédent 
est  une  intégrale  de  l'équation  (1). 

En  effet,  soit  u  une  intégrale  de  (2)  ;  quand  les  x  vérifient  les  équa- 
tions (2),  on  a,  par  définition, 

0  ; 


(4)         du-  ^^_&,+  ^^^&,  +  . 

-  +  dx.  ^^" 

d'où,  en  éliminant  les  dx, 

i^'         ^^.  +  ^^^+- 

Cette  équation  est  identique,  car  elle  a  lieu  pour  tout  système  de 
valeurs  de  x^,  x^,...  Xn  vérifiant  les  équations  (2),  donc  pour  un  sys- 
tème de  valeurs  particulières  quelconques,  car  celui-ci  peut  être  choisi 
comme  système  de  valeurs  initiales.  Donc  «  est  une  intégrale  de  (1). 

Théorème  II.  —  Béciproquement,  toute  intégrale  de  l'équation  (1) 
est  une  intégrale  du  système  (2;. 

En  effet,  soit  u  une  intégrale  de  (1)  ;  elle  vérifie  l'équation  (5)  ;  si 
les  avarient  conformément  aux  équations  (2),  on  peut  remplacer 
dans  (5)  les  X  par  des  quantités  proportionnelles  dx  et  on  obtient 
l'équation  (4).  Donc,  du  étant  nul,  w  demeure  constant  et  c'est  une 
intégrale  du  système  (2). 
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Théorème  III.  —  L'équation  (1)  ou  le  système  (2)  admettent  n  —  1 
intégrales  distinctes  u^,  w.,,...  Un-i  ;  toutes  les  autres  intégrales  sont 
fonctions  des  précédentes  et  toute  fonction  o  («,.  u.,,...  Un-i)  est  réci- 
proquement une  intégrale. 

En  effet,  soient  «i,  U2,...  ««-1  les  n  —  \  intégrales  distinctes  obte- 
nues par  l'intégration  du  système  (2).  Ajoutons  leur  une  nouvelle 
intégrale  quelconque  Un',  nous  aurons  n  identités 

d'où,  en  éliminant  les  X  (qui  ne  sont  pas  tous  nuls), 

d(Ui,  Ug,...  Un 


tt  ]Xi,  X^,.. .  Xn  ) 


=  0. 


Cette  identité  prouve  (no  226)  qu'il  existe  une  relation  au  moins 
entre  les  u;  mais,  comme  il  n'y  en  a  pas  entre  Ui,...  m„_i,  il  vient 
nécessairement 

M„=  «p  (Mj,  M4,...  M„_i). 

Réciproquement,  toute  expression  de  cette  forme,  demeurant  con- 
stante avec  Wi,  Ws,.--  Wn-i,  est  une  intégrale  du  système  (2),  donc  de 
l'équation  (1). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  a  intégré  le  système  (2),  on  connaît 
l'intégrale  générale  de  (1). 

La  réciproque  est  vraie.  Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  (l), 
on  en  connaît  (n  —  1)  intégrales  distinctes.  En  égalant  celles-ci  à  des 
constantes  arbitraires,  on  aura  intégré  le  système  (2). 

De  là,  la  règle  suivante  pour  intégrer  l'équation  (1)  : 

Règle.  —  Pour  intégrer  l'équation  [1),  on  pose  le  système  auxi- 
liaire (2),  qui  est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  En 
Vintégrant^  on  obtient  n  —  \  relations  qu'on  résout  par  rapport  aux 
n  —  1  constantes  d'intégration.  Les  n  —  1  fonctions  Mj,  Mj,...  Un-i  qui 
demeurent  constantes  sont  des  intégrales  de  l'équation  (1)  et  l'intégrale 
générale  sera 

a  =  <p(Mi,  U2,...  M„_i), 
la  fonction  o  restant  arbitraire.  Il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Comme  application,  intégrons  l'équation  des  conoïdes  px -\- qy  -=  0. 
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Il  faut  d'abord  intégrer  l'équation  auxiliaire 

Éte-«  dy  V  «  y 

X  ij  X 

L'intégrale  générale  cherchée  sera  z  ^  (^  f—j.  C'est  l'équation  des 
conoïdes  en  quantités  finies  (n°  220). 

229.  Théorie  des  multiplicateurs  des  équations  homogènes.  —  Défini- 
tion. —  Représentoi;s,  en  abrégé,  par  R  =  0  le  premier  membre  de 
l'équation  (1).  Jacobi  appelle  multiplicateur  de  l'équation  R  =  0,  ou 
multiplicateur  de  R,  un  facteur  .M,  fonction  de  x^,  x^.  —  Xn,  tel  que  le 
produit  MR  puisse  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  fonctionnel 

d{Xi,  Xz  -  Xn) 
les  n  —  1  fonctions  u  étant  connues. 

Théorème  1.  —  Toute  équation  linéaire  et  homogène  R  =  0  de  la 
forme  (1)  admet  un  multiplicateur  M. 

En  effet,  soient  z*,,  «2,  •••  w„_i  un  système  de  w  —  1  intégrales  dis- 
tinctes de  l'équation  R  =  0.  Comme  X,  n'est  pas  nul  et  que,  par  suite, 
a;,  n'est  pas  une  intégrale  de  R  =  0  (R  se  réduisant  à  Xi  pour  z  —  x^), 
les  fonctions  x^,  Wj,  •••  Un-i  sont  indépendantes,  par  conséquent,  le 
déterminant  Oj  suivant 

^     _   d{x^,  U^,  Uj  •••  Uji-i)   _d[U^,  •.-  Un-i) 

'•  ~    d[x^,X2,x^,..-Xn)    ~   d[x^,-Xn) 

n'est  pas  identiquement  nul. 

Considéi'ons  le  système  de  n  identités,  linéaires  en  Xj,  X2,  •••  X^  , 

^'■5^  ■•■  ^'-g^  ■+■■■• +  '^"  ai- "  ^• 

^  dx^  dxz  dxu 

(f  =  1,2,  -n) 

dont  la  première  sert  de  définition  à  R  et  les  autres  expriment  que  les 
a  sont  des  intégrales.  Multiplions-les  respectivement  par  les  mineurs 
Oj,  Oo,  ••-  relatifs  aux  éléments  de  la  première  colonne  du  déterminant  du 
système,  qui  n'est  autre  que  le  déterminant  fonctionnel 

d{z,  U^,  •■•  Un-i) 
d{x^,  X  ,  ."Xn)  ' 
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et  ajoutons.  Il  vient  identiquement 


X, 


RS,. 


Comme  d'ailleurs  S,  n'est  pas  nul,  le  déterminant  fonctionnel  ne  peut 
être  identiquement  nul  non  plus.  On  voit  donc  que  M  =  o,  :  Xj  qui  ne 
contient  pas  z  est  un  multiplicateur  de  R. 

Théorème  II.  —  Si  r  expression 
est  elle-même  un  déterminant  fonctionnel 

d{z,  Ml,  Wo   -Mn-i) 


on  aura  identiquement 

<?Xi      dX2 


(6) 
On  a,  en  effet, 

X,= 


dx^ 

d{u^.  Mj,  .-Un-i) 


dXi         '"         dXn 


d{x     X   ...Xn)    ' 


Xo    =   — 


dix^,  X  ,  •••  Xnj 


Donc  l'expression  (6)  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes 
des  fonctions  ii.  Je  dis  que  chacune  de  ces  dérivées  a   pour  coefficient 


zéro  :  il  suffit  de  l'établir  pour  l'une  d'elles, 


d-Uy 


par  exemple.  Celle-ci 


dx^dx-z 
ne  se  trouvera  que  dans  les  deux  premiers  termes  de  (6),  savoir 


dXi         d    rdu^  d{uo,  ...Un-i)    . 
dx^       dx^ldx^     d(x^,:.Xn) 


dX. 


dxz  dxz 

Donc  les  deux  coefficients  de 


dx^     d{x^,.:Xn) 


+ 


se  détruisent. 


dx^dx2 

Théorème  III.  —  Réciproquement,  si  l'on  a  identiquement 

dXi       (JXg  dXn  _  Q 

^^)  1^,^  dXz    +     ^   dXn   ~"' 


R  est  un  déterminant  fonctionnel. 
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E'î  effet,  soit  M  le  multiplicateur  de  R  obtenu  dans  la  démonstration 
du  théorème  I  ;  MR  sera  le  déterminant  fonctionnel 

(7)  MR  =  ^(^."i>^>-"n-i) 

considéré  dans  cette  même  démonstration;  et  l'on   aura,  en   vertu  du 
théorème  II, 

d(MX,)      (JiMXo)   ^        ^    djMXn)       Q^ 
dxi  doci  dxn 

Mais  cette  identité  se  réduit,  en  vert.i  de  (6),  à  la  relation 
Donc,  M  étant  une  intégrale  de  R  =  0,  on  peut  poser 

M  =  Cp(Wi,  W2,  —  Wn-  i) 

Déterminons  par  une  quadrature  U,i_i  en  lonction  de  Wj,  W2,  •••  Wn-i, 
par  la  relation 

dUn-i         M  (f(Mi,  Wg,  •••"„_!)' 

qui  peut  aussi  s'écrire 

Q?(-g,  ^.,  Mg,  •••  t<n-2  Un-i)   ^    1  . 
rf(z,  W,,  Wg.  ••• ''-^n-2«^n-i)         M' 

la  relation  (7)  donnera,  par  les  propriétés  des  jacobiens  (n°  15), 

d{z,  W,,  ...  Wn-2,Un_l)  d{z^  Ml,  W2,  •••  Mn-l) 


R  = 


Donc  R  est  un  déterminant  fonctionnel. 

Les  théorèmes  II  et  III  conduisent  à  la  conclusion  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Les  multiplicateurs  rfe  R  =  ()  sont  les  intégrales  de 

(?(MXi)     d(MX,)  (J(MXn)   _  Q_ 

da?i  da72  da;^ 

Théorème  V.  —  Si  Von  connaît  un  multiplicateur  ix.  de^  =  0,  on 
obtient  tous  les  autres  en  multipliant  u  par  Vintégrale  générale  z  de 
R  -  0. 
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En  effet,  si  l'on  substitue  M  ==  [jiî  dans  l'équation  précédente,  qui  est 
celle  des  multiplicateurs,  il  vient,  pour  déterminer  z. 


doc^         dx 


dxy         "^  dx 


=  0 


et,  comme  le  premier  crochet  est  nul,  cette  équation  se  réduit  à  R  ^  0. 

230.  Equations  aux  dérivées  partielles  linéaires  de  la  forme  la  plus 
générale.  —  Soit  ::•  une  fonclion  inconnue  de  x^,  x^,  ...  Xn .  Désignons- 
par^;,,;;»,  --pn  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  chacune  de  ces  varia- 
bles. Soient  enfin  X,,  Xg,...  Xn  et  Z  des  fonctions  données  de  x^,  .•• 
Xn  et  z,  l'une  au  moins  Xj  des  fonctions  X  n'étant  pas  identiquement 
nulle. 

L'équation  linéaire  la  plus  générale  est  de  la  forme 

XiPi  +  X2P2  H h  XnPn  =  Z 

ou 

(8)  Z  —  XiPi  —  X2P2 \nPn  =  0. 

Règle  d'intégration.  —  Pour  intégrer  cette  équation,  on  pose  le  sys- 
tème auxiliaire  d'équations  différentielles  ordinaires 

dx^  _  dxz  _     _  dxn  _  dz^ 

On  intègre  ce  système,  et  en  résolvant  par  rapjmrt  aux  constantes 
arbitraires,  on  obtient  le  système  de  ses  n  intégrales  distinctes  : 

(fi{Xi,  Xi,  —Xn,  z)  —  CLi 

(i  =  i,2,  ...w) 

Uintégrale  générale  de  l'équation  (8)  est  la  fonction  implicite  z  défi- 
nie par  la  relation 

F  désignant  une  fonction  arbitraire.  Exceptionnellement,  il  peut  y 
avoir  une  solution  siiigulière  ne  rentrant  pas  dans  la  précédente,  mais 
ne  contenant  rien  d'arbitraire. 

Démonstration.  —  Nous  allons  établir  ce  théorème  en  suivant,  sauf 
quelques  modifications,  la  méthode  de  Gilbert,  qui  ne  laisse  échapper 
aucune  solution.  Elle  consiste  à  mettre  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (8)  sous  forme  de  déterminant  fonctionnel. 
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Désignons,  en  abrégé,  par  R  le  premier  membre  de  l'équation  (8) 
et  considérons  le  système  d'identités,  linéaires  en  Xi,  X,,  •••  X„.  Z  : 


(10) 


R  =  Z 

dz  âXi  dxo  dxn 


^iPi       —  X.,;;,       X„;;„ 

(i  =  i,  2,  ...  n) 


dont  la  première  sert  de  définition  à  R  et  les  suivantes  expriment  que 
les  'f  sont  des  intégrales  de  (9).  Le  déterminant  A  de  ce  système  n'est 
pas  identiquement  nul,  car,  si  on  le  développe  par  rapport  aux  élé- 
ments de  la  première  ligne,  on  a 


=  ^—pA—PiK  — 


Pn^n 


^=  1      —Pi pn 

Èh-  ÊIl  ...  Êîi. 
dz    dxi   "    dXn 

dz      dxy         dXn 


et  les  mineurs  8,  Oi, ...  8n  sont  des  fonctions  explicites  de  a;,,  .••  Xn  et  z 
seulement,  dont  l'une  au  moins  n'est  pas  nulle,  puisque  les  n  fonc- 
tions <p  sont  indépendant^'S  (n^  226,  théorème  III). 

D'autre  part,  je  dis  que  A  peut  se  mettre  sous  iorme  de  déterminant 
fonctionnel 

à  condition  de  calculer  les  dérivées  partielles  des  tp  en  considérant  z 
comme  fonction  de  x^.Xo,  —Xn.  En  effet,  on  peut  ajouter  aux  élé- 
ments de  la  deuxième  colonne,  puis  à  ceux  de  la  troisième,...  les 
éléments  de  la  première  multipliés  par  pi,  puis  par  j^g,--.  H  vient  ainsi 


1 

HT 


dxi 


0 


-l-/>: 


0 


dz 


à<?i 


dXn 


Pn 


dz 


dz      dx,  '^^'  dz 


dfn     ,    „     d(fn 


dXn 


Pn 


et,  par  conséquent, 


17 
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-\-v  -^ 


ce  qui  est  bien  un  déterminant  fonctionnel  calculé  en  considérant  z 
comme  fonction  des  x. 

Si  l'on  veut  tirer  Xj  du  système  (10),  il  faut  multiplier  ces  équations 
par  les  mineurs  de  A  relatifs  aux  coefficients  de  Xj  et  ajouter.  Le 
premier  de  ces  mineurs  étant  B,,  il  vient  ainsi  RBi  =  Xj  A.  Donc  5i 
n'est  pas  identiquement  nul,  puisque  Xj  et  A  ne  le  sont  pas  ;  et  nous 
avons  l'identité 

\ôi/  \à^/  d{Xi,  Xz,  —Xn) 

L'équation  proposée  R  =  0  est  donc  identique,  à  un  facteur  près,  à 

u[Xi,  X^,  •••  Xn  ) 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  la  fonction  z  de  a^j,  ■■•  Xn  doit 
être  choisie  de  telle  façon  qu'il  existe  entre  les  fonctions  cp  une 
relation  indépendante  des  variables  x.  Par  conséquent,  pour  qu'une 
fonction  z  vérifie  l'équation  (8).  il  faut  et  il  suffît  qu'elle  soil  com- 
prise dans  la  relation  F(cp,.  (p2,  •••  'fn)  =  0. 

Les  seules  solutions  qui  puissent  échapper  à  cette  relation  doivent 
annuler  le  facteur  négligé  X,  :  o,,  lequel  est  une  fonction  explicite  de 
Xi,  •••  Xn  et  z.  Donc,  si  l'on  peut  tirer  une  valeur  de  ;:■  de  la  relation 
X,  :  ôj  ^  0,  ce  sera  une  solution  ne  contenant  rien  d'arbitraire.  On 
lui  donne  le  nom  de  solution  singulière. 

Quand  elle  existe,  la  solution  singulière  peut  se  trouver  sans  inté- 
gration. En  eff"ct,  nous  venons  de  montrer  qu'elle  doit  annuler  tout 
facteur  X,  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Par  conséquent,  elle  doit 
annuler  tous  les  coefficients  X,,  X2  •••  Z  de  l'équation  (8)  et,  s'il 
existe  une  fonction  ;:•  satisfaisant  à  cette  condition,  ce  sera  évidemment 
une  intégrale  et  on  la  trouvera  sans  intégration. 

231.  Exemples.  —  L  L'équation  des  surfaces  cylindriques  est  (n°  217) 

ap  ■\-  bq  =  i. 
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Pour  l'intégrer,  on  forme  le  système  auxiliaire 

dx      dy      dz  ,,  ,  i   x  —  az  =  a. 

L'intégrale  générale  sera 

¥{x  —  az.  y  —  bz)  —  0. 
II.  L'équation  des  surfaces  coniques  est  {n°  248) 
(x  —  a\p  -^  {y  —  b)q  =  z  —  c. 
Le  système  auxiliaire  sera 

X —  a  _ 

dx  dy  dz  ,,  ,  \   z  —  c  "~    ' 

—      ^     —  d'où         ' 


x  —  a      y  — h     z  —  c'  j   y_è 


\  z  —  c 


L'intégrale  générale  sera, 

(X  —  a  y  —  b\ 


\z  —  c   z  —  c/ 


in.  L'équation  des  surfaces  de  révolution  est  (n°  220) 

[cy  —  bz)p  -\-  {az  —  cx)q  —  bx  —  ay. 

Le  système  auxiliaire  est 

dx     _      dy      _      dz 
cy  —  bz~  az  —  cx~~ bx  —  ay' 

On  le  ramène  à  un  système  linéaire  en  égalant  ces  rapports  à  la 
différentielle  dt  d'une  nouvelle  variable.  II  vient 

dx  =  [cy  —  bz)dl,        dy  =  (az  —  cx)dt,        dz  =  {bx  —  ay)dt. 

On  en  tire  deux  combinaisons  immédiatement  intégrables  : 

(    xdx  +  ydy  +  z-dz  =  0,         ^,^^         (  x''  +  î/^  +  z-'  =  a, 
}    adx  +  bdy  +  cdz  =  0,  \ax  -\-  by  -\-  cz  =  ^. 

C'est  le  système  des  intégrales  du  système  auxiliaire,  résolu  par 
rapport  aux  deux  constantes.  L'intégrale  générale  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  sera 

Y(x^  +  2/2  -f  z\  ax  +  by  +  cz)  =  0. 
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§  4.  Equations  aux  différentielles  totales 
entre  trois  variables. 

232.  Intégrabilité  complète.  —  Considérons  l'équation 

(1)  dz  =  X  {i',y,:-)  dx  -f  Y  {x,y,z)  dy, 

dans  laquelle  x  et  y  sont  des  variables  indépendantes,  z  une  fonction 
inconnue  de  ces  deux  variables,  enfin  X  et  Y  des  fondions  données 
de  X,  y  e[  z-,  admettant  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  cbacune 
de  ces  variables. 

L'équation  (1)  est  une  équation  aux  différentielles  totales.  On  dit 
qu'elle  est  complètement  intégrable,  si  elle  admet  une  intégrale  renfer- 
mant une  constante  arbitraire,  en  d'autres  termes,  s'il  existe  une 
relation  unique 

(2)  z^o{x,y,7.), 

renfermant  une  arbitraire  a,  dont  l'équation  (1)  soit  la  conséquence. 

233.  Théorèm'^  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
réquation  (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  l'on  ait,  identique- 
ment {x,  y  et  z  restant  donc  arbitraires), 

Pour  montrer  que  cette  condition  est  nécessaire,  substituons  la 
valeur  (2)  de  ::■  dans  l'équation  (l)  ;  le  second  membre  deviendra  une 
dinérentielle  totale  exacte  à  deux  variables  x  et  y.  Donc  on  aura, 
pour  tout  système  de  valeurs  x  et  y,  l'identité 

dy        dz    dy        dx       dz   dx 

Mais  çp  [x,  y,  a),  étant  une  intégrale  de  (1)  par  bypothèse,  ses  deux 
dérivées  partielles  sont  \[x,  y,  cp)  et  \[x,  y,  o).  Donc  la  relation  (3)  est 
identiquement  satisfaite  pour  tout  système  x,  y  quand  on  y  remplace 
z  par  o  [X,  y,  a).  On  en  conclut  qu'elle  est  identique  avant  celte  sub- 
stitution, c'est-à-dire  qu'elle  a  lieu  pour  tout  système  de  valeurs  de 
X,  y,  z,  car,  x  e\  y  étant  donnés,  on  peut  disposer  de  l'arbitraire  a  de 
manière  à  donner  à  o  (donc  à  z)  une  valeur  arbitraire.  Donc  la  condi- 
tion (3)  est  nécessaire. 
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Cette  condition  est  aussi  suHisantn,  car,  si  elle  a  lieu,  le  théorème 
suivant  prouve  qu'il  existe  une  intégrale  renfermant  une  constante 
arbitraire  : 

234.  Théorème  II.  —  Supposons  que  l'identité  (3)  ail  lieu  el  soit 
^"o»  !/û'  ^0  ""  système  de  valeurs  initiales  arbitraires  des  variables;  si  les 

dérivées  partielles  -^et^-  sont  continues  aux  environs  de  ces  valeurs. 
^  dz      dz 

l'équation  (1)  admet  une  intégrale  z  =  'f  {x,  y)  et  une  seule  se  réduisant 
à  Zq  au  point  [Xq,  y^). 

Nous  allons  montrer,  en  effet,  que  cette  intégrale  peut  s'obtenir  par 
l'intégration  consécutive  des  deux  équations  différentielles  ordinaires 

-^  =.  X         —  =  Y 
dx    '     '         dy 

y  dans  la  première  et  x  dans  la  seconde  étant  considérés  comme  des 
paramètres. 
Intégrons  d'abord  l'équation  entre  ^  et  x. 

(4)  ^^X{x.yo,q 

et  déterminons  son  intégrale  Ç  =  9  [x,  y^)  qui  se  réduit  à  ^o  POur 
X  =  Xq.  Comme  -^  est  continue,  cette  intégrale  existe  et  est  unique. 

uZ 

Intégrons  ensuite  l'équation  entre  z  et  y  [x  étant  considéré  comme 
un  paramètre) 

(5)  ^  =  Y(^,î/,z.) 

et  déterminons  son  intégrale  z  =  o{x,  y)  qui  se  réduit  à  Z,  pour  y  =yo' 
Comme ^ est  continue,  cette  intégrale  est  aussi  déterminée  et  unique. 

Je  dis  que  z  =  <f  [x,  y)  est  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (1). 

En  effet,  9  (x,  y)  se  réduit  à  Ç  pour  y  =  y^  et,  par  suite,  à  z^  au 
point  (;ro,  î/o).  D'autre  part,  puisque  9  [x,  y)  est  une  intégrale  de  (5), 
on  a  déjà 

(6)  Mî.l)  =  Y(x,,,o). 

Il  reste  donc  seulement  à  montrer  que  l'on  a  aussi,  quand  x  seul 
varie, 

d^ix,  y) 


dx 


=  X(x,y,^). 


5^2  

Cette  relation  a  lieu  jioiir  y  =  y^,  car  elle  se  réduit  alors  à  l'équa- 
tion (4).  Pour  établir  qu'elle  subsiste  pour  les  autres  valeurs  de  y,  il 
suffira  donc  de  montrer  que,  si  l'on  pose 


(7)  M^.X(x.y,ï)  +  „, 


la  fonction  u,  qui  est  nulle  pour  y  =  î/q,  reste  nulle  quand  y  varie. 
A  cet  effet,  calci  Ions  sa  dérivée  par  rapport  à  t/  ;  on  a 

du  _    â^f   _  ^  _  ^  ^  ^  A  f^)  _  ^  _  î?^  ^. 
dy        dxdy       dy        dz    ây       dxKdyJ       ây        dz    dy 

Remplaçons  -^  par  sa  valeur  (6),  et  observons  que,  par  (7), 

dx  \dyJ       dx  "^  dz   dx       dx  "^  dz  ^^~'"^^'' 

il  vient,  par  l'identité  (3), 

du        d\    ,    dX  ,v   ,     N       à\       dX^  dY 

dy        dx        dz  ^  '      dy        dy  dz 

Donc  M,  considérée  comme  fonction  de  y,  vérifie  l'équation  linéaire 
-T-  ==  ît  -T^  et  s'annule  pour  y  ■=  î/q.  Mais  m  =  0  est  une  intégrale 

particulière  satisfaisant  à  cette  condition  initiale  ;  et  il  ne  peut  y  en 

dY 
avoir  qu'une,  puisque  -r-  est  continue  ;  donc  u  est  constamment  nulle, 

C.  Q.  F.  D. 

Réciproquement,  toute  intégrale  de  (1)  ayant  pour  valeur  initiale  Zo 
doit  satisfaire  aux  équations  (4)  et  (5)  (conditions  initiales  comprises) 
et,  par  conséquent,  cette  intégrale  est  unique. 

Remarque.  —  On  conclut  de  là  que  l'intégrale  générale  de  (1)  doit 
dépendre  d'une  constante  arbitraire  permettant  d'attribuer  à  z  la 
valeur  arbitraire  z^  au  point  Xo,  yo. 

235.  Théorème  et  méthode  d'intégration  de  Mayer.  —  Quand  r équa- 
tion (1)  est  complètement  intégrable,  son  intégration  dépend  de  celle 
d'une  seule  équation  di/jérentielle  ordinaire  l'enfermant  un  paramètre 
arbitraire. 

Soit  Zo  la  valeur  arbitraire  de  z  au  point  x^,  î/q,  les  conditions  de 
continuité  étant  supposées  satisfaites  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs 
initiales  :  l'intégrale  sera  complètement  déterminée  en  un  point  quel- 
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conque  x,  y  par  sa  valeur  initiale  Zq.  Donc,  pour  en  trouver  la  valeur, 
il  suffît  de  faire  varier  x,  y  en  ligne  droite  depuis  l'origine  jusqu'en  ce 
point. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  que  l'on  choisisse 
l'origine  coniine  point  initial  dans  le  plan  x-,  y.  Il  sulfil  d'ailleurs, 
pour  ramener  le  cas  général  au  précédent,  de  changer  .x  en  Xq  -\-  x  et 
y  en  yo  +  y  dans  l'équation,  ce  qui  revient  à  un  déplacement  d'axes 
dans  le  plan  x,  y. 

Pour  déterminer  la  valeur  au  point  x,  y  de  l'intégrale  qui  a  pour 
valeur  Zo  à  l'origine,  joignons  donc  l'origine  à  ce  point  par  une  droite. 
Le  long  de  celle-ci,  on  aura,  X  désignant  un  paramètre  constant, 

y  =  'kx 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (1), 

(8)  dz  =  {\-\-  aY)  dx. 

Il  suffit  d'intégrer  cette  équation  IS)  pour  en  déduire  l'intégrale  de 
(1).  En  effet,  soit 

F  {x,  z,  X)  =  const. 

l'intégrale  générale  de  (8)  résolue  par  rapport  à  la  constante  d'inté- 
gration ;  l'intégrale  particulière  ;:•  de  valeur  initiale  Zo  est  la  fonction 
implicite  définie  par  l'équation 

F  (X,  z,'k)  =  F  (0,  ^0,  >^). 

Sa  valeur  au  point  x,  y  se  tire  de  cette  relation  en  remplaçant  *a  par 
y  :  X.  On  obtient  ainsi  l'intégrale  de  l'équation  (1)  :  ce  sera 

(9)  f(x,.,|)  =  f(o,.,.|) 

et  elle  dépend  d'une  constante  arbitraire  ^o- 

Remarque.  —  En  principe,  la  méthode  de  Mayer  ne  fournit  l'inté- 
grale de  valeur  initiale  Zq  que  dans  un  domaine  où  les  conditions  de 
continuité  supposées  dans  les  théorèmes  précédents  se  vérifient. 
Mais,  dans  la  plupart  des  cas  pratiques,  les  calculs  conduisent  à 
définir  l'intégrale  par  une  équation  entre  des  expressions  littérales  qui 
se  dérivent  toujours  par  les  mêmes  règles,  de  sorte  que  la  formule 
démontrée  dans  un  domaine  restreint  subsiste  d'elle-même  dans  un 
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domaine  quelconque.  Toutefois  cette  remarque  ne  peut  être  présentée 
avec  toute  la  précision,  qu'elle  comporte  qu'en  s'appuyant  sur  les 
propriétés  générales  des  fonctions  analytiques,  qui  ne  seront  exposées 
que  plus  tard. 

Dans  les  applications  que  l'on  rencontre,  le  plus  simple  sera  géné- 
ralement de  choisir  l'origine  Xq  =  y^  =  0  comme  point  initial  dans 
le  plan  a\  y  Mais  on  ne  le  peut  pas  toujours,  parce  que  les  conditions 
de  continuité  peuvent  tomber  en  défaut  en  ce  point.  On  fait  alors  le 
changement  d'axespréalable  indiqué  dans  la  démonstration  précédente. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

,  _  ^xzdx-^'iy  zHy 
~    1  —  x"  —  2  y-z 

Elle  satisfait  à  la  condition  d'intégrabililé  complète  et  aussi  aux 
conditions  de  continuité  aux  environs  de  a:  =  i/  =  0.  Cherchons  l'in- 
tégrale z  qui  a  pour  valeur  Zo  à  l'origine. 

Posons  y  =  'kx,  dy  =  1  dx  et  chassons  le  dénominateur,  il  vient 

dz  (1  —  x^)  —  2  xz  da;  =  2  X*  {xH  dz  +  xz^  dx) 

Les  deux  membres  sont  des  différentielles  exactes,  l'intégrale  de 
cette  équation  différentielle  ordinaire  sera 

^  (1  —  x^)  —  l^x^z^  =  const.  =  Zc 

et  celle  de  l'équation  aux  différentielles  totales 

z{\-x^)-yh^  =  Zo. 

236.  Forme  symétrique  de  l'équation.  —  L'équation  plus  symétrique 

(10)  Xdx-\-Bdy+Cdz  =  0 

où,  A,  B,  C  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  x  et  où  C  n'est  pas 
nul,  se  ramène  à  la  précédente  en  la  résolvant  par  rapport  à  dz.  La 
condition  d'intégrabilité  complète  est  donc 


dy  \d 

B   d  fA\ 

C  dz  Vcy  ~ 

dx  KCJ 

k  d  fB 
C  dz  VC 

ou,  tous  calculs  faits,  et  sous  forme  symétrique. 
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Quand  cette  identité  a  lieu,  l'intégration  de  l'équation  (10)  peut  se 
faire  par  la  méthode  de  Mayer,  On  a  d'ailleurs  la  liberté  de  résoudre 
à  volonté  par  rapport  à  dx.  dy  ou  dz  et  de  considérer  x,  y  ou  z  comme 
l'inconnue.  On  choisira  comme  inconnue  celle  des  variables  dont  la 
détermination  paraît  la  plus  lacile. 

237.  Multiplicateur  ou  facteur  intégrant.  —  Quand  la  condition 
d'intéyrabililé  cumplète  (11)  est  vérifiée,  il  existe  un  facteur  pi  fonction 
de  X,  y,  z  tel  que  l'expression 

|JL  (A  dx  -\-  Bdy  +  C  dz) 

soit  une  différentielle  totale  exacte. 

En  elTet,  l'équation  (10)  admet  une  intégrale  renfermant  une  con- 
stante et  qui,  résolue  par  rapport  à  cette  constante,  prend  la  forme 

(12)  F  {X,  y,  z)  =  a. 

On  en  tire,  en  différentiant, 

F^  dx  +  fI  dy -{- ¥'^  dz  =  0 

et,  en  identifiant  la  valeur  de  d^  qui  s'en  déduit  avec  celle  fournie  par 
l'équation  (10), 

(1Q\  Far  _   Fj/  F, 

Ces  relations  ne  contiennent  plus  a  et  elles  ont  lieu  pour  tout 
système  de  valeurs  de  x,  y,  z  satisfaisant  à  (12j,  donc  pour  un  système 
quelconque  (Xq,  y^,  z^),  car  on  peut  faire  a  ^-  F  (a:©,  i/o,  Zo).  Ce  sont 
donc  des  identités.  Appelons  p.  la  fonction  de  a;,  y,  z  définie  par  l'un 
de  ces  rapports,  on  aura  identiquement 

|ji  (A  rfa:  +  B  dî/  4-  C  dz)  =  F^  da;  +  K  dy  +  F^  dz  =  dF(a;,  y  ,z), 

ce  qui  prouve  le  théorème. 

238.  Solution  singulière.  —  Quand  l'équation  (lOj  est  complète- 
mentîntégrable,  elle  peut  admettre,  en  outre  de  l'intégrale  qui  renferme 
une  constante  arbitraire  et  qu'on  appelle  l'intégrale  géiérale,  une 
solution  singulière  ne  renfermant  rien  d'arbitraire.  On  obtiendra 
d'ailleurs  immédiatement  cette  nouvelle  solution  quand  l'intégrale 
générale  sera  connue. 
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En  effet,  supposons  connue  l'intégrale  (12)  ;  on  en  déduit,  immé- 
diatement un  multiplicateur  fi.  en  formant  l'un  des  rapports  (13);  il 
vient  alors 

A  dx  -\-  B  ily  +  C  dz  =  ^  d  ¥{x,  y,z). 

L'équation  ne  peut  donc  être  véritîée  que  de  deux  manières  : 
1°  En  posant  F  =  a  :  c'est  la  solution  générale  ; 
2°  En  posant  i  :  p.  ^  0.  Si  l'on  peut  tirer  de  là  une  valeur  de  z,  ce 
sera  la  solution  singulière. 

239.  Remarque.  —  La  méthode  de  Mayer  est  la  méthode  d'inté- 
gration la  plus  simple  au  point  de  vue  théorique.  Mais,  en  pratique, 
on  n'a  guère  l'occasion  de  s'en  servir,  parce  que  l'on  ne  rencontre 
que  des  exemples  très  simples,  pour  lesquels  on  aperçoit  facilement 
un  multiplicateur.  Dans  ce  cas,  on  obtient,  immédiatement  l'intégrale. 
Soit,  par  exemple,  l'expression 

2  2  (da;  —  dy)  -\-  (x  —  y)  dz  =  0. 

Elle  est  complètement  intégrable.  On  sépare  la  variable  z  de  x  eiy 
en  divisant  par  z  [x  —  y),  ce  qui  est  donc  l'inverse  d'un  facteur  inté- 
grant. Il  vient 

^(dx  —  dy)   ,    dz      ^  ,  >„ 

— ^^ —A =  0         ou        (x  —  w -2  =  a 

X  —  y  z  \        t)i 

c'est  l'intégrale  générale.  Il  y  a  une  solution  singulière  2  =  0,  qui 
rend  infini  le  multiplicateur  1  :z[x  —  y).  Si  l'on  ne  prenait  pas  z 
comme  fonction  inconnue,  la  solution  siugulière  serait  x  —  y  =  0. 

240.  Intégrabilité  incomplète.  —  Si  l'équation 

(14)  d-z  =  \dx-}-\dy 

ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  complète,  on  ne  peut  pas 
la  véritler  par  une  fonction  z  des  deux  variables  x  eiy  qui  dépende 
d'une  constante  arbitraire.  Mais  on  le  pourra  peut-être  par  une  fonc- 
tion z  =  'f  {x,  y)  sans  constante  arbitraire.  En  vertu  de  la  démonstra- 
tion du  théorème  I,  celle-ci  doit  nécessairement  rendre  identique  la 
condition 

<-i  f  +  f^-i  +  S- 
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Donc  la  fonction  z  =  (^  (x,  y)  se  tire  nécessairement  de  cette  rela- 
tion quanti  elle  existe. 

Donc,  pour  reconnaître  s'il  existe  une  solution  et  pour  la  trouver, 
il  suffira  de  résoudre  la  relation  (15)  par  rapport  à  iï  et  de  substituer 
la  valeur  trouvée  dans  l'équation  (14).  Si  celle-ci  est  vérifiée,  ce  qui 
sera  l'exception,  la  valeur  trouvée  sera  une  intégrale,  mais  nous 
dirons  que  l'intégrabilité  de  rexi)ression  (14)  est  incotnplète. 

En  voici  un  exemple  :  Soit  l'équation  difTérenlielle 

dz  ^  z  {dx  -{-  xdy). 

La  relation  (15)  est 

xz  ^  z  -\-  xz,        d'où        z  =  0. 

Or  z  =  0  satisfait  à  l'équation  différentielle.  C'est  donc  une  intégrale 
et  la  seule. 

§  5.  Equations  ou  systèmes  d'équations 
aux  différentielles  totales  à  un  nombre  quelconque 
de  variables. 

241.  Une  seule  équation  aux  différentielles  totales.  —  Soient  Xi, 

X2,...  X,ides  [onctions  données  de  )i  variables  indépendantes  Xi^x^,..  Xn 

et  d'une  fonction  inconnue  z.  Considérons  l'équation 

n 
(1)  rfz  =  S  Xî  dxi 

i=i 

On  dit  que  l'équation  est  complètement  intégrable  s'il  existe  une  rela- 
tion unique  entre  x^...  Xn,  z,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  dont 
l'équation  (1)  soit  la  conséquence. 

Théorème  1.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  peter  que  l'équa- 
tion (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  l'on  ait  les  "  ^"~^'  identités 

^^^  ^.+^'^^  =  -^  +  ^^-57-         ('.^-^1.2,...n). 

En  effet,  l'équation  (1)  doit  être  complètement  intégrable  quand  on  ne 
fait  varier  que  deux  Xi  et  a?^  des  variables  x,  ce  qui  exige  qu'on  ait  les 
identités  précédentes.  D'autre  part,  ces  conditions  sont  suffisantes  en 
vertu  du  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  les  identités  (2)  ont  lieu  et  qu'on  désigne  par  x°.,  z^ 
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un  système  de  valeurs  initiales  arbitraires  des  >i  +  1  vai^iahles  Xi  et  xr, 
l'éqication  (1)  admet  une  intégrale  et  une  seule  z  ^  cp  [x^^...  Xn)  se 

réduisant  à  Zo  au  point  [xf[,...  aP^).  On  suppose  les  dérivées  -~-  conti- 
nues dan^  le  voisinage  des  valeurs  initiales  x^.  et  z^ 

Le  théorème  est  vrai  pour  deux  variables  indépendantes  (n''223).  Sup- 
posons qu'il  soit  déjà  démontré  pour  n  —  1,  nous  allons  montrer  qu'il 
subsiste  pour  ti. 

Pour  plus  de  dailé,  désignons  la  variabl  >  a;„par!/  et  le  coefficient  Xn 
par  Y.  L'équation  [1)  prend  la  forme 


(3}  dz  =  S  Xi  dxi  -\-Y  dy. 


n—i 


et  pour  h  =  n,  les  identités  (2)  sont  remplacées  par 
(A\  (?X.  dXi_  dY     ,   X.   ^Y 

Laissons  d'abord  y  constant.  Sous  les  conditions  admises,  il  existe  une 
intégrale  C  de  l'équation 

n— 1 

(5)  rfC  =   S   Xi{xi,  X2,...y,^)dXi 

et  une  seule  qui  prend  la  valeur  z^  au  point  {xl,-"  ^n)- 

Cette  intégrale  ayant  été  déterminée,  faisons  -varier  y  seul,  et  cher- 
cHons  l'intégrale  unique  et  bien  déterminée  de  l'équation 

dz 

qui  se  réduit  à  K  pour  y  =  y^.  Je  dis  que  cette  intégrale  z  =  f  [xt,  y) 
sera  aussi  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (3). 

En  effet,   cette   intégrale  se  réduit  à  z^  au  point  (a;^,  î/^)  et  l'on  a, 
tp  étant  une  intégrale  de  (6), 

^  =  Y  {x^,X2,...  y,  cp). 

Il  reste  donc  simplement  à  montrer  que  l'on  a  aussi,  pour  chaque 
indice  i  en  particulier, 

=  Xi(Xi,x^,...y,(f) 


dx 

Cette  relation  a  lieu  pour  i/  =  î/o  à  cause  de  (5),  Pour  prouver  qu'elle 
subsiste  quand  y  varie,  il  n'y  a  qu'à  reproduire  la  démonstration  du 
n»  234  en  affectant  de  l'indice  i  les  lettres  a;  et  X  de  cette  démonstration. 
Le  théorème  est  donc  établi. 
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Théorème  et  méthode  d'intécîration  de  Mayer.  L'intégration  (Tune 
équation  aux  d'fjerentielles  totales  complètement  intégrable  entre  n  -\-  \. 
variables  revient  à  Vintégrution  d'une  seule  équation  à  deux  variables 
renfermant  n  —  1  paramètres  arbitraires. 

Considérons  l'équation  (1)  et  supposons  que  les  conditions  de  conti- 
nuité aient  lieu  pour  le  systènae  de  valeurs  initiales  £c^  =  0,  z^.  Au 
besoin,  on  réaliserait  cette  condition  par  un  déplacement  d'axes  dans  le 
domaine  des  Xi.  Cherchons  alors  l'intégrale  qui  a  pour  valeur  Zo  à  l'ori- 
gine des  Xi,  On  peut  aller  en  ligne  di'oite  de  l'origine  des  Xi  au  point 
quelconque  x^^  oc„^...  a;,jet,  pour  trouver  la  valeur  de  z  en  ce  point,  il 
suffit  d'intégrer  le  long  de  cette  droite.  On  a,  les  X  étant  constants  dans 
cette  hypothèse, 

et,  en  substituant  dans  l'équation  (ly, 

dz  =  (X,  +  ^2X2  +  ...  +  X„Xn  )  dx,. 

Cette  équation-ci  est  une  équation  différentielle  ordinaire.  On  résoudra 
son  intégrale  pai-  rapport  à  la  constante  d'intégration  et  on  choisira  la 
constante  de  manière  que  z  ait  pour  valeur  initiale  Zo.  Il  viendra  ainsi 

F(^,  a;,,  Xg,  Xg,.,  X,^)  =  Const  =  F{Zq,  0,  Xg,  X3,...  l^). 

La  valeur  de  z  au  point  x^^  x^ Xn  s'en  déduit  en  éliminant  les  X,  on 

obtient  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  sous  la  forme 


F(z,a.„^,^,...il»)  =  Ff..,O.A^,...£iO- 


1     '^i 


Forme  symétrique  de  l'équation.  —  On  peut  aussi  considérer  l'équa- 
tion aux  différentielles  totales,  plus  symétrique  : 

Xi</a?i  -\-  X^dxo  -j-  .••  +  \ndxn  =  0. 

On  la  ramène  à  la  forme  précédente  en  la  résolvant  par  rapport  à  l'une 
des  différentielles  qu'elle  contient,  considérée  comme  celle  de  l'inconnue. 
La  condition  d'intégrabilité  complète  s'établit  comme  dans  le  cas  de  trois 
variables.  Il  faut  que  les  identités 


V  dxf         dxh  J  \  dxi  dxf  J  \  dx^        dxt 


aient  lieu  pour  toutes  les  combinaisous  des  indices  i,  h,  l.  Mais  toutes 
ces  équations  ne  sont  pas  indépendantes.  Si  l'on  choisit  l'indice  i  de 
manière  que  Xj  diflPère  de  0,  il  suffira  que  les  identités  aient  lieu  pour 
toutes  les  combinaisons  k,  l,  car  ces  conditions  suffisent  pour  que  l'ex- 
pression résolue  par  rapport  à  dxi  soit  complètement  intégrable. 


d 

dx 

+  Ye 

d 

ày 

+  Zi 

d 
dz 
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Quand  l'équation  est  complètement  intégrable,  elle  admet  un  multipli- 
caleur.  Quand  on  connaît  l'intégrale  générale,  on  peut  en  déduire  un 
multiplicateur  et,  connaissant  un  multiplicateur,  on  peut  en  déduire  la 
solution  singulière,  comme  dans  le  cas  de  trois  variables. 

242.  Systèmes  d'équations  aux  différentielles  totales,  —  Pour  sim- 
plifier l'écriture,  nous  allons  considérer  un  système  de  trois  équations 
seulement,  mais  les  formules,  les  démonstrations  et  les  théorèmes  s'éten- 
dront d'eux-mêmes  à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

Considérons  donc  le  système  de  trois  équations  simultanées  entre  trois 
fonctions  inconnues  x,  y,  z  de  n  variables  indépendantes  t^,  t.^,...  t)i  '. 

(7)       dx  =^î  Xi  du,         dy  =  1:  Yt  dtf,         dz  =  H  Z,-  d^, 

i  1  i 

les  lettres  X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  des  t  seulement.  Nous  défini- 

S 
rons  le  symbole  d'opération  -»—  ,  en  posant 

Cette  opération  consiste  donc  à  dériver  par  rapport  à  U  en  considérant 
X,  y,  z  comme  fonctions  de  U  puis  à  remplacer  les  dérivées  de  a;,  y,  z 
par  rapport  à  tt  par  leurs  valeurs  tirées  du  système  (7). 

On  dit  que  le  système  (7)  est  complètement  intégrable  s'il  admet  un 
système  d'intégrales  renfermant  trois  constantes  arbitraires  distinctes 
c'est-à-dire  permettant  d'attribuer  k  x,  y  ei  z  des  valeurs  initiales  arbi- 
traires. 

Théorème  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  sys- 
tème (1)  soit  complètement  intégrable  est  que  les  identités 

_8Xft_oX^^        iï^^ili,        i?^_i?L, 
^  '  Zti  8t/i  8ti  ctfi  Bti         otfi 

soient  vérifiées  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  i,  k. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  l'existence  des  intégrales  étant 
admise,  ces  relations  sont  satisfaites  quand  on  remplace  x,  y,  z  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  t  et  des  C(>nstanted  arbitraires,  car  les  seconds 
membres  des  équations  (7)  sont  alors  des  différentielles  totales  exactes. 
Mais  X,  y,  z  sont  arbitraires  avec  les  constantes,  donc  les  relations 
sont  satisfaites  par  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  t,  x,  y,  z. 

La  condition  est  suffisante,  en  vertu  du  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  ^?.,..  4  et  Xo,  yo,  ^o  ww  système  de  valeurs 
initiales  des  variables  aux  environs  desquelles  les  dérivées  partielles  prc- 
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miêres  des  coefficients  ^,Y  et  7j  par  rapport  aux  inconnues  x,  y  et  z 
soient  continues.  Si  l'on  a  les  identités  (9),  il  existe  un  système  de 
fonctions  x,  y,  z  et  un  seul  prenant  les  valeurs  initiales  Xo.  yo,  Zo  au 
point  {^1,...  tn). 

Quand  les  variables  t  se  réduisent  à  une  seule,  les  équations  (7) 
forment  un  système  d'équations  différentielles  simultanées  ordinaires. 
Dans  ce  cas,  les  conditions  (9)  disparaissent  et  l'existence  des  intégrales 
est  établie.  On  peut  donc  considérer  le  théorème  comme  vrai  dans  le  cas 
d'une  seule  vai'iablo  t. 

Pour  montrer  qu'il  est  général,  nous  le  supposerons  donc  déjà  démon- 
tré pour  n —  1  variables  t  et  nous  allons  montrer  qu'il  subsiste  par  n. 

Laissons  d'abord  t,t  constant  ;  remplaçons  x,  y,  z  par  ?,  t),  Ç  et  cher- 
chons les  intégrales  $,  t),  Ç  du  système 

(10)  c?$  =Pï  Xidti,        dri  ^-LYidti,        dX,  =  lZidti 

1  1  1 

qui  se  réduisent  à  Xq,  yo,  Zq  au  point  tl,.-.  ^n— i  • 

Celles-ci  trouvées,  ne  faisons  plus  varier  que  t^ ,  et  cherchons  les  inté- 
grales X,  y,  z  du.  système 

(11)  ^=..Xn,  -^=Yn  — =Zn 

aZ'ji  atji  cc^yi 

* 
qui  se  réduisent  à  ^,  r,,  ^  au  point  tn' 

Je  dis  que  ces  intégrales  x,  y,  z,  considérées  comme  fonctions  de 
toutes  les  variables  t,  seront  les  intégrales  cherchées  du  système  (7). 

En  effet,  elles  prennent  les  valeurs  Xo,  yo,  Zo  au  point  (<î,.,.  tn). 
D'autre  part,  on  a,  puisque  ce  sont  les  intégrales  de  (11), 

Il  reste  donc  à  montrer  que  l'on  a  aussi,  pour  un  indice  i  autre  que  w, 

dit  ~'^''      dti  ~  ^"     ~ât;-^'' 

Ces  relations  sont  vérifiées  si  tn  =  4,  car,  {x,y,  z)  se  réduisant  à 
(S,  ^,  C),  elles  se  tirent  de  '10).  Pour  montrer  qu'elles  subsistent  pour  les 
autres  valeurs  de  tn ,  posons 

<'^'  t-=^'+"'  |-  =  Y'  +  ''-  t-  =  ^'  +  «' 
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et  montrons  que  ic,  v,  îc,  qui  sont  nuls  pour  t,i  =  ^^,,  restent  nuls  quand  «*„ 
varie. 

A  cet  effet,   calculons  les  dérivées  de  m,  v,  w  en  ne  faisant  varier 
que  t,i .  On  a 

du         d^x  dXj       dXj    dx        dXi     dy         dXi  dz 

dtfi       dti  dt,i        ôtn        dx      dt„        dy      dtn        dz     dtn 

ou,  en  abrégé,  eu  égard  aux  relations  (12)  et  (8), 

du   _    d    f  dx  ^       5X<  _ 
dt,i       dti   \  dly^J        Un 

dx 
Mais,  puisque  -r—  =  X„,  il  vient,  eu  égard  à  (13), 

d  f  dx\  _  dXn      dXn    dx        dXn    dy    ,    dX^   dz 


dti  V  dtn  J        dti  ^   dx     dti  ^    dy     dti  "^   dz      dti 

SXn  dXn    .         dXn    ,  dXn 

oii  dx  dy  dz 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  obtient,  grâce  à  (9), 
la  première  des  trois  équations  du  système  suivant  (les  deux  autres 
s'obtenant  par  un  calcul  analogue)  : 

/    du  dXn   .       dXn  ,        dXn 

l      dtn  dx  dy  dz 

)      dv  ,àYn,dYn,^dYn 

j    dtn  dx    '        dy  dz 

J      dw  dZn    ,         dZn     ,  dZn 

-    tt  —z — -  +  V  -^ 1-  w 


\    dtn  dx  dy  dz- 

C'est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  entre  ii,v,we.itn  . 

On  obtient  un  système  d'intégrales  s'annulant  pour  tn  =  t^n  e»  posant 
u  =  V  —  w  ==  0  et  il  n'y  a  pas  d'autre  système  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions  initiales,  donc  w,  v  et  w  sont  bien  nuls. 

MÉTHODE  d'intégration  DE  Mayer.  —  V  intégration  dxi  système  (7j 
complètement  intégrable  à  n  variables  indépendantes,  revient  à  Vinté- 
gration  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  renfermant 
n  —  1  paramétres  arbitraires. 

En  effet,  supposons  les  conditions  de  continuité  relatives  aux  valeurs 
initiales  réalisées  pour  un  système  de  valeurs  nulles  des  t  et  les  valeurs 
Xq,  yo  et  ^0  des  fonctions  inconnues.  Au  besoin,  on  réalisera  cette  con- 
dition  par  un  déplacement  d'axes.   Cherchons  le  système  d'intégrales 
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X,  t/,  z  ayant  ces  valeurs  initiales  à  l'origine  des  t.  Allons  en  ligne  droite 
de  l'origine  des  t  au  point  quelconque  <,,  l^,...  tn  et  intégrons  les  équa- 
tions (7)  le  long  de  cette  droite.  On  a,  les  X  étant  constants, 

et,  en  substituant  dans  les  équations  (7),  il  vient  (Xj  =  1) 

C'est  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires.  Les  intégrales, 
résolues  par  rapport  aux  constantes  d'intégration,  seront 

On  détermine  les  constantes  de  façon  que  x,  y,  z  aient  les  valeurs 
initiales  Xo,  yo,  Zq  pour  ^j  ==  0  ;  il  vient  ainsi 

Fi  \x,  y,  5,  ^,,  Xj,...  A„)  =  F,  ixo,  i/o,  -^o,  0,  X^,...  X„) 

(t  =  l,  2,  3) 

Les  valeurs  de  x,  y,  z^  au  point  quelconque  t^,...  ^^^s'en  déduisent  en 
éliminant  les  X;  ce  sont  les  fonctions  implicites  définies  par  le  système 

F<  [œ.  y,  z,  x„  ^,...^^)  =F,(=..,  y,,  z.,  0,  ^V-^') 

|i  =  1,  2,  3) 
Ces  équations  fournissent  les  intégrales  cherchées. 
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CHAPITRE  VI. 


Questions  spéciales  : 
Fonctions  circulaires  et  Eulériennes;  Séries  de  Fourier. 


§  1 .  Expressions  des  fonctions  circulaires  et 
hyperboliques  en  produits  infinis  et  en  séries  de  fractions. 

243*  Décomposition  de  sin  m9  en  facteurs.  —  Nous  considérons 
seulement  le  cas  où  m  est  un  entier  impair  27i  +  1- 
L'expression  de  sin  m8  se  tire  de  la  formule  de  Moivre  : 

cos  mO  +  i  sin  7n9  =  (cos  0  +  i  sin  6)"' , 

en  égalant  les  coefficients  de  i  dans  les  deux  membres.  Il  vient  ainsi, 
pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  0, 

sin  m6  =  m  cos  »''-*  0  sm  9 ^^ — Y^d cos^^-^O  sm^  9  -{-  - 

Par  conséquent,  m  étant  égal  à  2  n  -f  1, 

J^^  =  cos-9  -  ^Mm-i)im-2)  ^^^,^_,^  ^.^,^  ^  ... 
sin  9  4.  2.  d 

Tous  les  exposants  sont  pairs  au  second  membre.  Donc,  si  l'on 
remplace  cos*9  par  1  —  sin«9,  le  second  membre  se  transforme  en  un 
polynôme  de  degré  n  en  sin°9. 

Posons,  en  abrégé,  z  =  sin"9  et  soit  Yn  [z)  ce  polynôme  de  degré  n  ; 
on  peut  écrire,  en  désignant  par  a^.ag...  an  les  racines  de  Fn(2), 

^inm9    ^/    ^^Y^_^y..^_A\      (,^sin^8) 

les  deux  membres  ayant  la  même  limite  1  quand  9  et,  par  suite, 
%  tendent  vers  0. 
Mais  les  racines  ai,  a^...  de  Yn[%)  s'obtiennent  tout  de  suite.  En 

effet,  sin  m9  s'annule  pour  les  valeurs —'   —'•••—  ^^  ^»  toutes 
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inférieures  à  -^  (car  m  =  2n  +  1)  et  auxquelles  correspondent  les 
valeurs  croissantes  (donc  différentes)  de  z  : 

2        a,  =  sin- »        a,  =  sin^ — »      •••       a„-=sin2 — . 

qui  sont  donc  les  racines  de  ¥n{z),  car  sinô  ne  s'annule  pas. 

Portant  les  valeurs  (2)  dans  (1),  on  aura  la  formule  de  décomposi- 
tion cherchée. 

244.  Décompositions  de  Sh  x  et  de  sin  x  en  produits  infinis.  —  Soit 

xi 
a;  une  variable  réelle  ;  changeons  0  en  —  dans  la  formule  (1).  Il  faut 

remplacer  sin  ô  par  i  Sh  —  et  sin  mh  par  i  Sh  x.  Il  vient  donc 


^=  a(i+  _jl) 


m  =  2ji  +  4] 


m 
Tout  est  positif  dans  le  second  membre  de  cette  formule.  Prenons 
les  logarithmes  :  le  produit  sera  remplacé  par  une  somme.  Soit  p  un 
entier  <  n  ;  nous  aurons 

i        Sh^^\ 

(3)  Log —  =  SLog  \i  +  — - — /  +  Rp, 

m  Sh  —      '^='  ^ 

m 

en  désignant  par  R^,  la  somme  des  logarithmes  non  écrits,  qui  sont 
tous  positifs.  Mais,  si  a  est  positif,  on  a  e^  >  1  +  a,  par  conséquent 
a  >  Log  (i  +  a)  ;  il  vient  donc 

Sh^  — 
0  <  Rp  <  S =  f  Sh^  A)  S  -1 . 

Quand  /.:  varie  de  i  à  n  =  — ^ — ,  le  rapport  f  sin  —  j  :  — ,  qui  est 
celui  du  sinus  à  l'arc,  décroît  constamment  sans  atteindre  le  minimum 
f  sin  -^  1  :  -^  qui  est  égal  à  -^'  On  a  donc 


1   _       1  1  _^   m^       m" 

m        V  7t  y   V  my 
et,  par  conséquent,  a  fortiori 


_1 J^  1 

A  — 1        k 
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«^<f(-ailF^-| 


=  -7-  SlV'  — 
4/)  m 


Faisons  maintenant  tendre  m  vers  l'infini  dans  la  formule  (3),  et 
observons  que  l'on  a 


lim  mSh —  =  x,        lim  m-  a^  =  lim  m^  sin^  — ^  ==  k^n"- 


il  vient 


Log  ^=  i;Log(^l  +  ^^  j+hmR^, 


x^ 
0  <  limRp  < 


Ap  ' 

Si  l'on  fait  tendre  maintenant;?  vers  l'infini,  lim  R^  tend  vers  0  et 
l'on  trouve 

(4)  Log  --  =  Log  -2^  =  S  Log  (^1  +  ^ j 

Enfin,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  obtient  &hx 
sous  forme  de  produit  infini,  c'est-à-dire  comme  limite  du  produit 
d'un  nombre  illimité  de  facteurs  : 

(5)  Sha:  =  ^-2^  =  ^n(4+-|-, 

La  décomposition  de  sin  x  peut  s'obtenir  directement,  par  un  rai- 
sonnement analogue.  Mais  on  peut  la  déduire  de  la  formule  précé- 
dente. Il  suffit  de  remarquer  que  la  formule  (5)  subsiste  si  l'on  rem- 
place X  par  une  variable  imaginaire  z. 

En  efîet,  le  produit  qui  constitue  le  second  membre  de  (5)  se  déve- 
loppe, par  les  multiplications  successives,  en  une  somme  de  puissan- 
ces de  X  toutes  positives.  Donc,  l'ordre  des  termes  étant  indifférent, 
ce  second  membre  peut  être  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  ce 
qui  le  ramènera  nécessairement  à  la  série  potentielle  qui  définit  ^hx. 

Cette  réduction  à  la  série  qui  définit  le  sinus  hyperbolique  demeure 
légitime  quand  on  remplace  x  par  une  imaginaire  z  de  module  x,  car  la 
somme  de  puissances  de  x  sera  seulement  remplacée  par  une  somme 
absolument  convergente  de  puissances  de  z  et  Tordre  des  termes 
demeure  indifférent. 

Donc  on  peut  remplacer  x  par  ix  dans  (5)  et  l'on  en  déduit 


(6)  smx=-xU{l-^^) 
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On  tire  de  là  le  développement  analof^ue 


cos 


^~   2sina:  "  \\        (2^  +  1)^712/ 


245.  Séries  de  fractions.  —  Si  l'on  dérive  la  formule  (4),  il  vient, 
pour  toute  valeur  réelle  de  x, 

7)  ^^^^-^  -  —  =  2a;  S  —^^--—. 

En  effet,  cette  série,  ayant  tous  ses  termes  inférieurs  à  ceux 
de  la  série  convergente  à  termes  positifs  SA;--,  est  uniformément  con- 
vergente quand  x  varie  d'une  manière  quelconque,  ce  qui  justifie  la 
dérivation. 

De  même,  remplaçons,  dans  (6),  sin  x  et  tous  les  facteurs  par  leur 
valeur  absolue  ;  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  et 
dérivons.  Il  viendra 

1  '^         1 

(8)  cot  a;  =  -!^ 2a;  S 


X  k=i  fc^TT^  —  X' 

En  effet,  cette  série  converge  encore  absolument  et  uniformément 
dans  tout  intervalle  où  les  dénominateurs  ne  s'annulent  pas,  car  le 
rapport  de  son  terme  général  à  celui  de  la  série  ^  k-^  tend  vers  une 
limite  finie  pour  k  infini. 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a 

2a;  1.1 


-+■ 


a;2  — ^«712        x  —  kr.   \x  +  kr. 
on  voit  que  la  formule  (8)  peut  s'écrire  plus  simplement 

+  30  -I 

(9)  cot  a;  =  S ^-j—j 

à  la  condition  d'associer  dans  la  sommation  les  valeurs  +  ^  et  —  it. 
Le  développement  de  cot  x,  en  donne  encore  d'autres  : 

+*  1 


tga'  =  — cot  (^— ^)  =  —  S 


x-{k^^y 


1 


1  /       x  X  \     +^        1  '  ^  1 


sin  a;        2\       2     '    ^2/     ^^  x-'ik^      _x  a;  — (2^  +  l)7i' 
ou,  plus  simplement, 

(10  — _  =  x;  -^ --^  =  —  +  ^a;  s     ^       ' 

sin  X      -os  x  —  k-r.       X  i    x^  —  k^n^ 
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Remarque.  —  II  est  souvent  utile  d'écrire  la  formule  (7)  sous  une 
autre  forme.  On  remarque  que  l'on  a 

e^-\-e-^  2 


0X g-X  gZX  j 


+  i. 


On  substitue  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  (7),  puis  on 
change  x  qu  x  :°2.  L'équation  prend  la  forme 

(11)  :;ï^-i  +  4-=2a;^2: 


1  '2  1  Ak^Tz^  +  x^ 

246.  Calcul  d'une  intégrale  d'Euler.  —  Soit  x  une  quantité  com- 
prise entre  0  et  1  ;  on  a 

^      =V(— ajj'^-l-H  l)"ea:", 


i  +x       0 

et  6  est  compris  entre  0  et  4,  car  9  est  égal  h  i  :  {\  +  x). 

Donc,  si  a  désigne  une  quantité  positive,  il  vient,  en  multipliant  la 
relation  précédente  par  x^-^  dx  et  intégrant,  puis  en  observant  que  8 
peut  sortir  du  signe  d'intégration  tout  en  gardant  le  sens  d'une 
quantité  comprise  entre  0  et  4, 


I 


1  x"-'dx  _"y'(—i)^  ,   (— i)"i 


i  -\-  X         0  a  -\-  k        a  ■{-  n 
Enfin,  en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  obtient 


I 


'x"-'dx  _^  (—4)^ 


Jo    i  +  X         0^4-^ 
Supposons  maintenant  a  compris  entre  0  et  4  ;  on  peut  changer  a 
en  4  —  a  dans  cette  intégrale,  puis  ic  en  4  :  a;  ;  il  vient 

Jo   4  +  j;    ~"Ji     \-\-x  ~  i  a  —  k' 
Ajoutons  cette  relation  à  la  précédente,  nous  trouvons,  par  (10), 

jo      i  -\-  X  -»  a  7t  —  kTz      sin  an 

Cette  intégrale  importante  est  due  à  Euler,  qui  l'a  calculée  par  un 
procédé  très  difTérent  du  précédent. 

§  2.  Nombres  et  polynômes  de  Bernoulli. 

X 

247.  Développement  de  — j  en  série  potentielle.  —  Soit  x  une 

quantité  positive;  on  a  (0  <  6  <  1) 
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...  / /r\fi  n—i 


i  +  X  1  ^  i  -\-x 

Donc,  en  changeant  a:  en  j;^  :  Ak^n^,  et  en  supposant  seulement  x 


réel, 


X^ >'£  f  X^      Y   —(if—       ^' 


Ak'Tz^  -h  x^  p=i  V       Ak^Tz^  J  \       4^-271 

Portons  ces  développements  dans  le  second  membre  de  la  formule 
(11)  du  no  précédent  ;  en  posant  en  abrégé 

111 
il  viendra  (0  <  Ô  <  1) 

Si  n  tend  vers  l'infini,  S2„  tend  vers  l'unité  et  le  dernier  terme  tend 
vers  0,  pourvu  que  |  x  \  soit  <  2  tt.  Donc,  si  ]  .r  |  est  <  2  tt,  on  a  le 
développement  en  série  potentielle 


e^—^i  ~  '  '^  2  ~  "  L(2û?  ~  (2^  ^  (2^6  — 


1  +  î=  2 


248.  Nombres  de  BernouUi.  —  Les  nombres  de  Bernoulli  (*)  sont 
les  nombres  Bj,  Bj,...  Bn,...  définis  par  le  développement  en  série 

qui  converge,  comme  on  vient  de  le  voir,  pourvu  que  |  x  \  soit  <  2  it. 
Comparant  cette  formule  à  la  précédente,  on  en  conclut  que  tous 
les  nombres  B  d'indice  impair  sont  nuls,  sauf  Bj  qui  est  égal  à  —  -^^ 
et  que  les  nombres  d'indice  pair,  B»,  B<,...  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs.  On  a  effectivement 

(3)  B.,  =  (-l)--^ji^..n. 

Quand  71  est  grand,  Szn  diffère  peu  de  1  ;  cette  formule  montre  que  les 
nombres  de  Bernoulli  croissent  très  rapidement  quand  n  augmente. 
Si  l'on  introduit  la  notation  des  nombres  de  Bernoulli  dans  la  for- 
mule (1),  il  vient,  x  étant  réel  et  6  compris  entre  0  et  1, 

(*)  La  notation  des  nombres  de  Bernoulli  est  variable  avec  les  auteurs.  Nous 
avons  adopté  celle  d'Edouard  Lucas  qui  est  la  plus  commode. 
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^  '  e^  —  1  "^2         2  !    "^  "i  !    "^         •"  (2«  —  2)  !  "^      (2w)  ! 

249.  Calcul  des  nombres  de  Bernoulli,  —  Nous  allons  montrer  que 
les  nombres  de  Bernoulli  sont  rationnels.  Pour  les  calculer,  il  est  com- 
mode de  se  servir  de  la  notation  symbolique  suivante  : 

Convenons  de  remplacer  B"  par  B„  dans  le  développement  de  e^^ 
en  série  potentielle  ;  la  formule  (2)  pourra  s'écrire  symboliquement 

(5)  i^^^'" 

L'utilité  de  cette  notation  vient  de  la  propriété  suivante  : 
Si  l'on  multiplie  la  série  e^^  par  celle  qui  représente  e«^,  on  aura 
aussi  symboliquement 

En  effet,  si  l'on  considère  B  comme  une  indéterminée,  l'égalité 
précédente  a  lieu  par  la  propriété  de  l'exponentielle.  Les  deux  mem- 
bres peuvent  être  ordonnés  suivant  les  puissances  de  B  ;  après  quoi, 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  B  doivent  être  identiques  de 
part  et  d'autre.  L'identité  des  deux  membres  subsiste  donc  quand  on 
remplace  B,  B-,...  par  Bj,  Bo,...  Celte  substitution  donne  aux  deux 
membres  leur  sens  symbolique.  D'ailleurs  les  séries  convergent 
pourvu  que  x  soit  <  2  ir  en  valeur  absolue. 

Chassons  le  dénominateur  dans  l'équation  (5)  ;  il  vient 

(6)  ^=^  g(B+l)^_gBa: 

Par  suite,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x, 
on  obtient  les  équations  symboliques  : 

/    (B  -t- 1)  —  B  =  1  /         4  =  1 

(B4-1)'  — B-  =  0  l    2Bi  +  4=0 

(7)       l    (B  +  4)3_B3  =  0      d'où  3B2  +  3B1 -1-1  =  0 


(B  +  1)"— B'^=0  V 

C'est  un  système  de  formules  récurrentes  à  coefficients  entiers, 
d'où  l'on  tire  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  B,.  B2,  B3,... 
On  trouve  (B2n+i  étant  nul)  : 

R    _        L  R    -1  R  691 

Cl  —        5,  De  —  42  ^12  —        2730 

R-1  R-1r=1 

J>2  —  6  Dg  —       3Q       Du        g 

R    _        1  R      _   ^  R      _       36n 

04  —  —  30        '^lo  —  66  ^i«  510 
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250.  Propriétés  des  nombres  de  BernouUi,  —  Multiplions  la  formule 
(6)  par  gi'^;  il  vient 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  de  a;"  de  part  et  d'autre, 

(8)  ny»-^  =  (B  -f  1  4-  ?/)"  -  (B  -h  t/)»  . 
Désignons  par  f[y)  un  polynôme  entier  quelconque 

f{y)  =  «oy^  +  «1  yp-'  +  -  +  (fp-i  y  -\-  ap 

Remplaçons  successivement,  dans  l'identité  (8),  n  par  p,  p  —  1, 
p — 2,...  1;  multiplions  les  résultats  successifs  respectivement  par 
Oq,  fl;,  a2,...  cip—i  et  ajoutons.  Il  vient 

(9)  fi^y^Bi-l)-r{y-\-B)=r.f'[y), 

C'est  l'identité  symbolique  fondamentale  à  laquelle  satisfont  les  nom- 
bres de  Bernoulli. 

Voici  quelques  cas  particuliers  : 

1")  Soit  fly)  =  {2y  —  1)P;  on  a,  pour  y  =  0, 

{2B  +  1)P  —  {2  B  —  \)P  =  2 p  {—  1)P-* 

2°)  Soit  r{y]  =  y'y+h  (y-{-  2)  ...  {y  +  py,  on  a,  pour  2/  =  0, 

(p+1)  (B  +  l)(B  +  2)  ...  (B+p)^p! 

30)  Soit  1  <  5^  ^  jo;  posons  f{y)  =  [y  —  l)^i/*  ;  on  a,  pour  y  =  0, 

B^  (B  +  1)*  —  B*  (B  —  1)^  =  0. 

Cette  dernière  formule,  qui  est  due  à  Stem,  est  peut-être  la  plus  com- 
mode pour  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli,  parce  qu'elle  ne  contient 
pas  tous  les  nombres  B,  mais  seulement  ceux  qui  sont  compris  entre 
Bg  et  Bp-)-ç. 

251.  Polynômes  de  Bernoulli.  —  Les  polynômes  de  Bernoulli  sont 
les  polynômes  'fi(î'),  'fziv),...  «fn(u),  définis  par  le  développement 

(^°)  yZl^    =^  +  ?i{^)^-\-  ?2(")  ^'  +  -  +  ?n  [v)  X^  +  ... 

Ces  polynômes  dépendent  des  nombres  de  Bernoulli  et  on  obtient 
immédiatement  leur  expression  symbolique.  On  a,  en  effet,  si  |  a;  |  <  2it. 

1  (  pvx I  "4  p^x  ^(B+r)  X pRx 

(^"^-1)^T  - -^^  - — 

*  e^  —  1  œ  X 

Donc,  en  égalant  <f  ni^)  au  coefficient  de  a;",  il  vient 


(11) 


?n(u)  = 
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(n+l)l 


Les  polynômes  de  Bernoulli  foxirnissent  V expression  générale  des 
sommes  des  puissances  semblables  des  nombres  entiers. 
En  effet,  si  v  est  entier,  on  a 

gVX  1 

_       =  1  +  e-'^+  e^-^-  +  ...  +  e(»^-i)a^ 

et,  en  égalant  les  coefficients  de  a;"  (w  >  0), 

1+  2^  +  3"  +  ...  (u  —  1)«- 


On  en  tire 


<Pn 


l  4-2»  +  3«+  ..•  +  (u— ir  =  n!  (p„(u). 


252.  Propriétés  des  polynômes  de  Bernoulli.  —  P  Les  polynômes 
<{»„  [v)  s'annulent  si  v  =  0  ou  si  v  =  1 . 

Si  V  =  0,  Q„(f)  s'annule  en  vertu  de  la  formule  (11)  ; 
Si  V  =  1,  il  vient,  par  la  même  formule, 

f  s       (B  +  1)^+'  -  B^+^ 

?«(^)  =  — (^rrryi —  =  ^' 

car  {B  +  l)""t"^  =  B^^+^  en  vertu  des  formules  (7). 

2°  11  existe  une  relation  remarquable  entre  dex'.x  polynômes  consécu- 
tifs. Dérivons,  en  effet,  la  formule  (11);  il  vient 


(B  +  vr 


(")  + 


gn 


Il  y  a  deux  cas  à  distinguer;  B"  (ou  B^)  est  nul  si  n  est  impair;  donc, 
selon  que  n  =  2k  ou  2k  -\-  1 ,  on  a 

(12) 


(2Â)!' 


30  Comparons  maintenant  cpn(l  +  v)  et  cpn  ( —  v).  Changeons  à  la  fois 
dans  l'équation  (10)  v  en  —  y  et  a;  en  —  x;  il  vient 


gvx  _  1 


=  —  V  -f  X  cpn  (—  U)  (—  X)*^ 


Mais  on  vérifie  immédiatement  que  l'on  a 


g^^—  1 
e-^  —  l 


e^  —  l 


:=  V  S  Cp„  (U    -)-    \)X^ 
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Par  conséquent,  en  identifiant  ces  deux  développements, 

(18)  Tn(l+")  -(-l)"+*fn(-y). 

Si  n  est  pair,  en  posant  r  =  —  ^,  il  vient  ®n(  ^  )  =  0.  Donc  les 
polynômes  ^n(^)  d'indice  pair  s'annulent  si  u  :=  — . 

4°  Un  polynôme  ^zk\-i  ('")  d'indice  impair  ne  peut  reprendre  pltis  de 
deux  fois  la  même  valeur  quand  v  varie  de  0  à  1. 

En  effet,  s'il  reprenait  trois  fois  la  même  valeur,  sa  dérivée  (12) 

s'annulerait  pour  deux  valeurs  au  moins  de  v  comprises  entre  0  et  1, 
D'ailleurs  elle  s'annule  déjà  à  ces  deux  limites,  elle  s'annulerait  donc 
au  moins  quatre  fois,  et  sa  dérivée  (12) 

?2ft(î')  =  'f2ft-i(y)  +  1^^ 

au  moins  trois  fois.  Donc  cpj^.i^?;)  reprendrait  au  moins  trois  fois  la 
même  valeur.  Il  en  serait  de  même  de  'f2ft-3,  '"fs^-s,---  ?i>  ^^  Q^i  ^st 
impossible,  ce  dernier  polynôme  étant  du  second  degré. 

5°  Un  polynôme  d'indice  impair  ne  change  pas  de  signe  qtiand  v 
varie  de  Q  k  1.  En  effet,  il  ne  pourrait  changer  de  signe  qu'en  s'annu- 
lant  et,  comme  il  s'annule  aux  deux  limites,  il  s'annulerait  trois  fois,  ce 
qui  est  impossible. 

ô*"  Un  polynôme  d'indice  pair  s'annule  pour  v  =  0,-^  et  1 ,  en  vertu 

des  propriétés  \°  et  3°,  mais  il  ne  s'annule  pour  aucune  autre  valeur 
de  v  entre  0  e<  1 .  En  effet,  si  cp^^  s'annulait  quatre  fois,  'f  2;j_i  reprendrait 
au  moins  trois  fois  la  même  valeur,  comme  on  l'a  montré  dans  la  démon- 
stration du  4°,  ce  qui  est  impossible. 

Il  résulte  encore  de  là  que  c'est  pour  v  =  g-  que  les  polynômes  d'in- 
dice impair  prennent  leur  plus  grande  valeur  absolue  entre  0  et  1,  puis- 
que c'est  la  valeur  qui  annule  leur  dérivée  en  vertu  des  équations  (12). 

§  3.  Intégrales  eulériennes  du  1"  et  de  2™*^  espèce. 

253.  Définitions  et  premières  propriétés.  — Legendre  a  donné  le  nom 
d'intégrales  eulériennes  de  première  et  de  deuxième  espèce  aux  expres- 
sions : 


(1)       B  (a,  b]  =  rV-*  (1  —  x)^-'  dx,     i\a)  =  i   x^- 


dx. 
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La  première  est  la  fonction  Bêta,  la  seconde  la  fonction  Gamma. 

Ces  intégrales  sont  absolument  convergentes  pourvu  que  a  et  & 
soient  >  0  (n°^  59  et  63).  Elles  cessent  d'exister  si  a  ou  t  est  <  0 
[b  n'intervenant  que  pour  B).  Il  sera  donc  entendu,  dans  ce  chapitre, 
que  a  et  &  sont  réels  et  positifs. 

Assignons  aux  variables  «  et  t  un  minimum  positif  e  ;  tous  les  élé- 
ments de  l'intégrale  R  sont  alors  maxima  et  positifs  si  a  =  t  =  e,  ce 
qui  laisse  subsister  la  convergence.  Donc  B  converge  uniformément 
(n"  82)  et  est  fonction  continue  de  a  et  de  t  (n"  83), 

Supposons  maintenant  que  a  varie  dans  un  intervalle  positif  (e,  A). 
Faisons  la  décomposition 

r(a)  =  f  V-1  er-^  dx  +  I    x«-*  e-^  dx  ;  ' 

ces  deux  intégrales  convergeront  uniformément,  car  leurs  éléments 
sont  respectivement  égaux  ou  inférieurs  à  ceux  des  deux  intégrales 
convergentes  : 


\x^^dx.  \    x^-'  e-^  dx. 

Jo  Ji 


Donc  r  est  une  fonction  continue  de  a. 

Voici  maintenant  quelques  propriétés  qui  résultent  immédiatement 
des  définitions  : 

1°  Si,  dans  l'expression  (1)  de  B,  on  change  la  variables;  en  4  —a:, 
cela  revient  à  permuter  a  et  b.  Par  conséquent, 

(2)  B{a,  b)=B{b,  a). 

2°  Si  a  ou  b  est  entier,  on  obtient  B  (a,  b)  sous  forme  explicite. 
En  effet,  soit  b  entier  ;  on  a  d'abord,  si  è  ---  i, 


B(a,  1)--  j  V 

Jo 


1 
-1  dx  -  — • 
a 


Ensuite,  si  b  est  un  entier  n>1,  on  trouve,  en  intégrant  par  parties, 

B  (a,  n)  =  ^^—^  Cx^  (1  —  x)»-^  dx  =  ^-^-=-^  B  (a  +  1,  w  —  1) 
'  a     Jo  a 

et  ainsi,  de  proche  en  proche, 

,m  D/       \  1.2.  ...(n  —  1) 

(3)  B  (a,  n)  =  —, — r-^ 7 — . — - — tt- 
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3°  On  a  la  relation,  d'un  usage  fréquent, 

(4)  r(a  +  i)  =  aria), 

qui  se  démontre  par  l'intégration  par  parties  ci-dessous  : 

/**  ^        r^ 

V(a  +  1)  =-       X"  e^""  dx  =  [— X" e-^r  +  a      x"'-'  e-^  dx, 

Jo  Jo 

le  terme  aux  limites  étant  nul. 
Si  n  est  entier,  on  a,  en  appliquant  (4)  de  proche  en  proche, 

(5)  r(rt  +  n)  ■=  a[a  +  1)  -  [a -\- n  —  1)  r{a). 

Cette  formule  permet  de  réduire  à  (0,1)  l'intervalle  dans  lequel  il 
est  nécessaire  de  calculer  r  (a). 

4°  On  voit  immédiatement,  par  la  formule  (1),  que  r('l)  =  1.  Donc, 
si  îi  est  entier,  on  obtient,  par  la  formule  (5),  r(7i  +  1)  sous  forme 
explicite  : 

r(n  +  1)  =  n  ! 

On  remarquera,  en  particulier  que  r(2)  =  1. 

5°  Multiplions  par  T[a)  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  forme  le 
second  membre  de  (3)  ;  il  viendra,  par  (5)  et  puisque  (n  —  4)  !  =  r(n), 

i«)  ^'-"^-^^ 

Cette  formule  n'est  encore  établie  que  si  n  est  entier,  mais  on  va 
montrer  dans  le  n°  suivant  qu'elle  est  générale. 

6°  Soit  y  un  nombre  positif;  si  l'on  change  la  variable  d'intégration 
x  en  yx  dans  l'expression  (1)  de  r,  on  obtient  la  formule  importante 

(7)  iR^r^-i^î/^rf^, 


254.  Nouvelle  expression  de  B.  Réduction  définitive  de  B  à  T.  — 
Dans  l'expression  (1)  de  B,  faisons  le  changement  de  variable 


^  =  r-T — '  i—X=r—, 1  dx 


1  +  2/  1+y  (i  +  y) 

Les  nouvelles  limites  seront  0  et  x  ;  il  viendra  donc 
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On  tire  de  cette  formule  la  démonstration  générale  de  la  formule  (6). 
On  a,  effet,  par  la  formule  (7), 

Jo  (1  +1/)'^+^ 

Multiplions  par  î/"-*  dy  et  intégrons  de  0  à  oo.  On  peut  intervertir 
les  intégrations  dans  le  premier  membre,  car  les  fonctions  sont 
positives  et,  comme  on  va  le  constater,  les  résultats  déterminés 
(n"  75)  ;  il  vient  ainsi 


-^— J>— 1   g—T 


dx  \    y^'^  e-y^  dy  -  r(a  +  t)  ( 

Jo  Jo 


yf>-'dy 


(1  4.  y)a+t 

ou,  par  (7)  et  (8), 

/•oo 

x^-^  e-'^  dx  =  r(a  +  b)  B(a,  b) 


Jo 


(9)  B(a,è)-j.^^-^- 

Cette  formule,  dont  la  démonstration  précédente  est  due  à  Jacobi, 
ramène  l'étude  B  à  celle  T,  qui  ne  dépend  plus  que  d'un  paramètre. 

Remarque.  —  Revenons  à  l'intégrale  (8).  On  peut,  en  même  temps 
que  l'intervalle  d'intégration,  la  partager  en  deux  autres  étendues  de 
0  à  1  et  de  1  à  00.  Changeons  y  en  i  :  y  dans  cette  dernière  ;  il  viendra 

(10)  BKfe)=|J  Ç'_^y^a~^dy, 
formule  qui  met  aussi  la  symétrie  en  évidence. 

255  Relation  des  compléments.  —  On  a,  par  les  formules  (9)  et  (8), 

B(«,  1  -  a)  =  r(a)  r(i  -  fl)  =1  ■^^• 

La  valeur  de  cette  intégrale  a  été  calculée  au  n°  246.  On  en  conclut 
la  formule  importante,  trouvée  par  Euler  et  connue  sous  le  nom  de 
relation  des  compléments , 

(11)  r{a)  r(4  -a) 


sin  a  Tc 


1 

En  particulier,  si  a  =  -^r-»  on  en  tire 
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La  relation  (11)  ramène  le  calcul  de  T{a)  à  celui  de  r(l  —  a)  et,  par 
conséquent,  permet  de  réduire  à  (o,  -^U'intervalle  dans  lequel  il  est 
nécessaire  de  calculer  r{a). 

256.  Formule  de  Legendre.  —  On  tire  des  formules  (9)  et  (10) 
Faisons  le  changement  de  variable  y  =  -j-t~Î-'  il  vient 

ou,  en  changeant  encore  z  en  \1, 

B(a4) 


Jo 


G)2a~l 


Remplaçons  B(a,  a)  et  B(a.-^)  par  leurs  expressions  en  r  tirées 
de  (9),  puis  ^(-^)  pai'  V^;  la  relation  précédente  donnera 

(12)  r(a)r(a  +  i-)-=^r(2a). 

Cette  relation  a  été  trouvée  par  Legendre. 
En  y  changeant  a  en  -3-,  on  peut  l'écrire 

En  tenant  compte  de  (11),  cette  relation  permet  de  réduire  à  (0,  -j-) 
l'intervalle  dans  lequel  il  est  nécessaire  de  calculer  T{a). 

257.  Produit  d'Euler.  —  Sub>tituons  successivement  dans  la  rela- 
tion  (11)  a  =  — ,  — , et  multiplions  les  résultats  ;  il  vient 


n     n 


[•■(t)'-(I)-'-("-^)Î=^-^ 


n  —  1 

sm  —  sin sm tz 

n  n  n 


(')  On  obtient  aussi  ce  résultat  en  changeant  x  en  V®  dans  l'intégrale  du 
n»69. 
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Pour  évaluer  ce  produit  de  sinus,  considérons  la  décompostion  en 
facteurs 

n-il  2k  T.  A 

En  y  misant  tendre  x  vers  1,  on  en  tire 


n-l  /  _  îAJlA 


lim — r  =  71. 

x  —  \ 


Multiplions,  facteur  par  facteur,  cette  relation  avec 

kTZi  (n— 1)  Tz  i 


nous  trouvons,  eu  égard  à  l'expression  du  sinus  en  exponentielles, 


n  sin —  =-^ — -• 


Par  conséquent, 


(-'      '■(i)'-(l)-'-(^)='^f 

Cette  relation  a  été  trouvée  par  Euler  et  généralisée  par  Gauss 
(no  261). 

258.  Intégrale  de  Raabe.  —  On  tire  de  la  relation  précédente,  en 
prenant  les  logarithmes  et  divisant  par  n, 

S  Logr( — ) — =  \-çi — ;^)Log27t ^ 2 — 

k=i  \n  /  n        \  2       271/     ^  2        n 

Faisons  tendre  n  vers  l'infini  ;  on  peut  faire  dans  la  somme  du 

k  1 

premier  membre  —  =^  a;  et  —  =  dx,  et  la  limite  de  cette  somme  est 

une  intégrale  définie;  il  vient 

j 'Log  Y{x)  dx  =  4"  Log  27T  =  Log  V^^- 

Ce  résultat  permet  de  calculer  facilement  l'intégrale  de  Raabe,  qui 
est  la  suivante  : 

ri  fa+i 

I  =  I  Log  T(a  -\-  x)  dx  =         Log  r(a;)  dx. 

Jo  Ja 
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En  effet,  les  dérivées  de  V{a  +  x)  sont  les  mêmes  par  rapport  n  .r  et 
à  a  ;  donc 

car  r(a  +  i)  =  a  r(a),  en  vertu  de  (4).  Par  conséquent, 
I  ^     Log  ada  =  a  (Log  a  —  1)  +  G. 

La  constante  C  se  détermine  pour  a  ==  0  ;  il  vient,  comme  on  l'a 
prouvé  au  début  du  n"  actuel,  C  =  lo  =  Log  SJ'^-k.  En  définitive,  Vinté- 
grale  de  Raabe  s'évalue  par  la  formule 

(14)      1  =  pLog  r(rt  -h  x)  dx  =  a(Log  a  —  1)  +  Log  V2^. 

Jo 

Cette  intégrale  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la  fonc- 
tion r  ;  on  verra  plus  loin  (n"  270)  qu'elle  est  la  valeur  asymptotique 
deLogr(fl  +  -l-). 

§  4.  Les  fonctions  D  Log  T{a)  et  D"  Log  r(a). 

Expressions  des  fonctions  eulériennes  en  séries 

et  produits  infinis. 

259.  Calcul  de  DLogr(a).  Formule  de  Cauchy.  —  En  dérivant 
sous  le  signe  l'intégrale  qui  définit  F,  il  vient 

(15)     r»  =  j    X"-'  er^  Log  x  dx  =  T  4-  j    x"-'  r-^  Logx  dx. 

Cette  dérivation  est  légitime,  car  chacune  des  deux  intégrales  de 
0  à  1  et  de  1  à  X  ci-dessus  converge  uniformément  quand  a  varie 
dans  un  intervalle  positif  quelconque  (e.  A)  :  elles  ont,  en  effet,  res- 
pectivement leur  élément  moindre  que  celui  des  intégrales  corres- 
pondantes à  éléments  positifs  et  bien  déterminées  : 


x^-i  {—  Log  x)  dx,  x"  e- 

Jo  Jl 


dx, 


car  e-^  est  <  1  et  (pour  x  >  1)  Log  a;  est  >  0  et  <  x. 

Nous  allons  transformer  la  formule  (15).  Soit  y  un  paramètre  posi 
tif  ;  considérons  la  relation 

.r«-*e-^ dx  = x^-'e-"^  dx x^'-^e  -^^^vMx, 

Jo  y  y  Jo  yjo 

10 
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qui  peut  aussi  s'écrire,  eu  égard  à  (1)  et  (7), 


Jo         Jl 


.^^'-'-"^dx^^-^ 


e-y- 


1 


(l  +  î/)« 


y  y 

Multiplions  par  dy  et  intégrons  de  0  à  oo .  On  peut  intervertir  les 
signes  d'intégration  dans  le  premier  membre  (n°  75),  car  la  fonction 
à  intégrer  est  toujours  négative  sous  le  signe  et  toujours  positive 
sous  le  signe       et,  en  se  rappelant  qu'on  a  (n°  94) 


f 

Jo 


jo        y 

on  trouve  le  résultat  déterminé 


dy  =  Log  X, 


(**+  I    x^-^e-"^  Log  xdx  =  T' (a)  =  T {a)  \     \e~v- 
D'où  la  formule  de  Cauchy  : 

(16)       DLogr(a)  =  -j^^J^    k^-(TT^ 


dy_ 

y 


260.  Formule  de  Gauss.  Constante  d'Euler.  —  En  faisant  a  =  1  dans 
la  formule  de  Cauchy,  on  obtient  la  relation  suivante,  qui  définit  la 
constante  d'Euler  C  : 

r'(4) 


(17) 


— c 


r(i) 


Jo     l  i  +  Î/J   «/ 


Soustrayons  cette  équation  de  (16)  ;  il  vient 

1 


r{a) 

r 


dy 


+  y     {i+yV'Jy 
et,  en  posant  \  +  y  =  i  :  x,  on  trouve  la  formule  de  Gauss  : 


(18) 


I>) 
r(a) 


+  C 


-ir 


—  iC° 


1 


■dx. 


Si  a  est  rationnel,  on  peut  effectuer  l'intégration  ;  en  particulier,  si 
a  est  un  entier  n,  on  a 


T'in) 


fa 


xJ^..,Mx-^)dx  =  \^^-\-~  +  .--  +  ^^ 


r(n)  ' 

C'est  de  cette  formule  qu'on  se  sert  pour  calculer  C,  en  utilisant  les 
formules  d'approximation  de  r'(n)  :  r(w)  que  nous  indiquerons  plus 
loin  (n"  269).  La  valeur  de  C  est 

C-:  0,5772  1566  4901  5328... 


—  291  — 

261.  Produit  de  Qauss.  — C'est  une  généralisation  de  la  formule 

k 
d'Euler  (no  257).  Changeons,  dans  la  formule  (18),  a  en  a  -\ —  où  ^etn 

sont  entiers,  ensuite  la  variable  a;  en  a;"  ;  il  vient 

-—; r^4-  C  <=  \  dx  — ; --=  n  \  dx • 

Faisons  A  =  0,  1,  2,...  [n  —  1)  et  ajoutons  ;  il  vient 
S  — 7 ;^ — h  wC  =  n  \    dx  - 


=  n\   dx\ T ) 

Jo        M— a;"       l—xj 

Soustrayons  de  cette  équation  n  fois  la  suivante,  tirée  de  (18j  : 

il  vient 

V^V'^wJ         r'hia)         n  ,    /wa;"-i  1      \ 

^^"^rfa-^-]         ^"^"^         '°        ^1—^"       1  — a?/ 

Le  second  membre  se  ramène  à  une  intégrale  de  i^rw^/an?  (n°  94), 
par  la  substitution  x  =  e~"*  ;  il  devient  ainsi 


C^  /  nze-"^'  ze-'^     \dz  C' 

1  (î=i=^-r=i=?)v=^l 


'f{nz)  -  riz)    ,  ^ 

— — -^^-^  dz  =  —  n  Log  n. 


Remplaçons  donc  le  second  membre  de   l'équation   précédente  par 
—  71  Log  n  et  intégrons  ;  il  vient 


■»r(a+l)...r(«+"-^) 


Log ri—~\ "=  —  «*^  Log  n  -f-  Log  C. 

1  [na] 

On  détermine  la  constante  d'intégration  C,  en  faisant  «  =  — ,  ce  qui  ré- 
duit le  produit  dans  le  logarithme  à  celui  d'Euler  (n°  257/,  dont  la  valeur 
n—i        _ 

est  (2r)  2    ;  ^n.  Il  vient  donc,  pour  déterminer  C, 

n— 1 

Log'    'L     ^Log-,  d'où         C  =  \Jn{2Tz)^ 

\'n  ^ 

On  obtient  ainsi  la  relation  de  Gauss. 
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?izi  r{na) 


(19,    r;a)r(„.^i)r(„  +  |)...r(a+'i=i)  =  (2,r 


l"«— ^ 


En  particulier,  si  ?i  =  2,  on  retrouve  la  tormule  (11).  On  peut,  au 
moyen  de  la  formule  (19),  en  donnant  suecesivement  à  n  les  valeurs 
3,  5,  7,  11,..  restreindre  de  plus  en  plus  l'intervalle  dans  lequel  le  calcul 
direct  de  Y{a)  est  nécessaire. 

262.  Expression  de  D-  Log  T{a)  en  série  de  fractions.  —  Changeons 
X  en  e-^  dans  la  formule  de  Gauss  (18)  ;  il  vient 

DLogr(a)  +  C=|    -^--— ^rf^; 

et,  en  dérivant  encore  une  fois,  ce  qui  se  fait  sous  le  signe  (n"  87], 

D^Logr(a)  =  |  y:=f^^^- 

Dans  cette  intégrale,  substituons  le  développement 

i  n— 1  p—nx  n—\  p—{n—i\x 

(6  étant  compris  entre  0  et  1 ,  car  le  dénominateur  1  —  e~^  =  er-^  [e^  —  1) 
est  >  xer-^)  ;  il  vient 

D2  Log T{a)  ='2*  1*    a;e-{ft+«)a;  dx -{- d]     e-^»+n-i]x ^^ 
0  Jo  Jo 

n-i       1  e 

=  2  r7-T-Tvr  + 


o  {a  +  k)'       a-i-n—1 

Donc,  en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  obtient  la  série  absolument 
et  uniformément  convergente  : 

(20)  ^"■i^osr{'')-^j^-^+jrhr^wiw-^- 

263.  Formule  de  Weierstrass  :  Développement  de  1  :  r(rt)  en  produit 
de  facteurs  primaires.  —  Intégrons  l'équation  (20)  de  1  à  a  ;  il  vient, 
puisque  la  constante  d'Euler  C  =  —  I '(1), 

DLogI»  +  C  =  f(j^_-±^) 

et,  en  intégrant  encore  une  fois  de  1  à  «^ 

(21)     Log  !■(«)  +  C(a  -  1)  =  |(^^l_Logf±-^) 

Si  l'on  change  a  en  «  +  1,  on  peut  écrire,  plus  simplement, 

Logr(«  +  1)+  Ca  =  2  (|_Log^±^) 
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Revenons  des  logarithmes  aux   nombres  ;  nous  obtenons  la  formule 
de  Weierstross 


(22) 


1  °°  /         a  \      " 

1  (a  +  1)  1  ^        '>^  ' 


Les  facteurs  de  ce  produit  infini  sont  ce  que  Weierstrass  appelle  des 
facteurs  primaires.  Ce  produit  peut  servir  de  point  de  départ  pour 
étendre  la  définition  de  l\a)  aux  valeurs  imaginaires  du  paramètre. 
Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  cette  question  pour  le  moment.  Cette 
extension  peut  aussi  se  faire  au  moyen  d'une  expression  do  r(a)  en  pro- 
duit infini,  expression  trouvée  par  Euier  et  retrouvée  par  Gauss,  que 
nous  allons  faire  connaître, 

264.  Formule  d'Euler  :  Expression  de  T[a)  en  produit  infini.  —  Dé- 

barassons  la  formule  (21)  de  C,  en  faisant  a  =  2  dans  cette  formule, 
puis  soustrayant  de  la  formule  (21)  la  formule  ainsi  obtenue  multipliée 
par  (a  —  1)  ;  il  vient 


Log  r(«)  =  S 


2-\-n  a-\-rf 

l)Logj-_|---Logj-p-^ 


Effectuons  la  somme  des  termes  depuis  w  =  0  jusque  n  =  m,  —  2  ;  la 
relation  précédente  peut  s'écrire 


Log  T[a)  —  lira 


m—1  2  _1_  ^ 

l)Log»i+  S  Log——- 

o  "  ~l~  ''' 


et,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

1.2...(w— 1) 


r(rt)  =  lim  m^~^ 


a(a  +  l)...(a  +  m  — 2) 


Multiplions  encore  par  le  facteur  m  :  (a  +  w  —  1),  qui  tend   vers 
l'unité  ;  il  vient,  sous  une  forme  plus  commode. 


(23)  r{«)=:lim  m« 


1.2.. .(m  —  1) 


1=00       a(a  + l)...(a  +  m— 1) 
C'est  la  formule  obtenue  par  Euler. 


§  5.  Les  fonctions  Log  r{a)  et  Log  H  «  +  « 
Formules  asympto tiques. 

265.  Expression  Logr(a)  par  une  intégrale  définie.  —  Rappelons 
la  formule  de  Cauchy  (16),  que  nous  écrirons  comme  il  suit  : 
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Le  second  membre  est  ainsi  décomposé  en  deux  intégrales,  dont 
la  seconde,  qui  est  à  limite  inliniis  est  seule  généralisée.  Mais  cette 
intégrale  converge  uniformémeut  jiourvu  que  a  reste  supérieur  à  un 
nombre  positif  e,  car  elle  est  la  ditïérence  de  deux  autres  : 

r,-.dy      p      dy 

dont  la  première  est  indépendante  de  a  et  la  seconde  uniformément 
convergente  (son  élément  décroissant  quand  a  augmente). 

Multiplions  donc  l'équation  de  Caucliy  par  da  et  intégrons  de  1  à  a 
(a  >  0)  ;  on  peut  intégrer  sous  le  signe  (la  convergence  étant  uni- 
forme) et  l'on  trouve  l'intégrale  uniformément  convergente  (n»  85) 

(1+?/)-^ -(!+!/)-« 


hozT{a)=-^^Ua-\)e-y- 
Si  fl  =  2,  on  a,  en  particulier, 

Jo    L  y 


Log  (1  +  y) 


dy. 


dy_ 

y 


Multiplions  par  [a 
il  vient 


Log(l  +  y)  \ 
1)  et  soustrayons  de  l'équation  précédente  ; 


^"^■-'"'^Ura 


(1  +  y)-'  -  (1  +  y)- 


yf  y 

et,  en  posant  Log  [\  -\-y)  =  x,  d'où  y  =  e^  —  i, 


dy 


Log  (1  +  y) 


r 


a  —  \)e-^- 


g— â?__  £ — ax 

1  —  e-^  . 


dx 

X 


Enfin  en  changeant  encore  x  en — a:,  nous  obtenons  l'intégrale 
cherchée 


(24) 


Logr(fl)^r  ^ 


r_g,x 


e^—i 


(a  — l)d^ 


et  les  changements  de  variables  n'ont  pas  altéré  le  caractère  de  con- 
vergence uniforme  pour  a  >  e. 

Remarque.  —  En  multipliant  l'expression  précédente  par  da  et  en 
intégrant  de  a  à  a  +  4  sous  le  signe  (ce  qui  est  permis,  la  conver- 
gence étant  uniforme)  on  obtient  une  expression  utile  de  Vintégrale  de 
Baabe  : 


(25) 


< 


oc  X 


gax 
X 


e^ 


i 


■(«-!> 
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On  a  d'ailleurs,  comme  on  le  sait  (n»  257),  sous  forme  fmie, 
I  =  r^  Log  T{a)da  -  a(Log  a  —  \)-\   Log\¥rx. 

Ja 

266.  Fonction  de  Binet.  —  Soustrayons  la  formule  (25)  de  (24)  et 
ajoutons  membre  à  membre  avec 

1  ,  r^e-x_  g-ax  dj.         ro     gax_  gx  ^j. 

tous  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  e^^  se  détruisent 
sous  le  signe      et  il  vient 


(26) 


Log  T{a)  -  I  +  ^^  =  j^Jix)e-^dx 


L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  cette  formule  est  une 
fonction  de  a  ;  on  l'appelle  fonction  de  Binet  et  on  la  désigne  par 
vs[a).  On  a  donc 


(27)  TD{a)  =  \     f{x)e^''dx. 

y- 00 


En  remplaçant  dans  la  formule  (26)  l'intégrale  I  par  sa  valeur 
rappelée  à  la  fin  dn  n"  précédent,  on  obtient  la  formule 

(28)     Logr(a)  =  LogV2^+ (a- |)Log a- a -f^a). 

Quand  a  tend  vers  l'infini,  GJ(a)  tend  vers  0,  de  sorte  qu'en  négli- 
geant rs[a)  dans  la  formule  précédente,  on  obtient  la  valeur  asympto- 
tique  de  Log  V[a).  Mais  nous  allons  examiner,  dans  le  n"  suivant,  les 
formules  d'approximation  de  î^(fl). 

267.  Série  et  formule  de  Stirling.  —  Dans  l'intégrale  (27),  rem- 
plaçons/(a;)  par  le  développement  trouvé  au  n"248  (form.4)  (0  <  8<  1) 

(^»)     /W"2,+  4!    H        l-   (2n  — 2)!^      (2n)  !     ' 
observons  que  chaque  terme  s'intègre  par  la  formule 

r,2t  +  i)      (2^)! 


r    x'^^e^'^dx^  \    x^'^e-'^'^dx 

J—QO  Jo 


et  que  l'on  peut,  sans  changer  la  signification  générale  de  8,  en  vertu 
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du  théorème  de  la  moyenne,  faire  sortir  9  du  signe  1 ,  nous  obtenons 
la  série  de  Stirling,  avec  l'expression  du  reste  R, 

\o\)j        ^ 

En  particulier,  en  faisant  n  =  1,  la  série  se  réduit  à  R  ;  et  il  vient, 
1 
Bg  étant  égal  ^, 


(31)  Ts{a)  =  e 


B, 


2a      '12a 


Si  l'on  remplace  ^{a)  par  cette  expression  dans  la  formule  (28),  on 
obtient  la  formule  de  Stirling  : 

Log  T{a)  =  LogV27î  +  f  «  — 9  J  Loga  — a  +  -j^ 
(32)  V        jy  IJa 

[  T{a)  ••=  \^n  a"    H  "^^ 

Lorsque  a  est  égal  à  un  entier  m,  cette  formule,  multipliée  par  m, 
s'écrira  sous  la  forme 

résultat  qui  a  une  grande  importance  dans  le  calcul  des  probabilités. 

268.  Remarques  sur  la  série  de  Stirling-.  —  La  série  (30)  porte  le 
nom  de  Slirling  qui  l'a  considérée  le  premier,  mais  sans  faire  con- 
naître l'expression  du  reste.  Celle-ci  est  due  à  Cauchy.  La  série  de 
Stirling  prolongée  indéfiniment  est  divergente,  quel  que  soit  le  nom- 
bre positif  a,  car,  en  recourant  à  l'expression  (3)  donnée  au  n°  248 
des  nombres  de  Bernoulli,  on  reconnaît  facilement  que  son  terme 
général  croît  au  delà  de  toute  limite  avec  n. 

Mais  il  est  très  remarquable  que  la  série  de  Stirling,  malgré  sa 
divergence,  fournisse  un  procédé  très  exact  et  très  commode  pour  le 
calcul  de  C7(a)  ;  et  l'approximation  que  l'on  peut  obtenir  par  cette  voie 
est  d'autant  plus  grande  que  a  est  plus  considérable.  EtTectivement, 
cette  série  est  ce  qu'on  nomme  une  série  pseudo-convergente.  Si  a  est 
considérable,  les  termes  commencent  par  décroître  très  rapidement 
au  début  de  la  série,  et  la  formule  (30)  montre  que  l'erreur  commise 
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est  de  même  signe  et  inférieure  en  valeur  absolue  au  premier  terme 
négligé.  On  aura  donc  la  plus  grande  approximation  possible  en 
arrêtant  la  série  au  terme  qui  précède  le  terme  minimum  et  ce  terme 
minimum  sera  lui-même  une  limite  de  l'erreur  commise. 

269.  Valeur  asymptotique  de   DLogr(fl).  —  Si  l'on  dérive  les  for- 
mules (27)  et  i28),  on  en  tire 

1 

D  Log  V{a)  =  Log  a  —  2^  +  Ts'{a) 


(33)  .  .0 

J-œ 


En  remplaçant  dans  cette  intégrale  A-î')  par  son  développement  (29), 
il  vient,  comme  plus  haut,  6  étant  compris  entre  0  et  1, 

w    «  Bj         B4  Bîn— 2  "Bjn 


2«2     4a*  (2w— 2)a2"-2      'ina^'^ 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  qu'on  obtiendrait  en  dérivant  direc- 
tement la  série  de  Stirling.  Cette  nouvelle  série  est  pseudoconvergente 
comme  celle  de  Stirling  et  elle  convient  de  la  même  manière  au 
calcul  approché  de  Ts'(a)  quand  a  est  grand. 

Les  formules  précédentes  fournissent  le  moyen  le  plus  simple  de 
calculer  la  constante  C  d'Euler.  On  tire  de  la  formule  établie  au 
n°  260,  et  pour  m  entier, 

C  =  4+^  +  |4-...  +  ^^^-DLogr(m) 

Il  sutïit  de  choisir  m  suffisamment  grand  et  d'évaluer  D  Logr(m) 
par  les  formules  précédentes  ;  on  obtiendra  C  avec  une  approximation 
aussi  grande  que  l'on  voudra.  Par  exemple,  en  faisant  m  =  10  et  en 
prenant  les  six  premiers  termes  du  développement  de  ^'{m),  on 
obtient  déjà  C  avec  quinze  décimales  exactes.  (^) 

270.  Valeur  asymptotique  de  Log  r(a  -{-  -à-)-  Si  l'on  remplace  a 
par  (a  +  -^l  dans  la  formule  (24)  et  qu'on  soustraie  l'équation  ainsi 
obtenue  de  (25),  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  e^^  en  facteur 
sous  le  signe  d'intégration  se  détruisent  encore  et  il  vient 

(1)  Serrât,  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II,  1877,  p.  228, 


'34) 


Nous  poserons 
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I  —  Log  r(a  +  4-)  =  r    F{x)  e^-^  dx 


.—X 
alors,  en  remplaçant  I  par  sa  valeur,  nous  obtenons 

(35)      Logr(a  +  -L)  ^o{Loga-l)  -\- Log  \'2^-Ts,{a) 

Si  a  augmente  indéfiniment,   cTj(«)  tend  vers  0,  donc  l'intégrale  de 
Raabe  est  la  valeur  asr/mptotique  de  Log  r(a  -\--^\ 

271.  Relation  entre  rn{a)  et  ^i{a).  —  Cette  relation  se  tire  de  la  for- 
mule de  Legendre  {n°  256)  : 


T{a)r(a  +  ±)  =  y^Ji2a), 


Vu 

d'où 

Log  r(a)  +  Log  r(a  -f  i-)=  Log  y/^—  (2a- 1)  Log  2  +  Log  r(2a). 

Remplaçons  Log  T(a)  et  Log  ^^2a)  par  leurs  valeurs  tirées  de  la  for- 
mule (28),  puis  Log  r(  a-|--ô- )  P^r  sa  valeur  tuV;e  de  (35).  11  restera, 
après  la  suppression  des  termes  qui  se  détruisent, 
(36)  ^i{a)  =  Ts{a)  —  7n{2a). 

272.  Intégrales  de  Schaar.  —  Les  fonctions  ni(a)  et  ^i{a)  peuvent 
s'exprimer  par  des  intégrales  de  différentielles  rationtie lies  par  rapport 
à  a.  Ces  formules  très  remarquables  sont  dues  à  Schaar  et  nous  allons  les 
faire  connaître. 

Considérons  d'abord  ^[a).  La  fonction  f{x)  de  la  formule  (26)  a  été 
développée  en  série  de  fractions  (n°  245)  ;  on  a  trouvé 

00  o 

f(x)=  I 

Si  l'on  porte  ce  développement  de  f{x]  dans  l'expression  (27)  de  xs[a\ 
et  qu'on  intervertisse  les  signes  J  et  S,  on  trouve 

ro  <»   /-o        9eaa-  rf^ 
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Changeons  dans  chaque  intégrale  x  en et  intervertissons  de  nou- 
veau les  signes  ^  eM  ;  il  vient 

C'est  la  première  formule  de  Schaar. 

Nous  avons,  pour  l'obtenir,  interverti  deux  fois  les  signes  S  et  f,  ce  qui 
est  légitime,  parce  que  les  séi-ies  considérées  sont  à  termes  positifs  et 
que  les  résultats  sont  déterminés.  C'est  le  même  théorème  que  pour 
l'interversion  de  deux  signes  d'intégration  (n°  75).  (') 

La  seconde  intégrale  de  Schaar  s'obtient  par  la  relation  (36)  ;  il  vient 

\  Ç-^  adx    .       ,,        ,^  .        1    r-^   2adx    , 

On  change  x  en  2x  dans  cette  première  intégrale  ;  il  vient 

(39)   -.(«)=-[      .^_^-Log3-^  =  -J_^^,^Log(l+.=-) 

ce  qui  est  la  seconde  intégrale  de  Schaar. 

273.  Développement  de  ^i[a)  suivant  les  puissances  négatives  de  a. 
Formules  asymptotiques  de  Gauss.  —  Si,  dans  les  intégrales  de  Schaar, 

on  substitue  le  développement  (0  <  6  <  1) 


1 


a^  -^  x"^         a 


X-         /^    X'  Y  /  X'   \«-*        ,/  X' 


et  si  l'on  intègre  terme  à  terme,  en  remarquant  que  6  peut  sortir  du  signe  f 
en  vertu  du  théorème  de  la  moyenne,  on  obtiendra  les  développements 
de  cj(a)  et  de  cJi(a)  suivant  les  puissances  négatives  de  a  avec  l'expres- 
sion du  reste.  On  voit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  l'écrire,  que  ce 
reste  est  de  même  signe  et  moindre  en  valeur  absolice  que  le  premier 
terme  négligé. 

Les  coefficients  de  ces  développements  sont  exprimés  ainsi  par  des  inté- 
grales, mais  il  est  inutile  de  considérer  ces  intégrales,  car  les  coefficients 
du  développement  de  C7(a)  ont  déjà  été  calculés  (30)  : 

(1)  Il  suffit  de  remarquer  qu'une  série  convergente  Swn  peut  être  remplacée 
pas  une  intégrale  à  limite  infinie.  Définissons,  en  effet,  la  fonction  u(a;j comme 
égale  à  un  dans  l'intervalle  de  n  —  1  à  n  ;  on  aura 

S«n  — ■  I      u(k)  dœ. 


X"' 
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et  ceux  du  développement  de  Wi  (a)  s'en  déduisent  parla  relation  (36), 

Cette  série  est  divergente,  mais  elle  est  pseudo-convergente  comme 
celle  de  Stirling  :  elle  convient  de  la  même  manière  au  calcul  approché, 
l'erreur  commise  étant  égale  à  une  fraction  du  premier  terme  négligé. 
Ainsi,  en  particulier,  en  prenant  une  fraction  du  premier  terme,  on  a 

-.W  =  «^(1-1)1  =^„  (0<e<l,. 

Si  l'on  porte  cette  approximation  dans  la  formule  (35),  on  obtient  la 
formule  de  Gauss^  qui  est  l'analogue  de  celle  de  Stirling,  mais  plus  avan- 
tageuse, 


(40)      Log  r(a  +  y)  =  «(Lo&  a  -  1)  -f  Log  V2ir  — 


^-         0 
24â 


Soit  n  un  entier  ;  on  faisant  a  ---  n  -\ — ^,  on  obtient  pour  l'évaluation 
des  factorielles  la  formule  suivante,  qui  donne  une  approximation  supé- 
rieure à  celle  de  Stirling  : 

(41)       w!  =  V27il -j         e-24ÏÏ+T5      (0  <  6  <  1) 


§  6.  Introduction 

à  la  théorie  des  séries  trigonométriques  : 

Intégrales  de  Dirichlet.  (') 

274.  Remarques  sur  la  nature  des  fonctions  considérées,  —  C'est  à 
Dirichlet  qu'on  doit  la  première  démonstration  rigoureuse  des  for- 
mules de  Fourier.  Ce  grand  géomètre  impose  aux  fonctions  qu'il 
considère  certaines  conditions,  connues  généralement  sous  le  nom  de 
conditions  de  Dirichlet.  On  dit  qu'une  fonction  f{x]  satisfait  à  ces  con- 
ditions dans  un  intervalle  (a,  è)  :  1°  si  la  fonction  est  bornée  dans  cet 
intervalle;  2°  si  elle  est  continue,  sauf  en  un  nombre  limité  de  points 
et  3°  si  sa  variation  ne  change  qu'un  nombre  limité  de  fois  de  sens 
dans  l'intervalle  (a,  b). 

On  simplifie  la  théorie  en  généralisant  tant  soit  peu  ces  conditions 

(')  On  généraliserait  la  théorie  que  nous  allons  exposer  en  considérant  des 
fonctions  à  variation  bornée,  au  lieu  de  celles  du  n»  274,  car  ces  fonctions  pos- 
sèdent toutes  les  propriétés  sur  lesquelles  nous  nous  appuyons,  ainsi  qu'on  l'a 
montré  dans  le  premier  volume  (n°s  298  et  suivants). 
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comme  nous  allons  le  faire.  Mais  il  convient  d'abord  d'étudier  cer- 
taines propriétés  des  fonctions  qui  satisfont  aux  conditions  de 
Dirichlet. 

1°  Une  functiofi  ('{x)  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet  est  la 
di^érence  u  —  v  de  deux  fonctions  bornées  et  non  décroissantes  dans 
l'intervalle  {a,  b)  et,  de  plus,  continues  si  f(x)  est  continue. 

En  effet,  soient  m  et  M  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f{x) 
dans  l'intervalle  [a,  b)  ;  on  aura 

f{x)  =  f(a)  +  P  -  N, 

P  désignant  la  somme  des  accroissement  successifs  et  N  celle  des 
diminutions  de  la  fonction  quand  la  variable  passe  de  a  a  x.  Ces 
quantités  P  et  N  sont  essentiellement  positives  et  non  décroissantes  ; 
N  reste  constant  dans  un  intervalle  où  f{x)  croît  et  P  constant  dans 
un  intervalle  où  f{x)  décroît.  De  plus,  ces  quantités  sont  finies.  En 
effet,  partageons  l'intervalle  (a,  b)  en  une  somme  d'autres  dans  les- 
quels la  variation  de  fx)  ne  change  pas  de  sens  et  soit  q  le  nombre 
de  ces  intervalles.  Dans  chacun  d'eux,  la  variation  de  f{x)  coïncide 
avec  celle  de  P  ou  avec  celle  de  N  et  ne  peut  surpasser  M  —  m.  Donc 
P  et  N  ne  peuvent  supasser  q{M  —  m).  Donc  enfin  f{x)  est  la  différence 
de  deux  fonctions  finies  et  non  décroissantes  u  =  [f{a)  -f-  P]  et  z;  =  N. 
D'ailleurs  si  f[x)  est  continue,  P  et  N  le  sont  aussi,  ce  qui  achève  la 
démonstration. 

2°  Une  fonction  f{x)  qui  satisfait  aux  conditions  de  Dirichlet  est 
aussi  la  différence  de  deux  fonctions  positives  et  non  croissantes  dans 
l'intervalle  {a,  b]  et,  de  plus,  continues  si  f{x)  est  continue. 

En  effet,  soit  A  un  nombre  supérieur  au  maximum  des  fonctions 
M  et  i;  de  la  proposition  précédente.  On  a 

f\x)  =  u  —  i'  =  (A  —  v)  —  (A  —  m). 

Or  A  —  M  et  A  —  y  sont  positifs  et  non  croissants,  C.  Q.  F.  D. 

C'est  cette  dernière  propriété  de  la  fonction  f{x)  dont  nous  allons 
nous  servir  pour  obtenir  les  théorèmes  de  Dirichlet,  mais  elle  sub- 
siste pour  des  fonctions  plus  générales.  Nous  avons,  en  effet,  le 
théorème  suivant  : 

La  propriété  2"  subsiste  pour  toute  fonction  f\x)  qui  est  la  somme  ou 
le  produit  de  plusieurs  fonctions  satisfaisaiit  aux  conditions  de  Dirichlet. 
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Considérons,  en  effet,  deux  fonctions  seulement  (^(x)  et  <\i{x)  satis- 
faisant à  ces  conditions  et  soient  u,  v,  u',  v'  des  lonctions  positives 
non  croissantes.  On  aura 

tf{x)  =  u  —  V,        4'(^')  =^  "'  —  V 

et  on  en  tire 

cp  4-  ij/  =  (u  +  m')  —  {v  -\-  v'),        tpij;  =r  (mm'  -r  vv')  —  [uv'  +  M'y). 

Les  seconds  membres  sont  des  différences  de  fonctions  positives 
non  croissantes,  C.  Q.  F.  D. 

Dans  le  théorème  suivant  (n»  275),  nous  allons  donc  supposer  que 
la  fonction  considérée  satisfait  aux  conditions  de  Dirichlel,  ou,  plus 
généralement,  qu'elle  est  la  somme  ou  le  produit  de  plusieurs  fonc- 
tions satisfaisant  à  ces  conditions.  Comme  ce  théorème  est  de  telle 
nature  que,  s'il  est  vrai  pour  deux  fonctions,  il  est  vrai  pour  leur 
différence,  on  pourra  énoncer  le  tiiéorème  dans  sa  généralité  et 
admettre  dans  la  démonstration  que  la  fonction  considérée  est  posi- 
tive et  non  croissante. 

Avant  d'énoncer  ce  théorème,  faisons  encore  une  remarque.  Toute 
fonction  f{x)  de  la  nature  indiquée  tend  nécessairement  vers  une 
limite  quand  x  tend  vers  Xo  sans  que  sa  variation  change  de  sens, 
puisqu'elle  est  la  différence  u  —  v  de  deux  fonctions  bornées  qui 
varient  toujours  dans  le  même  sens.  Nous  désignerons  par  f{Xo  4-  0) 
cette  limite  quand  x  tend  vers  Xa  en  décroissant,  par  f{Xo  —  0)  cette 
limite  quand  x  tend  vers  Xo  en  croissant.  Dans  le  cas  ordinaire  où 
f{x}  est  continue  au  point  Xo,  ces  deux  limites  seront  égales  à  f\x). 
Dans  le  cas  où  Xo  sera  nul,  nous  écrirons  simplement /'(+  0)  eif{ —  0) 
dour  désigner  les  limites  précédentes. 

275.  Théorème,  —  Soit  F(a)  une  fonction  de  a  satisfaisant  aux 
conditions  du  n"  précédent  dans  l'intervalle  {0,  b),  on  aura,  h  étant 
supposé  >  0, 


(1)  lim    rF(a)^i^rfa  =  ^(F+0). 


Comme  nous  l'avons   expliqué  dans  le  n"  précédent,  nous  allons 
supposer  dans  la  démonstration  F(a)  positif  et  non  croissant. 
Posons,  en  abrégé, 


,       f  „,  .sin  ^a 

Jo  a 
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Sic 
et  soit  n  le  plus  grand  nombre  entier  de  fois  que  -v-  entre  dans  b  -,  on 

aura 

I=r^+f.,F(a)?iil*îda. 

Jo  Jn  -^  * 

Si  k  tend  vers  l'infini,  la  dernière  intégrale  tend  vers  0,  car  la 
fonction  sous  le  signe  est  finie  et  l'intervalle  d'intégration  tend  vers  0. 
Donc  la  limite  de  I  sera  la  même  que  celle  de  l'intégrale  précédente, 
qui  devient,  par  le  changement  de  a  en  a  :  k,  puis  par  une  décomposi- 
tion, 

rzmz  rz-K         /•4TC  rinr.  ,   «    \sina, 

=     +    -f  •••+     ,  H-v)-^^'- 

Jo  Jo  JiTz  j2[n—i]T:      \   K    /      a 

Tous  les  termes  de  cette  somme  sont  positifs.  En  effet,  dans  cha- 
cun d'eux,  les  éléments  sinada  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires  :  positifs  dans  la  première  moitié  et  négatifs  dans  la 
seconde  moitié  de  l'intervalle  d'intégration.  Mais  comme  le  facteur 
positif  f(-^) —  est  décroissant,  donc  plus  grand  dans  la  première 
moitié  qne  dans  la  seconde,  les  éléments  positifs  de  chaque  intégrale 
sont  prépondérants  et  donnent  leur  signe  à  chaque  terme. 

Observons  encore  que  le  nombre  des  termes  de  la  somme  précé- 
dente augmente  indéfiniment  avec  k  et  que,  par  conséquent,  quelque 
grand  que  soit  le  nombre  positif  p  supposé  fixe,  la  limite  de  I  sur- 
passera celles  des  p  premiers  termes  de  cette  somme.  Nous  obtenons 
ainsi  une  première  inégalité 

(A)    hml>lim(^     F(^)  — d«  =  F(+0)|      —  da. 

Pour  obtenir  une  inégalité  de  sens  contraire,  écrivons 

T       f'"""^  ,    r         ip/  \  sin  koi  - 

.'o  ^((zn-iÇ  * 

Quand  k  tend  vers  l'infini,  on  peut  négliger  le  dernier  terme  comme 
dans  le  cas  précédent.  Ensuite,  en  changeant  a  en  a  :  k.  on  voit  que  la 
limite  de  I  sera  la  même  que  celle  de  la  somme 

A2n-i;7:  riz  rm  r^r.  /"(z^-M-n      •  a  \  sin  a    . 

=  +  +  +•••+  ^      F(-^)-^da. 

,'o  .'o  Jtz  Jztz  ^(2n-3)-       V  «:  y      a 

Cette  fois,  tous  les  termes  sont  négatifs  à  partir  du  second,  car  sin  a 
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est  négatif  dans  la  première  moitié  de  l'intervalle  d'intégration  et 
positif  dans  la  seconde.  Bornons  donc  la  somme  à  ses  p  premiers 
termes,  on  aura,  p  étant  aussi  grand  qu'on  veut  mais  fixe  par  rapport 
à  kj 

(B)    hm  1  <  hm  ^(t") da  =1(4-0)  da. 

Comparons  les  relations  (A)  et  (B)  ;  on  voit  que  I  finit  par  rester 
compris  entre  deux  expressions,  qui,  en  supposant  p  suffisamment 
grand,  ditfèrent  aussi  peu  qu'on  veut  de  l'expression  (n<»  88) 

Donc  I  a  cette  expression  pour  limite,  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  On  peut  concevoir  que  b  et  F(a)  dépendent  d'un  para- 
mètre variable  x.  Pour  que  la  convergence  de  I  vers  sa  limite  soit  uni- 
forme,  il  faudra  que  n  et,  par  suite,  p  puissent  être  supposés  aussi 

grands  qu'on  veut  avec  k  quel  que  soit  x  et  que  F  |— |  tende  uniformé- 
ment vers  F(+  G).  Supposons  que  le  paramètre  x  varie  dans  un  inter- 
valle déterminé  ;  ces  conditions  seront  réalisées  si  b  ne  peut  pas  tendre 
vers  0  et  si  F(a)  est  fonction  continue  des  deux  variables  a  et  x. 

276.  Corollaire.  —  Si  la  fonction  F(a)  satisfait  aux  conditions  du 
n°  274  dans  ^intervalle  (a,  h)  et  qu'on  ail  (a  <  0  <  h),  on  aura 

(2)  hm     F(a)  — --  do.  =  F{-  0)  ^> 

(3)  lim  fF(a)  5HL^  doc  =  ^[F(-  0)  -f  F(H-  0)]. 

En  effet,  l'équation  (2)  se  ramène  à  (1)  en  changeant  a  en  —  a  ;  et 
l'équation  (3)  est  la  somme  des  équations  (1)  et  (2). 

Remarque.  —  La  remarque  finale  du  n^  précédent  se  généralise 
d'elle-même.  Si  a  et  i  ainsi  que  F  dépendent  d'un  paramètre  x  qui  varie 
dans  un  intervalle  déterminé,  la  convergence  des  expressions  précé- 
dentes vers  leur  limite  sera  imiforme  si  a  et  i  ne  peuvent  pas  tendre 
vers  0  et  si  F  est  une  fonction  continue  de  a  et  x. 

277.  Intégrales  de  Dirichlet.  —  Soit  F(a)  une  fonction  qui  satisfait 
aux  conditions  du  n°  274  dans  les  intervalles  où  on  la  considère.  Soient 
a  et  è  deux  nombres  satisfaisant  aux  conditions  : 
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—  Tt  <  a  <  0  <  b  <  Tz; 

la  fonction  -. —  satisfait  aux  conditions  de  Dirichlet  dans  l'intervalle 
sina  gj 

(a,  b).  Par  conséquent,  le  produit  F(a)  -. —  satisfait  aussi  aux  condi- 


tions du  n»  27-4  et  l'on  peut  remplacer  F(a)  par  ce  produit  dans  les 
équations  des  deux  n°'  précédents.  Il  vient  ainsi,  puisque  -. —  tend 
vers  1  quand  a  tend  vers  0, 

(6)  lim  fp;.)  ™iî  d,  =  -|-  [F(-  0)  +  F(+  0)) 

Ces  formules  ont  lieu,  quelle  que  soit  la  manière  dont  k  tende  vers 
l'infini.  Supposons  maintenant  que  l  soit  égal  à  un  entier  impair  indé- 
finiment croissant  2n  -f  1  ;  on  aura,  par  le  changement  de  a  emi  —  a', 

sin  (2n  +  d)  a  =  sin  (2n  +  1)  (ti  —  «')  =  sin  {2n  +  1)  a'. 
Par  conséquent,  il  viendra,  par  la  formule  (4), 

,.  f^„,  ,sin(2n  +  l)a  ,  ,.  fT^-^j,.  .  sin(2n+ l)a  ,  7t„,  .. 
Imi  Fa) — ^ — ! — ^da  =  liml  -F(a). — ^-. — - — '- d^= -Y  [tz—ÇS) 
7i=oojb  sm  a  j(,  ^'^       sma  2    '         ' 

et.  en  ajoutant  cette  formule  à  (4), 


(7) 


,li!^r  ^^"^TT^  ^^  =  T  f^(+  «)  +  ^(-  -«)! 


Remarque.  —  Si  «,  i  et  F  dépendent  d'un  paramètre  x  variable  dans 
un  intervalle  déterminé,  la  convergence  des  intégrales  (4),  (5)  et  (6)  vers 
leur  limite  sera  uniforme,  si  F  est  fonction  continue  de  a  et  de  a;  et  si  les 
limites  a  et  6  ne  peuvent  tendre  ni  vers  0  ni  vers  —  t:  ou  -|-  tt,  car  les 
conditions  requises  dans  les  remarques  des  deux  n°^  précédents  seront 
vérifiées.  La  dernière  condition  que  nous  venons  d'énoncer  provient  de 
la  présence  du  facteur  nouveau  a  :  sin  a  qui  devient  infini  pour  a  =  —  it 

ou  +  7Î. 

278.  Cas  d'une  fonction  infinie.  —  Les  formules  précédentes  n'ont 

20 
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plus  lieu  d'une  manière  générale  quand  F(a)  passe  par  l'infini  ;  mais 
elles  subsisteront  moyennant  les  restrictions  suivantes  :  i°)  La  fonc- 
tion ¥{a)  ne  devient  infinie  qu'en  des  points  isolés  de  l'intervalle  d'in- 
tégration ;  2°)  l'intégrale  de  I  F(a)  |  da.  est  finie  et  déterminée  dans  le 
même  intervalle  ;  3°)  la  fonction  F(a)  satisfait  aux  conditions  prévues 
précédemment  dans  toute  portion  de  l'intervalle  d'intégration  où  elle 
est  limitée  ;  4°)  elle  n'est  pas  infinie  pour  a  =  tt  (cette  condition  rela- 
tive au  point  tz  n'intervenant  que  dans  le  cas  de  la  formule  7). 

La  démonstration  étant  analogue  pour  toutes  ces  formules,  nous 
allons  montrer  que  la  formule  (1)  subsiste  moyennant  ces  hypothèses 
et,  pour  fixer  les  idées,  nous  admettrons  que  F(a)  n'est  infinie  qu'au 
seul  point  aj  >  0  de  l'intervalle  (0.  b). 

Remarquons  d'abord  que,  puisque  l'intégrale  de  |  F(a)  |  rfa  est  sup- 

dt 
posée  déterminée  dans  l'intervalle  (0,  b),  celle  de  |  F(a)  |  —  le  sera 

aussi  dans  toute  portion  de  cet  intervalle  ne  contenant  pas  le  point  0. 
Donc,  ai  n'étant  pas  nul,  on  peut  prendre  e  assez  petit  pour  que 


I  t(a)  I —         el  a  fortiori  F(a) da. 


soient  en  valeur  absolue  inférieures  à  un  nombre  positif  u  donné 
d'avance,  si  petit  soit-il,  et  cela,  k  restant  quelconque. 

Ceci  posé,  définissons  une  fonction  Fe(a)  égale  à  0  dans  l'intervalle 
(a,  _  e,  a^  +  e)  et  à  F(a)  partout  ailleurs.  Les  deux  intégrales  : 

C*„,  .  sin  koL    ,  r^  n  /  N   sin  ^-a 

F«— -— da,  F£(a) — —dx 

jo  «  jo  a 

différeront  entre  elles  de  moins  de  w.  Mais  la  formule  (1)  s'applique 
à  Fe  qui  satisfait  aux  conditions  requises  jusqu'ici,  de  sorte  que  l'on  a 

lim  f  F,(a)  -^—  da  =  -f  Fe(-f  0)  =  -f  F(4-  0). 

k=aojo  CL  J,  Z 

Je  dis  que  cette  équation  subsiste  quand  on  y  remplace  ¥^{0.)  par 
F(a),  car  cette  substitution  n'altère  son  premier  membre  que  d'une 
quantité  moindre  que  w  et  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e,  tandis  que 
son  second  membre  ne  dépend  pas  de  e.  Il  vient  donc 

lim  f  F(a)^--  da  =  -^  F(4-  0;.  C.  Q.  F.  D. 

h-x  .'o  a  Z 
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§  7.  Séries  trigonométriques  ^ou  de  Fourier). 

279.  Déflnilion  des  séries  de  Fourier.  Problèmei  qu'elles  soulèvent. 
—  Les  séries  trigonométriques.  qui  paraissent  avoir  été  considérées 
pour  la  première  fois  par  Daniel  Bernoulii  à  propos  du  problème  des 
cordes  vibrantes,  ont  pour  objet  d'exprimer  une  fonction  f{x)  par  un 
développement  convergent  dans  l'intervalle  (0,  Stt)  et  de  la  forme 

1  00 

(1)  f[x)  =  -q"  ^°  +    ^  ('^"î  ^^^  '"^  "^  ^"''  ^'"  ^'^')' 

les  a  et  les  b  étant  des  constantes  que  l'on  appelle  les  coefficients  du 
développement. 

Euler  le  premier  a  indiqué  le  procédé  de  détermination  des  coeffi- 
cients dans  un  Mémoire  de  1777.  Rappelons  d'abord  que  l'on  a,  m  et  n 
désignant  des  entiers  différents,  dont  l'un  peut  être  nul, 

1    cos  my.  ces  wj.  (h.  ==       sin  ma  sin  ny.  dy.  =  0 

.o  .'o 

.eu  .27: 

cos^  ma  ch.  =    I    sin-  ma  ch.  =  n 
Jo  Jo 

et  enfin,  même  si  m  =  n, 

cos  ma  sin  na  rfa  =  0. 

Remplaçons  x  par  a  dans  (1)  ;  multiplions  les  deux  membres  par 
cos  ma  da  et  intégrons  de  0  à  2tt  ;  il  viendra,  si  l'on  peut  intégrer 
terme  à  terme, 

1  r'"' 

(2)  am  =  —      /(a)cosmarfa        (m -=  0,  4,  2,...) 

De  même,  en  multipliant  par  sin  ma  (h,  on  trouve 

1  C'~ 

(3)  è^„  =  — - 1     /(a)  sin  ma  da        (m  =1,2,  8,...) 

Les  séries  (1)  dont  les  coefficients  sont  déterminés  de  la  sorte  sont 
connues  sous  le  nom  de  séries  de  Fourier.  C'est,  en  effet,  ce  grand 
géomètre  qui  a  montré  dans  sa  théorie  de  la  chaleur  l'extrême  impor- 
tance de  ces  séries.  C'est  lui  qui  a  affirmé  le  premier  qu'une  fonction 
dé/îvie  arbitrairement  pouvait  être  représentée  par  une  série  de  la 
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forme  (1),  convergente  entre  0  et  2Tr  ;  ensuite  qu'une  seule  et  même 
série  pouvait,  dans  les  portions  successives  de  cet  intervalle,  représen- 
ter des  fonctions  analyliquement  distinctes,  par  exemple  sinj;  de  0 
à  71  et  cos  X  de  -  à  2it.  Quoiqu'il  y  ait  certaines  restrictions  à  faire  et 
que  Fourier  n'ait  pas  traité  la  question  d'une  manière  rigoureuse,  c'est 
cependant  lui  qui  a  trouvé  les  véritables  bases  de  la  théorie.  Il  con- 
vient donc  de  conserver  à  ces  séries  le  nom  de  Fourier,  tout  en  recon- 
naissant que  les  premières  recherches  complètement  rigoureuses  sont 
dues  à  Dirichlet. 

Les  séries  de  Fourier  soulèvent  plusieurs  questions  intéressantes 
et  qui  ne  paraissent  pas  encore  avoir  reçu  leur  solution  détinitive  : 
A  quelle  condition  une  fonction  f(x)  est-elle  développable  en  série  de 
la  forme  (1)  ?  Si  le  développement  est  possible,  les  coefficients  sont- 
ils  nécessairement  fournis  par  les  formules  (2)  et  (3)  ?  La  série  (1) 
dont  les  coefficients  sont  fournis  par  les  intégrales  (2)  et  (3)  a-t-elle 
pour  somme  f\x)  entre  0  et  Sti  ? 

C'est  la  dernière  de  ces  questions  que  nous  allons  traiter  pour  com- 
mencer. 

280.  Somme  de  la  série  de  Fourier.  —  Alors  même  que  l'on  sup- 
pose/"(j:)  développable  par  la  formule  (1),  la  détermination  des  coeffi- 
cients par  l'intégration  de  la  série  terme  à  terme  n'est  légitime  que  si 
la  série  converge  uniformément,  ce  qu'on  ne  sait  pas,  de  sorte  que 
la  manière  dont  nous  avons  obtenu  les  formules  (2)  et  (3)  soulève  les 
plus  graves  objections.  Pour  les  écarter,  nous  allons  porter  les  valeurs 
trouvées  de  Om  et  bm  dans  la  formule  (1)  et  chercher  directement  si 
la  série  ainsi  formée  a  pour  somme  flx). 

Soit  Sm  la  somme  des  m  +  1  premiers  termes  de  cette  série  ;  on 
aura 


/'(a)da, 


S^  =  — j      -^+cos(a— ^)  +  cos2(a— a;)H \-cosm(oi—x) 

car  le  terme  général  de  la  série  peut  s'écrire 

—  I    A")  [cos  pa  cos  px  -j-  sin  j)a.  sin  px]  da. 
La  somme  entre  crôcliets  dans  l'expression  de  S,„  a  pour  valeur 


sin 


(2m4-1)°^r^ 


2  Sin     ^ 
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comme  on  le  voit  en  égalant  les  parties  réelles  des  deux  expressions  : 

1 


p{m  {-l)ôi  A  A 


dont  la  seconde  peut  s'écrire 

e^       •'  —  6    2 


6i 


e^  —  e 


^m  _  i 


^        e^       ~'  —  cos-g- 
Stsm-g- 


ce  qui  donne 
1 


sm 


2 


+  cos  9  -f  cos  29  4-  •••  -j-  cos  m9  = 


(-«+4-) 


2  sin 


Nous  avons  donc 

a  —  X 


-rt  Jo 


sin 


(2?n  +  4) 


a  —  X 


2  sin 


a  —  X 


/■(a)  (/c 


OU,  en  posant     ^     =  T» 

Il  faut  donc  chercher  si  S,n  a  une  limite  quand  m  augmente  indéfi- 
niment. La  réponse  est  immédiate  si  f{x]  satisfait,  dans  l'intervalle 
(0,  Stt),  aux  conditions  admises  au  paragraphe  précédent  (n°  274).  En 
effet,  en  posant  F(y)  =  f[x  +  2y)  ;  on  est  ramené  aux  intégrales  du 
n°  277,  Si  0  <  it"  <  27r,  la  formule  (6)  de  ce  n°  donne 

(5)       S  -  lim  S„,  =  i-  [f{x-  0)  +f{x  +  0)]. 

Donc  la  série  de  Fourier  est  convergente  et  a  cette  expression 
pour  somme.  Cette  somme  sera  f{x)  si  la  fonction  est  continue  pour  la 
valeur  considérée  de  x.  Mais,  si  la  fonction  est  discontinue  pour  la 
valeur  x  =  x^,  la  somme  de  la  série  en  ce  point  sera  égale  à  la 
moyenne  des  valeurs  de  f[x)  à  gauche  et  à  droite  du  point  x^. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  a;  =  0  ou  a;  =^  27î,  le  résultat 
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sera  le  même,  puisque  tous  les  tonnes  de  la  série  prendront  respec- 
tivement la  même  valeur.  On  auin,  jiour  .r  =  0, 


«-Tf-^'-I^^A^X^T 


sm  Y 
et,  par  conséquent,  à  la  limite,  par  la  formule  (7)  du  n"  277, 

(6)  .     S  --^  -|-[/(+  0)  +  /(Stt  -0)]. 

Si  f{x)  est  continue  aux  extrémités  de  l'intervalle  (0,  Sit),  on  aura 

Ce  cas  est  assimilable  au  cas  de  discontinuité.  On  imagine,  à  cet  eftet, 
que  l'on  porte  les  longueurs  x,  non  sur  une  droite,  mais  sur  une  cir- 
conférence de  rayon  Stt,  de  sorte  que  les  points  d'abscisses  0  et  ^n  se 
confondent. 

281.  Cas  où  l[x)  devient  infinie  entre  0  et  Stï.  —  Si  f{x)  devient 
infinie  en  un  nombre  limité  de  points  de  l'intervalle  (0,  Stt)  mais  de 
façon  que  l'intégrale  de  |  f{x)  \  dx  reste  finie,  les  résultats  du  n°  pré- 
cédent subsistent  pour  toutes  les  valeurs  dex  qui  ne  rendent  pas  f{x) 
infinie,  car  les  formules  du  paragraphe  précédent  sur  lesquelles  nous 
nous  sommes  appuyés  subsistent  (n°  278).  Mais,  si  x  est  un  des  points 
qui  rendent  f{x)  infinie,  y  =  0  est  un  de  ceux  qui  rendent  f(x  -f-  2y) 
nifinie  dans  la  formule  (4)  et  les  conditions  requises  au  n°  278  n'ont 
plus  lieu. 

282.  Convergence  uniforme  de  la  série  de  Fourier.  —  Il  est  clair  que 
la  série  de  Fourier,  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x, 
ne  peut  converger  uniformément  dans  le  voisinage  d'un  point  de  discon- 
tinuité de  f{x]  ;  mais  je  dis  qu^elle  converge  uniformément  dans  tout 
intervalle  {a,  b), 

0  <  a  <  6  <  2Tr, 

dans  lequel  f[x)  est  une  fonction  continu£  de  oc. 

En  effet,  si  nous  nous  reportons  à  l'intégrale  (4)  qui  précède,  la  fonc- 
tion /(a;  +  2y)  est  une  fonction  continue  de  a;  et  de  y  dans  le  domaine 

limité  aux  intervalles  {a.  è)  de  a;  et  f  —  — ,  tt  —  —  )  de  y.   De   plus,    les 

ce  Ûu 

limites  — -^  et  r  —  —  de  cette  intégrale  ne  peuvent  tendre  ni  vers  0  ni 

vers  -.  Les  conditions  stipulées  dans  la  remarque  du  n°  277  étant  réali- 
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sées,  l'intégrale  (4)  (ou  S,n)  tend  donc  uniformément  vers  sa  limite 
quand  m  tend  vers  l'infini  ;  donc  la  série  de  Fourier  converge  uniformé- 
ment dans  l'intervalle  (a,  b). 

Supposons  maintenant  que  f{x)  soit  continue  dans  l'intervalle  (0,27t) 
tout  entier.  Si  /"(O)  et  f(2n)  ne  sont  pas  égaux,  la  converge  cessera 
nécessairement  d'être  uniforme  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  (0, 2it), 
car  la  somme  de  la  série  sera  discontinue  en  ces  deux  points.  Mais  nous 
allons  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Si  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  (0,  2n)  et  reprend  les  mêmes 
valeurs  aux  deux  extrémités  de  cet  intervalle^  la  série  de  Fouiner  con- 
verge uniformément  dans  un  intervalle  quelconque. 

Reprenons  la  série  de  Fourier  qui  représente  f[x)  entre  0  et  2tc  : 


a 

-^-[-11  («^cos  mx  -\-  è^sin  mx). 


Cette  série  converge  uniformément  dans  toute  portion  de  l'intervalle 
(0,  2Tr)  ne  contenant  pas  les  extrémités.  Mais,  comme  elle  est  périodique 
de  période  2r,,  il  suflOit,  pour  établir  qu'elle  converge  uniformément  dans 
tout  intervalle,  de  montrer  que  la  convergence  est  uniforme  dans  le 
voisinage  de  a;  =  0. 

A  cet  effet,  soit  ^{x)  la  somme  de  la  série  ;  ce  sera  une  fonction  de 
période  27r,  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  et  qui  coïncide  avec 
f{x)  dans  l'intervalle  (0,  27t).  On  a  ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 

(7)  f  (a;)  =  -5-  +  ^  («mcos  mx  -f-  ^m  sin  mx). 

et,  en  changeant  a;  en  a;  —  tt, 

a         ^ 

(8)  tf (a;  —  ir)  =  -^  -|-  S  ( —  \)m  («^^cos  mx-\-hyn  sin  mx). 


Considérons  ce  développement  dans  l'intervalle  (0,  27:),  C'est  le  déve- 
loppement de  (f  (a;  —  -k)  en  série  de  Fourier,  car  les  coefficients  en  sont 
bien  donnés  par  les  formules  (2j  et  (3).  On  a,  en  effet,  à  cau&e  de  la 
périodicité  de  cp, 

j       cp(a  — 7:)cosmac?a=  (— ■Ij'^î  f  (a -f- tt)  COS  m(a  +  tt;  rfa -|- 

/-27r  -| 

4-   I     f(a  —  Tr)cOSm(a  —  tt)  û?a 

Jn-K 
\      'f  (a)  COSWarfa  =  (—  Ij'^a^. 
0 


et,  de  même, 


Çï-K 

1   ' 


(p(a  —  tt)  sin  mac?a  =  ( —  \Y^^hj 
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Donc,  comme  on  l'a  prouvé  au  début  de  ce  numéro,  le  développe- 
ment (8)  converge  uniformément  dans  le  voisinage  du  point  x  =  iz  qui 
est  au  milieu  de  l'intervalle  (0,  2~).  Cela  revient  à  dire  que  le  dévelop- 
pement (7)  converge  uniformément  dans  le  voisinage  de  a;  =  0,  C.Q  F.D. 

Bien  entendu,  dans  les  théorèmes  précédents,  la  fonction  f{x)  est  tou- 
jours supposée  satisfaire  aux  conditions  stipulées  au  n°  274. 

283.  Développement  de  l\x)  en  série  de  Fourier  dans  un  intervalle 
quelconque  d'amplitude  'iiz.  —  On  peut  aussi  se  proposer  de  dévelop- 
per une  fonction /'a-)  en  série  de  Fourier  dans  un  intervalle  (A,A  +  27t), 
autre  que  (0,  2?:),  mais  de  même  amplitude.  Ce  développement  sera 
fourni  par  les  formules  : 

il  * 

f{x)  =  -ô-  «o  +  2  {a,„  cos  mx  +  bm  sin  mx) 
\      /-A+27r  j      /•A+2T: 

a„,  =  —  /"(a)  COS  ma  (la,      b„i  =  —  I         /"(a)  sin  ma  rfa. 

En  effet,  ce  problème  se  ramène  au  précédent  en  imaginant  une 
fonction  o{x)  qui  coïncide  avec  f[x)  entre  A  et  A  +  27t,  mais  qui 
admette  la  période  2^,  ce  qui  achève  de  la  définir.  Son  développement 
entre  0  et  27r,  sera  fourni  par  les  formules  établies  précédemment  : 

1  * 

(10)  cp(j;)  =  -5-  Oo  +  2  {am  cos  mx  +  bm  sin  mx) 

1        r~  1        f^TT 

dm  =  —  I    ^(a)  ces  ma  da,  bm  =  —  |    f  («)  sin  ma  d<x. 

Ces  nouvelles  valeurs  de  Um  et  bm  coïncident  effectivement  avec  les 
précédentes,  car,  les  fonctions  sous  le  signe  J  ayant  pour  périodes  27r, 
on  peut  faire  la  transformation 

/*2r  /-A+2TC  /"A+aTt 

1       ^(a)  COS  ma  rfa  =    I  çp(a)  COS  ma  da  =  /(a)  COS  ma  da 

et  une  autre  transformation  analogue  pour  t^. 

D'autre  part,  le  développement  (10),  qui  est  démontré  dans  l'inter- 
valle (G,  27:),  subsiste  quel  que  soit  x,  puisque  les  deux  membres  sont 
périodiques.  Donc  il  subiste,  en  particulier,  dans  l'intervalle  (A,A4-2^) 
où  (f>  ---  f  ei  ou  il  coïncide  avec  (9),  C.  Q.  F.  D. 

En  particulier,  si  l'on  veut  obtenir  par  les  formules  (9)  le  dévelop- 
pement de  f(x)  entre  —  u  et  +  ^,  on  posera 


(11) 


1    C~  C^ 

—  I     f[a)  cos  ma  da,      bm  =        A*)  sin  ma  d« 

T^    J—T,  J-T. 
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284.  Séries  de  cosinus  seuls  ou  de  sinus  seuls.  —  Nous  établirons 
dans  le  paragraphe  suivant  que  le  développement  de  f(x)  en  série  de 
la  forme  (1)  n'est  possible  que  d'une  seule  manière  dans  un  intervalle 
d'amplitude  St:.  Mais,  sans  entrer  dans  celte  question,  on  aperçoit  de 
suite  que,  si  l'on  neveut  représenter /(a:)  que  dans  un  intervalle  (A,  B) 
d'amplitude  moindre  que  2r,  le  développement  sera  possible  d'une 
infinité  de  manières.  En  effet,  soit  f^{x)  une  fonction  égale  à  f{x) 
entre  A  et  B,  mais  quelconque  en  dehors  de  cet  intervalle  ;  le  déve- 
loppement de  f^(x)  en  série  de  Fourier  dans  l'intervalle  (A,  A  +  27r) 
représentera  l{x)  dans  l'intervalle  (A,  B),  mais,  comme  la  définition 
de  fi{x)  reste  arbitraire  de  B  à  A  -f-  Stt,  il  y  aura  une  infinité  de  déve- 
loppements satisfaisant  à  cette  condition. 

Le  raisonnement  précédent  permet  de  montrer  que,  si  l'on  se 
borne  à  l'intervalle  (0,  -),  le  développement  de  f{x)  peut  se  faire  à 
volonté  en  série  de  sinus  seulement  ou  en  série  de  cosinus  seulement 
des  multiples  ûex. 

En  effet,  pour  obtenir  la  série  des  sinus,  il  suffit  de  développer 
dans  l'intervalle  de  —  -  à  -  une  fonction  Impaire  fi{x)  égale  à  f{x)  dans 
l'intervalle  (0,  ::).  On  aura,  par  les  formules  (11), 

i    C~  1    f^ 

dm  = I       A  (a)  COS  ma  da,  b,n  =  I       fA^)  Siu  ma  rfa. 

~     J—-  "^     J—Tt 

Mais  les  intégrales  de  —  ^  à  0  et  de  0  à  -  se  détruisent  pour  «m  et 
s'ajoutent  pour  bm-  On  aura  donc,  dans  l'intervalle  (0,  tt)  où  /',  ==  /. 

oo  2  f- 

(12)  f{x)  =  2  ^m  sin  mx,         b^  =  —  1    /(a)  sin  ma  da 

i  ~  Jo 

De  même,  pour  obtenir  la  série  des  cosinus,  on  supposera  que 
fi{x)  soit  paire  et  on  trouvera  (les  bm  étant  nuls) 

(13)  f{x)  =  -y-  4- 1:  a^  COS  mx,       am  =  -^\    /"(«)  ces  ma  da. 

285.  Exemples  de  séries  de  sinus, — Commençons  par  une  remarque 
générale. 

Les  coefficients  bm  du  développement  en  série  de  sinus  dans  l'in- 
tervalle (0.  -)  sont  fournis  par  les  formules 


bm  =  ~[  ['  +1-  A«)  sin  ma  d«  ] 
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Supposons  qu'on  ait  f{x)  =  f{iz  —  x)  ;  ces  deux  intégrales,  égales 
au  signe  près,  s'ajoutent  si  m  est  impair  et  se  détruisent  si  m  est 
pair.  Donc  le  développement  ne  contiendra  que  les  multiples  impairs 
de  œ  et  l'on  aura 


(14) 


f{x)  -  s  hn^i  sin(2ft  -f  4)  œ,     b^fm  =  —  i*  V(«)  sin(2^--h4«a  d«. 

f>  "^  Jo 

Au  contraire,  si  l\x]  =  —  /'(ti  —  x)  ;  les  deux  intégrales  s'ajoutent 
quand  m  est  pair  et  se  détruisent  quand  m  est  impair  ;  le  développe- 
ment ne  contient  plus  que  des  multiples  pairs  de  x  et  l'on  a 

(15)     f[x)  =  S  è.2A  sin  2Au-,        b,^  =  A  f  -  /;a)  sin  2A-  a  (U. 

Premier  exemple.  —  Développons  -j-  en  série  de  sinus  dans  Tinter- 
valles  (0,  Tt).  On  a  f[x)  ^  /(r  —  x).  Donc  le  développement  est  fourni 
par  la  formule  (14).  On  a 


Tt 


ri 
sin  (2fc  +  l)arfa  =  ^j^-pj 

Par  conséquent,  entre  0  et  tt  (limites  exclues), 

,,-,  71         .         ,    sin3j:  ,   sin  5a;  , 

(16)  -^  =  sm  X  +  ^r"  +  ~B~  +  "* 

Si  l'on  change  xen—x,  la  série  change  de  signe  ;  elle  représente 
donc  — ^  entre  0  et  —  tc.  Pour  x  =  0  (point  de  discontinuité)  tous 
les  termes  sont  nuls,  la  série  est  égale  à  0,  C'est  donc  bien  la  moyenne 
des  valeurs  à  gauche  et  à  droite  du  point  0,  conformément  aux  for- 
mules générales. 

71  X 

Deuxième  exemple.  —  Développons  —  — ^  en  série  de  sinus  dans 
l'intervalle  (0,  r.).  On  a  f{x)  =  —  A'^  —  ^)-  ^oïio,  le  développement  est 
fourni  par  (16).  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

7t  7r 

Par  conséquent,  entre  0  et  tt  (limites  exclues), 
,,_,  it        X       sin  2x  ,  sin  4x  ,  sin6x  , 
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La  série  admettant  tt  comme  période*,  sa  valeur  sera  donc  connue 
quel  que  soit  x. 
Si  l'on  soustrait  (17)  de  (16),  il  vient,  entre  0  et^r, 


X         .  sin2x'   ,   sinSx      sin4a;  , 


9 


Mais,  les  deux  membres  étant  impairs,  le  développemeut  est  valable 
dans  l'intervalle  de  —  tt  à  ^  (limites  exclues). 

286.  Exemples  de  séries  de  cosinus.  —  Commençons  par  une 
remarque  analogue  à  celle  du  n°  précédent.  Les  coefficients  «m  du 
développement  en  série  de  cosinus  entre  0  et  -  ont  pour  valeur 


rt»»  =- 


2  rr?    r 

—-  I  -^        /(al  COS  ma  rfa    • 


Si  f{x)  =  f\-  —  x),  ces  deux  intégrales  se  détruisent  quand  m  est 
impair  et  s'ajoutent  quand  m  est  pair.  On  a  donc 

COS  2^-a  da. 


Oo    . 


(18)         /(a;)  =  -g-  4- 1  fl2ft  COS  2Au-,       ûza 


"•  Jo 


Au  contraire,  si  f{x)  =^  —  f{- —  x),  les  intégrales  se  détruisent 
quand  m  est  pair  et  l'on  a 

(19)      f(x)^^y:a2k-iC0S{^k-\-\)x,     «2*^1  =  —    V(a)cos  (2A-  +  i)ada. 

Premier  exemple.  —  Développons  -^ ^en  série  de  cosinus  dans 

l'intervalle  (0.  ~).  Comme  f{x)  =  — f\- —  x) ,  le  développements  se 
tire  de  la  formule  (19).  On  a,  en  intégrant  par  parties, 


"—  =  f 


1  — —  ICOS  (2A+l)ada 


2 


[U+i) 


a^h- 


(2A-+1)^-- 
Par  conséquent,  entre  0  et  ~  (limites  comprises), 

COS  Sx     ,     COS  bx 


(20)         — î-  =  A 

^    '  4         2         r 


COS  a; 


+ 


+ 


32       '       52 
Le  second  membre  est  une  fonction  paire  de  x,  cette  formule  sub- 
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sislera  donc  entre  —  :r  et  +  -  à  condition  d'y  remplacer  dans  le  pre- 
mier membre  x  :  2  par  sa  valeur  absolue. 

Deuxième  exemple.  —  Développons  sin^i-  en  série  de  cosinus  entre 
0  et  -.  Comme  f[x)  =  /(-  —  x),  il  faut  faire  usage  de  la  formule  (18). 
On  a 

a,^  =  —  {"  sin  a  cos 2^- a  (/a  =  —  (* ' [sin  (2k  +  1)  «  —  sin  (2^— i)a]da 

T^  Jo  ~  Jo 

Par  conséquent,  entre  0  et  tt  (limites  comprises), 

1        cos  ^x       cos  ix       cos  6a: 


(21)     sin  a;  =  -^ 


2  1.3  3.5  5.7 


Le  second  membre  admet  la  période  tt  ;  cette  relation  subsistera 
donc  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  à  condition  d'y  remplacer  sina;  par 
sa  valeur  absolue. 

Troisième  exemple.  —  Développons  maintenant  en  série  de  cosinus 
dans  l'intervalle  (0,  tt)  la  fonction  Log(  2sin-^\  qui  devient  infinie 
pour  X  =  0  dans  les  conditions  prévues  au  n»  281.  On  a  d'abord 

TT 

2   r^         /  a  \  4    fT 

«0  =  --      Logf  2sin-^  )da.-=  ■ —      Log  (2  sin  a)  da 

et,  en  remplaçant  2  sin  a  par  (2  sin  -^J  f  2  cos  ~\ 

TT  TT 

tto  =  —  rLug(^2sin~Jrfa4-—  rLog(2cos-^Jda. 
Soustrayons  cette  équation  du  double  de  la  précédente,  on  en  tire 

ao  =  —  I    Log  (^2  sin  -|- J  d  a  —  —  pLog  [^  cos  -^ Jda  -■=  0, 

T 

car  ces  deux  intégrales  se  détruisent  (la  seconde  se  ramène  à  la  pre- 
mière en  substituant  n  —  «  à  a). 
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Ensuite,  en  intégrant  par  parties  et  en  ayant  égard  à  la  formule  de 
décomposition  du  n"  280,  savoir 


sin  (  m  +  -^y 


1 

-â-  +  COS  a  +  COS  2a  +  ••■  COS  ma  ^ 

2  a 

il  vient,  pour  m  =  i,  2,... 

a,i,  =  —      cos?/)aLog' 2sin-pr-     rfa  = dct 


a 

smmacos 


sin   2 


i_  pSin(7n.  +  i-)a        _  j_  p  sin  (m— i) 


sin-^  sm-g- 


m 


En  définitive,  on  a,  dans  l'intervalle  (0,  tt), 

,„„          ,      /c»   •     ^  \               ,    COS  2a;   ,    COS  3a:   ,    cos4a;    , 
(221    —  Log  (2  sm  -^)  ^  cos  œ  -\ ^ ^ 3 ' 4 ^  - 

1  /  »c  \ 

Si  l'on  remplace  le  premier  membre  par  — ôr^og  14  sin*-^  I,  les 

deux  membres  seront  des  fonctions  paires  de  x  de  période  2Tr  et  la 
formule  subsistera  quel  qne  soit  x. 

§  8.  Théorème  de  Cantor  : 
Unité  du  développement  trigonométrique. 

287.  Exposé  delà  question.  Simplification  du  problème.  —  La  déter- 
mination des  coefficients  du  développement 

1  » 

f{cc)  =  —«0  +     2  («m  cos  mx  -\-  bm  sin  mx) 
i  m=i 

par  des  intégrations  (n°  279)  est  légitime  pourvu  que  la  série  soit  unifor- 
mément convergente  dans  l'intervalle  de  0  à  2-.  Donc  la  fonction  f{x) 
ne  peut  être  représentée  que  d'une  seule  manière  par  un  développement 
uniformément  convergent  entre  0  et  It.  et  ce  développement  est  celui  de 
Fourier. 

Mais,  si  ou  laisse  de  côté  l'hypothèse  de  la  convergence  uniforme,  on 
peut  se  demander  s'il  n'existe  pas,  pour  représenter  f[x)  entre  0  et  2Tr, 
un  développement  trigonométrique  différent  de  celui  de  P'ourier.  C'est 
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Cantor  qui  a  démontré  le  premier  qu'il  n'en  existait  pas  d'autre.  Mais, 
pour  faire  cette  démonstration,  il  faut  imposer  certaines  restrictions  à 
f[x).  Ce  sont  celles  que  nous  avons  définies  précédemment  ;  nous  sup- 
poserons donc  que /"(a?)  vérifie  les  conditions  de  Dirichlet  ou,  plus  géné- 
ralement, se  décompose  en  un  produit  ou  une  somme  de  fonctions  qui  les 
vérifient.  Plus  généralement  encore,  f[x)  pourra  devenir  infinie  en  un 
nombre  limité  de  points,  mais  de  la  manière  qui  a  été  précisée  au  n°  281. 
Cela  posé,  supposons  que  l'on  ait 

f[x)  =  i  a^  -f  S  («'mcos  mx  +  i'mSin  mx) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  entre  0  et  27r,  sauf  pour  un  nombre  limité 
d'entre  elles,  par  exemple  toutes  celles  qui  rendent  la  fonction  discontinue. 
Je  dis  que  ce  développement  coïncide  avec  celui  de  Fourier.  Pour  le 
prouver,  je  retranche  les  deux  développements  l'un  de  l'autre  et  j'obtiens 

—  ag  -f-  S  {'^m  cos  mx  -\-  p„,  sin  mx)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  entre  0  et  27r,  sauf  peut-être  pour  un 
nombre  limité  d'entre  elles.  Il  suffira  d'établir  que  cette  relation  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  tous  les  a  et  tous  les  p  sont  nuls. 

Cette  démonstration  s'appuie  sur  trois  théorèmes  préliminaires,  deux 
de  Riemann  et  un  de  M.  Schwarz  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

288.  Premier  théorème  de  Riemann.  —  Considérons  la  série 

(1)  ^«o  +  2  [am  cos  mx  -f-  ^m  sin  mx) 


ou,  si  pour  abréger,  nous  posons 

1 
2 


Kq=—  flo,  A^  =  ttm  cos  mx  -f-  ^m  sin  wa?, 


la  série 

Ao  +  A,  +  •••  +  A^H 

Supposons  que  «m  et  bm.  soient  infiniment  petits  pour  m  croissant  à 
l'infini.  Formons  la  série 

(2)        ¥{x)  =  k,—  -k,—- -^ , 

que  l'on  déduit  de  la  première  en  intégrant  deux  fois  chaque  terme.  Cette 
série  sera  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle,  car,  km  ne 
pouvant  surpasser  en  valeur  absolue  une  quantité  positive  fixe  A,  les 
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termes  de  la  série  seront  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la 
série  positive  convergente 

Donc  la  série  (2)  a  pour  summe  une  fonction  F  (x)  qui  est  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
Riemann  considère  le  rapport 

F(a;  +  2a)  —  2F(a;)  +  F{x  —  2  a) 
4a2 

et  énonce  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  la  série  (1)  est  convergente  et  a  pour  somme  f{x) 
pour  une  valeur  particulière  de  x,  le  rapport  précédent  tend  vers  f[x) 
quand  a  tend  vers  0. 

Observons  les  relations 

cos  n{x  +  2a)  —  2cos  nx  -f-  cos  n{x  —  2a)  ^=  2coswa;  (cos  2wa — 1) 

=  —  4  cos  nx  sin*  wa, 
sin  n[x  -\-  2a)  —  2  sinna;  +  sin  w(a;  —  2a)  =  —  4  sinwa;  sin^  n%  ; 

nous  pourrons  écrire 

F(a;  +  2-')— 2F(a;)4-F(a;— 2  a) 

(3)     ■  ^'' 

/sinaV  /^smwaV 

V      ^^  +  ^\—)  +-  +  A4^rrJ  + 

Puisque  la  série  Ao  +  Aj  +  •••  converge  vers  f{x)  pour  la  valeur 
considérée  de  x,  on  peut  faire 

Ao  +  Al  H h  kn-i  =-  f[x)  +  En 

et  à  tout  nombre  S  donné  mais  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  m  tel  qu'on  ait 

I  £n  I  <  ^     ,  si         w  ^  m. 

Prenons  maintenant  a  assez  petit  pour  que  m  a  soit  <  it  ;  transfor- 
mons par  les  substitutions 

Ao  ■=  f  x)  +  -u  An  =  £n+i  —  ^n  ) 

la  série  du  second  membre  de  (3)  dans  la  suivante  : 


(4)  f{x)  +  S  e„ 

1 


ysin(w — l)a\^       /sinwa^^ 
.V    [n — l)a    J         V     na 
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et  partageons  cette  nouvelle  série  en  trois  parties  :  dans  la  première,  n 
croîtra  de  1  à  w  ;  dans  la  seconde  de  wz  -f-  1  au  plus  grand  entier  5  con- 
tenu dans  — ^  ;  dans  la  troisième  de  5  4-  1  à  oo. 

a 
La  pt'emi&re  partie  se  compose  d'un  nombre  invariable  tu  de  termes 
qui  tendent  tous  vers  0  avec  a  et  elle  tend  elle-même  vers  0  avec  a. 

La  deuxième  partie  est  moindre  que 

^     ^  r /sin  (n —  1)  a\2      /sin  na\2-,  ^  ^  p /sinma\2       /sin^av^-i 
n=m+i    L^     (»i  —  1)  a     /  \     7ia     /  J         '  L\    ma     /         '      5a     /   J  ' 

car  les  différences  entre  crochets  dans  chaque  terme  de  (4)  sont  posi- 
tives (sin  X  :  X  décroissant  de  a;  =  0  à  a;  ==  -  et  sa  étant  <  tz).  Donc  la 
seconde  partie  est  aussi  petite  qu'on  veut  avec  o. 

Dans  la  troisième  partie,  le  terme  général  se  décomposera  en  deux 
parties,  d'abord 

r/sin  [n  —  1)  a  \ '-       /sin  {n  —  1)  a  \2-| 
'"  U     (w-l)a     /  ~  V  na  /  J 

et  ensuite  [eu  égard  à  sin-p  —  sin'  q  =  sin  {p  -\-  q)  sin  [p  —  q)] 

Ksin  (m.  —  1)  a\^      /sin  wa  \  î-j sin  (2?i  —  1)  a  sin  a 

na  /        \   nt     /  A  '"  w*a  a 

Sous  cette  forme,  il  est  clair  que  le  terme  général  est  plus  petit  que 

° L(n— l)2a2  ~  n«^J  "^  'ïi^  ^"^L(w— D'        w2j  +  — [;^1— -;^J 

et,  par  suite,  la  somme  de  5  +  1  à  »  est  plus  petite  que 

0  0 

s'a^  sa 

Enfin,  comme  s  est  >— ^ 1,  elle  sera  moindre  que 

a 

L  (-  — a,^         -—  aj  ' 

elle  est  donc  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  o. 

L'expression  (4)  diffère  donc  aussi  peu  que  l'on  veut  de  f{x)  à  condi- 
tion de  rendre  a  suffisamment  petit.  Le  théoième  est  démontré. 
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289.  Deuxième  théorème  de  Riemann.  —  Le  quotient 

F{x  +  2a)  —  2F(a:)  +  F[x  —  2a) 
2a 

tend  vers  0  avec  a,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  même  pour 
celles  qui  rendraient  la  série  Aq  +  Aj  -f"  Ag  +  •••  divergente. 
En  effet,  ce  quotient  s'exprime  par  la  série 


o         \    noL    J 


Partageons-la  en  trois  parties  :  Dans  la  première  n  variera  de  0  jus- 
qu'à un  nombre  m  tel  que,  pour  n  ^  m,  on  ait  |  A^   |  <  £  ;  dans  la 

seconde  n  variera  de  m -f-  1  au  plus  grand  entiers  contenu  dans — , 

c  désignant  une  constante  fixe  ;  enfin  la  troisième  partie  comprendra  le 

reste  de  la  série. 

La  première  partie  donne  une  somme  Dioindre  que  2Qa,  en  désignant 
m 
par  Q  la  somme  S  |  An  |  qui  est  fixe  par  rapport  à  a  ;  la  seconde  est 

o 
moindre  que 

s 
2aS  e<  2a5e  <  2ce  ; 
m+i 

enfin  la  troisième  est  moindre  que 


1  2t%f\  1  ^       2e  2e 


s+i     n^oL^        a  s+i  \W  —  1         n  J        as       c  —  a 

Ces  trois  parties  sont  donc  aussi  petites  que  l'on  veut  avec  e  et  a,  d'où 
résulte  la  démonstration  du  théorème. 

290.  Théorème  de  M.  Schwarz.  —  Toute  fonction  F{x)  continue  dans 
tin  intervalle  {a,  b)  et  telle  qu'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet 
intervalle, 

^■^  ¥{x  4-  2a)  -  2¥[x)  -f  F[x  -  2a)       Q 

a=:0  4a2 

est  une  fonction  linéaire  de  x  ('). 

Suppposons  «<è;  désignons  par  /  le  facteur  ±  1,  par  A  une  con- 
stante positive  et  formons  la  fonction 

(5)   ^{x)  =  /  \f{x)  -  F(a)  -{X-  a)  ^^^-|^]-  ~[x-a][b-x). 

(*)  Si  l'on  présupposait  l'existence  do  F"(x),  le  théorème  serait  évident,  car 
on  aurait  F  "(a;)  =  0. 
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Cette  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  {a,  b)  et  l'on  a 


lim  <?{oo  +  2a)-2<f{œ)  +cp(a;-2a)   _  ^^, 

a=0  'l^'* 

Donc,  si  a  est  assez  petit,  l'expression 

cf(a?  +  2a)  —  29{x)  +  cp(a;—  2a) 

est  positive.  Je  dis  qu'il  en  résulte  que  te  (a;)  ne  peut  être  positive  pour 
aucune  valeur  de  .r  dans  l'intervalle  [a,  b). 

En  effet,  cp(a)  et  o(b)  étant  nuls,  «>(a;)  atteindrait  alors  un  maximum 
pour  une  valeur  Xo  de  ce  comprise  entre  «  et  5  ;  on  aurait 

<f{œo  +  2a)  —  tp(a;o)  ^  0,  «(a;»  —  2a)  —  ^^{xo)  ^  0, 

et  la  somme  de  ces  deux  différences  ^{xo  +  2a)  —  2(p(a'o)  +  <i{Xo  —  2a)  ne 
serait  pas  positive. 

Donc  iD[x)  est  négative  ou  nulle  dans  l'intervalle  (a,  b).  Ceci  ne  peut 
avoir  lieu,  le  signe  de  i  restant  arbitraire,  que  si  l'expression  entre 
crochets  dans  la  valeur  (5)  de  cp(a:)  est  nulle.  En  effet,  si  elle  n'était  pas 

nulle,  on  pourrait  la  supposer  supérieure  k  —  {x  —  ai{b  —  x)  en  pre- 
nant h  assez  petit  et  l'on  pourrait  choisir  le  signe  de  i  de  manière  que  (f{x) 
soit  positif. 

Donc  la  fonction  entre  crochets  est  nulle  dans  tout  l'intervalle  {a,  b)  et 
l'on  a 

c'est-à-dire  que  F{x)  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

291.  Démonstration  du  théorème  de  Cantor.  —  On  suppose  que  Ton 
ait 

1  «> 

—  ao  -|-  S  (uyi  cos  nx  4-  Pn  sin  nx)  =  0 

2  1 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans  un  intervalle  d'amplitude  2-^,  sauf 
pour  un  nombre  limité  de  valeurs  exceptionnelles.  On  ne  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  manière  dont  se  comporte  la  série  pour  ces  valeurs 
exceptionnelles.  Nous  remarquons  que,  par  suite  de  la  périodicité,  cette 
relation  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans  un  intervalle  quel- 
conque, sauf  pour  des  valeurs  exceptionnelles  isolées  les  unes  des  autres. 

Soit  X  une  valeur  différente  des  valeurs  singulières. 

Remplaçons  dans  la  série  x  par  x  -^  o  puis  par  x  —  o  et  ajoutons,  il 
viendra 

—  ao  -|-  S  (a„  cos  nx  -{-  Pn  sin  nx)  cos  no  =.-  0  ; 
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et  cette  relation  aura  lieu  pour  toute  valeur  do  o,  sauf  pour  des  valeurs 
isolées.  C'est  une  série  trigonoraétrique  en  o,  mais  qui  présente  ceci 
d'essentiel,  c'est  que  le  coeJficient  de  cos  no  tend  vers  0  pour  n  infini 
[x  étant  différent  des  valeurs  singulières).  Nous  pouvons  donc  nous 
borner  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Cantor  au  cas  où  les  coef- 
ficients du  sinus  et  du  cosinus  tendent  vers  0  pour  n  infini.  En  effet,  le 
théorème  étant  démontré  dans  ce  cas,  s'applique  à  la  série  trigonomé- 
trique  en  5.  On  aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  (différentes  des  valeurs  exceptionnelles', 

a„  cos  «^  +  pu  sin  na;  =  0  ;         d'oiî         a,j  =  0,  ^n  —  0. 

Grâce  à  ces  préliminaires,  nous  voici  ramenés,  pour  établir  le  théo- 
rème de  Cantor,  à  démontrer  que,  si  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  x  (sauf 
des  valeurs  isolées), 

1  » 

—  «0  +  ^  («n  cos  nx  +  hn  siu  nx)  =  0 

avec  la  condition  lim  an  =^  lim  b^  =  0,  on  doit  en  conclure  que  tous  les 
coefficients  a  et  è  sont  nuls.  Cette  démonstration  est  maintenant  facile. 
Appliquons  le  premier  théorème  de  Riemann  et  formons  la  fonction 
F[x).  Celle-ci  sera  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  sans  aucune 
exception.  On  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  sauf  pour  les  valeurs 
singulières, 

j.^  ¥{x  +  2.)-2¥{x)-\-Y[x-2.]    _  ^^ 
7=0  4a* 

Donc,  d'après  le  théorème  de  M.  Schwarz,  la  fonction  F  {x)  est  une 
fonction  linéaire  de  x  dans  l'intervalle  de  deux  valeiirs  singulières.  La 
courbe 

y  =  ¥{x) 

forme  donc  une  ligne  polygonale  continue  dont  les  sommets  correspon- 
dent aux  valeurs  singulières.  Considérons  une  telle  valeur  iCo;  la  fonc- 
tion Y[x)  ne  cesse  pas  d'être  continue  et  l'on  a,  en  vertu  du  deuxième 
théorème  de  Riemann, 

lim  F  (^o  +  2  g)  -  2  F  [x,)  +  Ffa;»  +  2  a)  ^  ^ 
a  =  0  2  a 

Or,  dès  que  a  devient  assez  petit,  les  deux  quotients 

F  (a^o  +  2  g)  —  F  (a;o)      ^^       F  (a^p  —  2  a)  —  F  [xo] 


2a  —2a 

représentent  les  coefficients  angulaires  des  deux  côtés  du  polygone  qui 
aboutissent  au  sommet  considéré.  Donc  ces  coeflScients  sont  égaux  et  les 
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deux  côtés  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre.  Ainsi  la  courbe  y  =  F(a;) 
se  réduit  à  une  droite  indéfinie.  Soit  p  =  ex  -\-  c'  cette  droite  ;  on  aura, 
poîir  toute  valeur  de  x^  la  relation 

.     X'         «  a»  cos  nx  -\-  b^  sin  nx  ,      , 

ko— L 5 =  ex  -\-  c', 

2  K  n^ 


d'où 


a„  cos  nx  -f-  ^n  sin  nx 


Aq  -t: ex  —  c'. 


Le  premier  membre  étant  périodique,  il  faut  que  Aq  =  0  et  c  =  0.  Il 
reste  alors 

,       a  a«  cos  nx  \  hn  sin  nx        ^ 

c'  +  2  — -„ — =  0. 

1  n- 

C'est  le  développement  de  0  en  série  trigonométrique  uniformément 
convergente  ;  on  peut  donc  appliquer,  en  toute  rigueur,  la  méthode  clas- 
sique pour  déterminer  les  coefficients  et  l'on  trouve  c'  =  0,  «n  =  0, 

6n=0. 


CHAPITRE  VII. 

Notions  sur  le  calcul  des  variations 
et  le  calcul  des  différences. 


§  1 .  Calcul  des  variations. 

292.  Variation  d'une  intégrale  définie.  —  Soient  y  une  fonction  f{x) 
et  y'  sa  dérivée,  V[x,  y,  y')  une  fonction  donnée  ;  considérons  l'inté- 
grale 

(1)  (\{x,y,y')dx. 

Pour  étudier  les  changements  que  subit  cette  intégrale  quand  on 
modifie  la  fonction  y  et  les  limites  x^  et  a^i,  on  imagine  que  ces 
changements  résultent  de  la  variation  d'un  ou  de  plusieurs  paramè- 
tres. On  introduit  ces  paramètres  en  raisonnant  de  la  manière  sui- 
vante : 

L'équation  y  =  f{x)  est,  entre  Xq  et  x^,  celle  d'un  arc  de  courbe  AB 
et  l'intégrale  (1)  est  prise  le  long  de  cet  arc  de  courbe.  Quand  on 
altère  y  et  les  limites  iCo,  Xi,  cela  revient  à  remplacer  l'arc  AB  par  un 
autre  arc  AjEj.  Pour  étudier  les  changements  éprouvés  par  l'inté- 
grale quand  on  passe  d'un  arc  à  l'autre,  on  fait  un  changement  de 
variable  et  l'on  considère  une  représentation  paramétrique  de  l'arc  : 
on  pose,  t  désignant  la  nouvelle  variable  indépendante  et  a^  a^,...  des 
paramètres  dont  dépendent  la  forme  et  les  extrémités  de  l'arc, 

(2)  X  =  <\>{t,ci.„a.^,...),         y---=^{t,^u^zy"-)' 

On  conçoit  que  ces  équations  se  réduisent  -à  x  =  x^^,  y  ^  y^  et  à 
X  =  Xi,y  =  y^  respectivement  pour  f  =  0  et  pour  t  =  i  ;  ensuite  que, 
pour  des  valeurs  particulières  des  paramètres  (aj  =  aj  =  —  0  par 
exemple),  l'arc  défini  par  les  équations  (2)  se  réduise  à  l'arc  AB. 
Alors  cet  arc  se  déforme  et  se  déplace  quand  on  fait  varier  les 
paramètres. 

On  verra  par  la   suite  qu'il  est  généralement  inutile  de  former 
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explicitement  les  fonctions  o'j,  a),  '^^/,  a)  et  que  le  point  de  vue  que 
nous  venons  de  définir  importe  seul  pour  la  conduite  des  calculs. 

Ce  point  de  vue  étant  établi,  les  définitions  se  réduisent  aux  sui- 
vantes : 

La  variation  de  l'intégrale  I  est  sa  différentielle  totale  par  rapport  aux 
paramètres  a. 

La  variation  d'une  fonction  quelconque  de  x,  y,  y',  y",...  est  sa  diffé- 
rentielle totale  par  rapport  aux  a. 

Les  variations  se  représentent  avec  la  caractéristique  5  pour  les 
distinguer  des  différentielles  par  rapport  à  t  que  l'on  appelle  simple- 
ment différentielles  et  que  l'on  continue  de  représenter  avec  la  carac- 
téristique d.  D'où  la  règle  suivante  : 

Les  symboles  d  et  8,  désignant  des  différentielles  relatives  à  des 
variables  indépendantes,  peuvent  toujours  être  intei'vertis. 

Arrivons  maintenant  au  calcul  de  la  variation  SI  de  l'intégrale.  Ce 
calcul  se  fait  par  l'application  des  règles  générales.  On  prend  t  comme 
variable  d'intégration  ;  il  vient 


I  =  I  ¥(x,  y,  y')-^  dt 


=  J|'f(^,2/,2/')- 
et,  les  limites  étant  constantes,  51  se  calcule  par  la  règle  de  Leibnitz 

Après  la  substitution  Idx  =  dox,  on  peut  faire  une  intégration  par 
parties  sur  le  second  terme  de  l'intégrale  ;  et  Ton  trouve,  en  revenant 
à  X  comme  variable  d'intégration, 

.  (3)  BI  =  [Ylxl  +  iJf  8F  -  -^  ^.x)  dx. 

Il  y  a  lieu  de  transformer  cette  expression.  Posons,  en  abrégé, 

ày  dy' 


Y%',        -H-  =^  X  +  Y^'  +  Y'y' 


SI  =  [FoxV  H-  f'  dx  [Y{Zy  -  y'Zx)  +  Y'(5y'  -  y"^)]. 


(4) 

dx 

d'où 

8F  = 

■  \hx  +  Y8^ 

il  viendra 
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Posons,  pour  simplifier, 
(6)  (ù  =  hy  —  y'Zx; 

il  viendra,  en  différentiant  par  rapport  à  t, 

du)  ="  ùdy  —  y'ùdx  —  dy'Zx 
et,  par  la  relation  ùdy  =  ùiy'dx)  =  ^'dx  +  y'odx, 
dw  -=  hy'dx  —  dy'^x, 

(6)  -^  =  ^'  =  oy'-y"ox. 
Par  conséquent,  81  peut  s'écrire  sous  la  forme 

81  =  [¥hx]l  -\-  r*  (Y(o  +  Y'(o')  dx. 

Cette  intégrale  se  transforme  enfin  au  moyen  d'une  intégration  par 
parties  sur  le  second  terme,  et  il  vient  définitivement 

(7)  81  =  [F8;r  +  Y'coj;  +  |J^  (y  -  ^^  dx. 

293.  Cas  où  F  contient  deux  fonctions.  —  Soient  %  une  seconde 
fonction  de  x  et  z'  sa  dérivée.  La  variation  de 


I 


¥ix,  y,  y',  z,  z')  dx 


se  définit  et  se  calcule  en  considérant  z  aussi  comme  une  fonction  de 
la  variable  t  et  des  paramètres  a.  On  obtiendra  donc  ol  en  ajoutant 
aux  expressions  du  n°  précédent  les  termes  provenant  de  la  variation 
de  z. 

Soient  Z  =  -^.  Z'  --  -p-  les  expressions  analogues  à  Y  et  Y'  ; 
définissons  une  quantité  auxiliaire  trr,  analogue  à  w  : 

^,  ,  CT  =  8:s  —  z'  %x. 

flou  ^ 

cj' =  Û2,'  —  2"  8a;; 

il  faudra  compléter  l'expression  (7)  de  81  comme  ci-dessous  : 

Ol   -   [F  OX  +   Y'  tO  +  Z'  TTT]* 
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294.  Cas  où  F  contient  des  dérivées  d'ordre  supérieur.  —  Les  calculs 
du  n°  292  s'étendent  facilement  à  l'intégrale 


1=  r'F{x,y,y\y",...)dx, 


dans  laquelle  F  renferme  des  dérivées  d'ordre  supérieur  de  y.  En 
effet,  la  formule  (3)  subsiste  et  l'on  a 

0 

Si  l'on  pose,  en  abrégé, 

Y  =  ^       Y  -  ^       Y'  -  ^       Y"  -EL 

dx'  ôy'  dy"  dy""" 

d¥ 

la  quantité  oF  —  -7-7  ôo;  à  intégrer  prend  la  forme 

Y  (8î/  -  y'  Zx)  ■]-  Y'  {Zy'  -  y"  hx)  +  Y"  [By"  -  y'"  hx)  +  ... 
Mais  nous  avons  posé 

lo  ^  oy  —  y'  ox,        d'où        w'  =  hy'  —  y"  Zx 
et  on  en  conclut,  en  remplaçant  successivement  y  par  y',  y",... 


io"  =  hy"  —  y"' ox, 
Il  vient  donc 


BI  = 


¥hx 


+  \    'dx 

-lo        Jx 


oy    —  î/^^  ox,. 


Yoj  +  Y'w'  +  Y"a)"  + 


On  fait  disparaître,  par  un  nombre  suffisant  d'intégrations  par  par- 
ties, toutes  les  dérivées  de  w  qui  figurent  sous  le  signe  f  et  l'on 
trouve  ainsi  l'expression  définitive 


ol  =  |F6a;-hY'w  +  Y"w' 

4X- 


dT' 


dx 


d\'        d«Y" 
dx  dx- 


0)   +    .. 


oj  do 


_0 


Si  F  contenait  une  seconde  fonction  z  de  x,  il  faudrait  compléter 
ôl  de  termes  relatifs  à  z  comme  au  n°  293. 

295.  Cas  où  F  dépend  des  valeurs  de  x,  y,  z  aux  limites.  —  Si  F  con- 
tient les  quantités  x^,  y^,  z^,  x■^,  y^,  2,,  il  faut  encore  ajouter  aux 
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expressions  déjà  obtenues  de  ol  l'ensemble  des  termes  qui  provien- 
nent des  variations  de  ces  quantités,  à  savoir  l'intégrale 


i 


»,  rdF  „         riV  ^      ,  dF  s      , 


dx. 


0 

C'est  donc  un  ensemble  de  termes  ne  dépendant  que  des  variations 
aux  limites. 

296.  Condition  nécessaire  de  maximum  ou  de  minimum  d'une  inté- 
grale définie.  —  L'objet  principal  du  calcul  des  variations  est  de 
déterminer  les  maxima  et  minima  d'intégrales  définies  dont  les 
éléments  dépendent  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  inconnues. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  considère  l'intégrale 


I  =  pF(x,2/,î/',i/",...,  Z.,2',...) 


dx. 


La  fonction  F  est  donnée,  mais  les  fonctions  y  q\z  de  a;  sont  incon- 
nues. Quant  aux  limites  Xo,  x^,  et  aux  valeurs  correspondantes  de 
y,  2,  y',...,  elles  peuvent  être  soit  données,  soit  complètement  arbi- 
traires, soit  encore  liées  par  une  ou  plusieurs  équations.  On  demande 
de  déterminer  ?/  et  ;ï  et  ce  qui  reste  d'indéterminé  dans  les  quantités 
aux  limites  de  manière  que  l'intégrale  I  soit  maximum  ou  minimum. 

La  recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  à  cet  effet 
est  un  problème  très  ardu,  dans  lequel  nous  ne  voulons  pas  entrer. 
Mais  le  théorème  suivant,  qui  ne  donne  qu'une  condition  nécessaire, 
suffit  à  la  détermination  pratique  du  maximum  ou  du  minimum  s'il 
existe  : 

Théorème.  —  Le  système  des  valeurs  de  y,  z,...  et  des  quantités  aux 
limites  qui  rend  l'intégrale  I  maximum  ou  minitnum  sous  des  conditions 
imposées,  doit  annuler  la  variation  ol  pour  tout  système  de  variations 
de  X,  y,  z,..,  et  des  quantités  aux  limites  compatibles  avec  les  conditions 
imposées. 

Soient,  en  effet,  y,  z,...  x^,  x^,.,.  les  valeurs  qui  fournissent  le 
maximum  ou  le  minimum  cherché.  Altérons  infiniment  peu  ces 
valeurs  en  respectant  les  conditions  imposées,  et  cela  au  moyen  de  la 
variation  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres  a^  ag,.,.  ;  l'intégrale,  con- 
sidérée comme  fonction  de  ces  paramètres  doit  être  maximum  ou 
minimum.  Donc  (abstraction  faite  des  cas  de  discontinuité,  que  nous 
écartons)  sa  différentielle  totale  ol  est  nulle. 
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297,  Décomposition  de  la  condition  ol  =  0.  —  Premier  cas.  Consi- 
dérons l'intégrale,  qui  ne  dépend  que  d'une  fonction  inconnue  y, 

I  =  1   *F(x,  y,  y')  dd-. 

Sa  variation,  fournie  par  la  formule  (7),  est  de  la  forme 

(9)  81  =  A  -f  r'Bujdœ, 

où  A  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  variations  des  quan- 

rfY' 

tités  aux  limites  et  où  l'on  a  B  =  Y j — 

dx 

L'équation  81  =  0  se  décomposera  en  deux  autres. 
En  effet,  on  peut  d'abord  laisser  fixes  les  quantités  aux  limites,  alors 
A  est  nul  et  il  vient 

81=  pBwrf^  =  0. 

Mais  0)  =  8î/  —  y'^x  est  arbitraire  avec  8î/  et  8a;  pour  chacune  des 
valeurs  de  x.  La  relation  précédente  ne  peut  donc  subsister  quel  que 
soit  (D  que  si  l'on  a,  pour  chaque  valeur  de  x, 

dy 
dx 

L'équation  B  =  0  est  une  équation  différentielle  qui  porte  le  nom 
û'équalion  principale  et  qui  sert  à  déterminer  la  forme  de  la  fonction 
inconnue  y. 

En  second  lieu,  B  étant  nul,  l'équation  81  =  0  se  réduit  à 

1 


=  rF8a; 


4-  Y'w 


0. 


L'équation  A  =  0  est  Véquation  aux  limites.  Elle  sert,  comme  nous 
le  montrerons  dans  les  exemples  traités  plus  loin,  à  déterminer  les 
constantes  introduites  par  l'intégration  de  l'équation  principale. 

Deuxième  cas.  —  Quand  F  renferme  deux  fonctions  inconnues  yeiz 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  la  variation  de  l'intégrale 

1    ¥{x,y,y',z,z')  dx 

est  donnée  par  la  formule  (8)  ;  81  est  donc  de  la  forme 
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en  désignant  par  A  l'ensemble  des  termes  aux  limites  et  en  posant 

dx  dx 

L'équation  ol  =  0  se  décompose  immédiatement  en  deux  autres, 
comme  dans  le  premier  cas  :  V équation  principale 

Bw  +  Cct  =  0 

et  Véquation  aux  limites  A  =  0.  Cette  dernière  sert  encore  à  détermi- 
ner les  constantes  introduites  par  l'intégration  de  l'équation  princi- 
pale. Mais,  en  ce  qui  concerne  l'équation  principale,  il  y  a  deux 
hypothèses  à  examiner  : 

4*>)  Si  l'on  ne  donne  aucune  relation  entre  x,  y  et  z,  les  quantités 
(i)  =  ty  —  y'^x  et'^^^jz  —  z'ox  sont,  avec  ox,  oy  et  oz,  des  indéter- 
minées indépendantes  et  l'équation  principale  se  décompose  en  deux 
autres  :  B  =  0,  C  =  0.  Ce  sont  deux  équations  différentielles  simulta- 
nées qui  déterminent  la  forme  des  fonctions  inconnues  y  et  z. 

2°)  Si  l'on  donne  une  relation  ¥{x,  y,  z)  =  0,  les  variations  seront 
liées  par  la  condition 

dx  dy    ^      dz 

Mais,  en  dérivant  totalement  F  =  0  par  rapport  à  x,  il  vient 

dx      dy  ^       dz 

et  en  soustrayant  de  la  précédente  cette  dernière  relation  multipliée 
par  ùx,  on  trouve 

dY  ..  ,.  .   ,   dY  ,.         ,^  ,      àY      ,  dY  . 

-(ty-y'ox)  +  ^itz-z'hx)  =  -^^-^-^r.  =  0. 

Donc  il  existe  dans  ce  cas  une  relation  entre  w  et  cr  et  l'on  ne  peut 
plus  annuler  séparément  le  deux  termes  B  et  C  de  l'équation  princi- 
pale. Celle-ci  donne,  par  Télimination  de  w  et  trr,  la  relation 

dy  dx         ' 

qui,  jointe  à  F  {x,  y,  z)  =  0,  déterminera  la  forme  des  fonctions  incon- 
nues y  et  z. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  F  ne  renfermait  que  des 
dérivées  premières,  ce  qui  simplifie  les  expressions  de  A,  B  et  C, 
mais  la  discussion  s'étend  d'elle-même  au  cas  où  il  y  aurait  des  déri- 
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vées  plus  élevées.  D'ailleurs  ce  dernier  cas  ne  se  présentera  pas  dans 
la  solution  des  problèmes  que  nous  poserons  tout  à  l'heure. 

298.  Méthode  pratique  de  calcul.  —  En  pratique,  il  est  plus  com- 
mode de  conduire  les  calculs  autrement  que  nous  venons  de  le  faire. 
Reprenons  les  deux  cas  examinés  ci- dessus. 

Premier  cas.  —  Considérons  l'intégrale 


l  =  r'¥{x,y.if)dx. 


Prenons  encore  t  comme  variable  indépendante  et  remplaçons  y' 
par  -J-;  l'intégrale  se  ramènera  à  la  forme 


I 


j   Y{x,y,dx.dy). 


Soient  respectivement  X,  Y,  X',  Y'  les  dérivées  partielles  de  F  par 
rapport  à  x,  y,  dx,  dy  ;  il  viendra 

SI  =  r  8F  =  r  {\ox  +  \ùy  ^-  Vdlx  +  Vdhy) 

Par  des  intégrations  par  parties,  on  fait  disparaître  sous  le  signe  J 
les  différentielles  des  variations,  ce  qui  conduit  à  un  résultat  de  la 
forme 


(11)  8I  =  A4-r(P8.r+Q5î/) 

Jo 


en  désignant  par  A  la  partie  tout  intégrée  qui  ne  dépend  que  des 
variations  aux  limites,  par  P  et  Q  des  coefficients  indépendants  des 
variations. 

Etudions  maintenant  la  condition  ôl  =  0  du  maximum  ou  du  mini- 
mum. U équation  principale  sera  P8.i;  +  QS</  =  0  et  X équation  aux 
limites  A  =  0.  Mais  comme  ox  et  ^y  sont  des  indéterminées  indépen- 
dantes, l'équation  principale  se  décompose  en  deux  autres  P  =  0  et 
Q  =  0.  Il  y  a  donc  surabondance  d'équations  pour  déterminer  la 
forme  de  la  fonction  inconnue  et  l'on  prévoit  qu'elles  rentrent  l'une 
dans  l'autre.  Vérifions-le. 

Pour  cela,  comparons  les  deux  expressions  (9)  et  (11)  de  81,  elles 
doivent  rentrer  l'une  dans  l'autre  après  qu'on  a  remplacé  dans  (9)  w 
par  ùy  — y'ùx.  Donc,  ox  eity  étant  des  indéterminées, leurs coefficiants 
sont  les  mêmes  sous  les  signes  J,  il  vient  donc 

?  =  —  By'dx  =  —  'Bdy,  Q==Bdx, 
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ainsi  les  deux  équations  P  =  0  et  Q  =- 0  reviennent  l'une  et  l'autre 
à  l'équation  B  =  0  du  n°  précédent  et  ne  nous  apprennent  rien  de  plus. 
Il  suffira  d'intégrer  l'une  d'elles  choisie  à  volonté. 

Voici  encore  une  remarque  souvent  utile. 

Supposons  qu'on  fasse  varier  y  seul,  x  et  les  quantités  aux  limites 
étant  tixes  (indépendantes  des  paramètres)  ;  toutes  les  variations 
autres  que  5?/  étant  nulles,  la  formule  (11)  se  réduit  à 


81=  foSy 

In 


et  la  condition  ol  =  0  donne  Q  =  0.  De  même,  si  l'on  ne  faisait  varier 
que  X  seul,  y  et  les  quantités  aux  limites  restant  fixes,  la  condition 
ol  =  0  conduirait  à  l'équation  P  =  0.  On  voit  donc  que  si  l'on  se  borne 
à  chercher  l'équation  principale,  on  l'obtiendra  en  ne  donnant  de 
variation  qu'à  y  ou  bien  qu'à  x  à  son  choix  et  en  annulant  toutes  les 
variations  aux  limites. 

Deuxième  cas.  —  Considérons  l'intégrale 

I  =       Y{x,y,y',z,z')dx. 

Prenons  t  comme  variable  d'intégration  et  remplaçons  y'  par  -p 
et  z'  par  -r-;  l'intégrale  sera  ramenée  à  la  forme 

I  =J  ¥{x,y,z,dx,  dy,dz). 

On  en  tire,  avec  des  notations  analogues  aux  précédentes, 

5 1  =  r  8  F  =  Ç(Ux  -\-  ny  H-  Zlz  +  X'Mx  +  Y'Sdy  +  Z'Zdz) 

et,  au  moyen  d'intégrations  par  parties,  81  prend  la  forme 

(12)  81  -  A  +j\^ox  -f  QSî/  +  Ro2), 

en  désignant  encore  par  A  la  partie  tout  intégrée  qui  ne  dépend  que 
des  variations  aux  limites. 

La  condition  81  =  0  se  décompose  donc  dans  Véquation  aux  limites 
A  =  0  et  dans  Véquation  principale  Pcx  +  Q8î/  4-  R  8:2  =  0.  Il  y  a, 
comme  au  n°  précédent  deux  hypothèses  à  examiner j 

1")  S'il  n'existe  aucune  relation  entre  x,  y,  z,  les  variations  ùx,  oy,  Zz 
sont  des  indéterminées  indépendantes  et  l'équation  principale  se  décom- 
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pose  en  trois  autres  P=^0.  Q^^O,  R  =  0.  Mais,  en  identifiant  les 
expressions  (10)  et  (12)  de  81,  on  reconnait  facilement  que  ces  trois 
équations  se  réduisent  à  deux  distinctes  B  =  0  et  C  =  0.  Toutefois  la 
considération  simultanée  des  trois  équations  introduit  souvent  plus 
de  symétrie  dans  les  calculs- 
2°)  S'il  existe  une  relation  F  {x,  y,  z)  ^  0,  on  en  tire 

Dans  ce  cas,  on  se  sert  avec  avantage  de  la  méthode  des  multiplica- 
teurs. On  multiplie  l'équation  précédente  par  X  et  on  l'ajoute  avec 
P5^  4-  Qhy  +  R5z  =-  0,  il  vient 

(p  +  xf)5.  +  (Q  +  x|)5,  +  (R  +  .f)8.  =  0. 

En  vertu  de  (13),  il  n'y  a  que  deux  des  variations  qui  soient  indé- 
pendantes dans  cette  relation.  Si  l'on  choisit  "k  de  manière  à  annuler 
le  coefficient  de  la  variation  dépendante,  les  coefficients  des  deux 
variations  indépendantes  seront  nuls  aussi.  On  est  donc  conduit  à 
poser 

P+^f  =  ».      o+^f  =  «-      '^  +  ^f  =  »- 

Ces  trois  équations  et  F  =-=  0  forment  un  système  de  quatre  équa- 
tions (se  réduisant  à  trois  distinctes  seulement)  qui  servira  à  déter- 
miner y,  z  et  X  en  fonction  de  x. 

Remarque.  —  Les  méthodes  de  calcul  qui  précèdent  peuvent 
s'étendre  au  cas  où  F  renferme  des  dérivées  d'ordre  supérieur 
y",...  il  faut  alors  faire  en  plus  les  substitutions  plus  compliquées 

dx  d^y  —  dy  d^x 


y"^ 


dx^ 


et,  par  un  nombre  suffisant  d'intégration  par  parties  consécutives, 
faire  disparaître  toutes  les  différentielles  des  variations.  Les  calculs 
deviennent  pénibles  et,  dans  ce  cas,  les  méthodes  du  n"  297  sont 
préférables. 

299.  Problème.  Surface  de  révolution  minimum.  —  On  donne  deux 
points  A  et  B  et  une  droite  dans  un  plan  ;  on  demande  de  mener  entre 
ces  deux  points  la  courbe  qui,  en  tournant  autour  de  cette  droite^ 
engendre  la  surface  de  révolution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite  possible, 
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Prenons  l'axe  de  révolution  pour  axe  des  x  et  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y.  Soient  Xq,  ij^  et  x^,  y^  les  coordonnées  des  points  A 
et  B.  Appliquons  la  méthode  du  numéro  précédent.  Considérons  x  et 
y  (îomme  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  t,  qui  varie  de  0 
à  1  quand  le  point  x,  y  décrit  AB.  L'intégrale  à  rendre  minimum  sera 


I 

et  l'on  a 


f  yds 


ds  =  Vrf^+WS       d'où        Ms  =.  dxdhx^^dy^ 
Calculons  51;  il  vient  successivement 

51  =  I   {Zy  ds-}-y  Ms)  =  \  {hy  ds  +y~  dùx  +  y -^  dZy) 


L'équation  aux  limites  est  donc 


y  {dx  ùx  -h  dy  Zy' 


=  0 


ds 
et  Véquation  pri7icipale  se  décompose  en  deux  autres  : 

On  sait  que  ces  deux  équations  sont  équivalentes  et  l'on  peut  se 
borner  à  considérer  la  seconde.  Il  vient,  en  l'intégrant, 


d'où 


ydx  =  Gds  =  C\dx'  +  dy' 


di 


dy _,  /y-      ,  ^'       =d- 


-\/i-^' 


dx      V  C'-       *'  .  /^_  C 


x—c. 


V  c^ 

Donc  la  courbe  cherchée  est  une  chaînette  ayant  l'axe  de  révolution 
pour  base. 

Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  leurs  coordonnées  ne  reçoivent 
pas  de  variations  et  l'équation  aux  limites  disparaît.  Les  deux  constan- 
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tes  d'intégration  G  et  G,  se  déterminent  par  la  condition  que  la  courbe 
passe  pour  les  deux  points  A  et  B. 

Supposons  maintenant  que  les  points  A  et  B,  n'étant  pas  donnés, 
soient  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux  courbes  MN  et 
PQ.  Comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  cbacune  de  ces 
courbes  ne  dépendent  aucunement  l'un  de  l'autre,  les  variations  à  la 
limite  0  sont  indépendantes  de  celles  à  la  limite  1  et  l'équation  aux 
limites  se  décompose  en  deux  autres  : 

cteo  Sa-o  +  dyo  Sî/o  =  0,         dXi  ox\  +  dy^  St/,  =  0. 

Ges  relations  serviront  à  déterminer  les  constantes.  Elles  expri- 
ment une  propriété  géométrique  de  la  courbe  qui  fournit  le  minimum. 
La  première  montre  que  le  déplacement  (oa;o,  8^o)  du  point  A  sur  le 
courbe  MN  est  perpendiculaire  au  déplacement  [dx^,  dy^)  sur  la 
courbe  AB.  La  seconde  s'interprète  de  même.  Donc  la  courbe,  menée 
entre  deux  courbes  données  MN  et  PQ,  qui  engendre  la  plus  petite  sur- 
face de  révolution,  est  une  chaînette  qui  rencontre  normalement  ces 
deux  courbes. 

G'est  Meusnier  vers  1776  qut  a  découvert  la  propriété  de  la  chaî- 
nette que  nous  venons  d'étudier. 

300.  Problème.  Ligne  la  plus  courte  dans  l'espace.  —  Soit  à  trouver 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  A  [Xq,  y^,  z^)  et  B  [x-^,  y^,  z^) 
de  l'espace.  Opérons  comme  au  n°  298  (P  du  deuxième  cas).  Consi- 
dérons X,  y,  z  comme  des  fonctions  d'un  paramètre  t  qui  varie  de 
0  à  1  le  long  de  la  ligne.  L'intégrale  à  rendre  minimum  sera 

I  =  r  rfs  =  r  \id!£^  -Vdy''  ^dz"-. 

Calculons  SI  ;  il  vient 

ST  _  f  S  w  _  f  *  </j.'  dix  H-  dy  dtty  +  dz  dhz 
~  Jo      *  ~  Jo  ds 

[  dxhx  +  dy  Zy  -[-  dz  Zz  y       f*  / ^     .  dx   .  .    ,  dy   .   ^^  ^  dz\ 

Les  fonctions  x,  y,  z  étant  indépendantes,  les  variations  ex,  Zy 

et  ùz  sont  indépendantes  sous  le  signe  j  et  l'équation  principale 

fl'ï*  dii  ft'^ 

lxd-^-\-lyd-j--{-ozd-^^()  se  décompose  en  trois  autres  (se 
Qio  as  (ifO 

réduisant  à  deux  distinctes) 
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,  dx       ,  du        ,  dz       ^         j,  ,         dx  dy       n    dz 

d  -j-  -^  d  -r  ='  d  -r-  =  0,        d'où        ^r  =  «,   "T"  =  .S.    j-  =  Y 
ds  ds  ds  ds         'as       '     ds       ' 

en  désignant  par  a,  p,  y  trois  constantes.  Ces  trois  constantes  étant 
les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée,  on  en 
conclut  que  la  ligne  la  plus  courte  est  une  droite. 

Si  les  points  A,  B  sont  donnés,  les  variations  aux  limites  sont 
nulles  ;  l'équation  aux  limites  disparaît  et  la  droite  est  déterminée  par 
la  condition  de  passer  par  les  deux  points. 

Supposons  que  les  points  A  et  B  ne  soient  pas  donnés,  mais  seule- 
ment assujettis  à  se  trouver  sur  deux  surfaces  S  et  S' ayant  respective- 
ment pour  équations 

L'équation  aux  limites  sera 


dx  ox  -{-  dycjy  -\-  dz  oz' 


=  0 


ds 
et  les  variations  aux  limites  seront  liées  par  les  relations 

dXo  dyo  dzo     ^  dx^     ^^    dy^   ^^^  dz^      ' 

Comme  il  n'y  a  pas  de  relations  entre  les  variations  à  la  limite  0  et 
celles  à  la  limite  1,  car  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  S  et  S' 
sont  indépendants,  l'équation  aux  limites  se  décompose  en  deux  autres 

dXo  ^0  +  dyo  oyo  -f-  dz-o  hzo  =  0,        dxy  8a;,  -\-  dy^  oy^  -\-  dz^  oz^  =  0. 

Ces  deux  équations  s'interprètent  géométriquement  :  elles  expriment 
qu'une  droite  de  longueur  minimum  entre  les  deux  surfaces  S  et 
S'  est  une  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  surfaces. 

301.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface.  —  Soit  ¥(x,  y^  z)  ^  0 
l'équation  d'une  surface  S  ;  on  demande  de  tracer  sur  la  surface,  entre 
deux  de  ses  points  A  (0:0,  «/o,  Zo)  et  B  {x^,  y^,  z{),  la  ligne  la  plus  courte 
possible. 

Il  faut  encore  annuler  la  même  variation  ol  qu'au  n°  précédent  ; 
mais,  comme  la  ligne  cherchée  doit  être  tracée  sur  la  surface 
¥{x,  y,  z)  =^  0,  les  variations  ^x,  Zy  et  Zz  sont  maintenant  liées  par  la 
relation 

-Y—  Sa;  -\ — T—  ày  H — 5—  oz  =  0. 
dx        ^     dy    ^        dz 
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Par  conséquent,  l'équation  principale 

ne  se  décompose  plus  en  trois  autres.  Employons  la  méthode  des  mul- 
tiplicateurs {n^  298).  En  ajoutant  à  l'équation  principale  que  nous 
venons  d'écrire  l'équation  qui  la  précède  multipliée  par  un  facteur  X, 
on  est  conduit  à  poser  les  trois  équations  : 

ds  dx  ds  dy  ds     '       dz 

Ces  trois  équations,  jointes  à  F  =  ÎS  sont  les  équations  différen- 
tielles de  la  ligne  cherchée. 
L'équation  aux  limites  sera 


~  dx  Zx  +  dyty  -{-  dz  Zz  'V^  ^ 

ds  Jo 


Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  s'appellent  lignes  géodé- 
siques.  On  déduit  des  équations  précédentes  une  propriété  géomé- 
trique de  ces  lignes.  On  en  tire,  en  effet, 

,  dx         j  dy         j  dz 
d  — T—       d  — f-       d  —j — 
ds  ds  ds 


dF  ~       dF  ~      dF 
dx  dy  dz 

Les  numérateurs  sont  les  coefficients  directeurs  de  la  normale 
principale  à  la  ligne  cherchée,  les  dénominateurs  ceux  de  la  normale 
à  la  surface  S.  De  là  le  théorème  suivant  : 

La  normale  principale  à  une  ligne  géodésique  coïncide  en  chaque  point 
avec  la  normale  à  la  surface  sur  laquelle  cette  ligne  est  tracée. 

Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  la  ligne  géodésique  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  passer  par  les  deux  points. 

Si  les  points  A  et  B  sont  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux 
lignes  L  et  L' tracées  sur  S,  il  faudra  recourir  à  l'équation  aux  limites. 
Celle-ci  se  décompose  encore  dans  les  deux  équations  écrites  à  la  fin 
du  n»  précédent  et  elle  exprime  maintenant  que  la  ligne  géodésique 
rencontre  normalement  les  deux  lignes  L  et  L'. 

302.Bracliistochrone.  — C'estlaligne  que  doit  suivre  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court  possible. 
Nous  allons  la  déterminer  en  supposant  que  la  vitesse  initiale  est  nulle. 
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Prenons  trois  axes  rectangulaires,  l'axe  des  x  étant  dans  le  sens  de 
la  pesanteur.  Soient  {Xo,  </o,  ;5o)  et  {x^,  t/,,  z^)  les  coordonnées  des 
points  A  et  B.  La  vitesse  au  point  {x,  y,z)  étant  v  =  V2^=  V2^  (^— ^o). 
le  temps  T  du  parcours  AB  sera 

T  =  r^jL  =  _L  r^      rf^ 

L'intégrale  à  rendre  minimum  sera  donc 

1=       —y-'  en  posant  X  =  V^"~-^- 

Calculons  81  par  la  méthode  du  n°  298,  mais  en  observant  que  Xo 
peut  varier  (n°  29o)  ;  il  vient,  sans  difficulté,  en  écrivant  tous  les 
termes  qui  dépendent  des  variations  aux  limites  sur  la  première  ligne, 

[  ^1=  [d^^^  +  dyoy  +  dzhzy      Zxp  Ç^i  ds 
\  L  Xrf5  Jo+    2    L     X3 

(14)      {  ° 

L'équation  principale  se  décompose  en  trois  autres  (deux  distinctes)  : 
/,r>  ds     ,    j  dx        n      j  dy        ^      ,  dz        . 

On  tire  des  deux  derniers  dy  =  ol  Xds  et  dz  =  (iJ  Xds,  en  désignant 
par  a,  (3  des  constantes.  Par  suite,  ^dy  =  oi.dz  ei 

j3î/  =  az  +  Y, 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  cherchée  est  dans  un  plan  vertical. 

Forme  de  la  courbe.  Pour  déterminer  la  nature  de  la  courbe,  prenons 
son  plan  comme  plan  xy  et  plaçons  l'origine  au  point  de  départ  A,  ce 
qui  réduit  X  à  Vx.  La  seconde  équation  (15)  nous  donnera,  en  appe- 
lant \  / _L  la  constante  d'intégration, 

V  2a 

dy       ^  I  X  ,,  ,  dy       ^  I      le 

C'est  l'équation  différentielle  d'une  cycloide  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  a  roulant  sur  l'axe  des  y.  On  s'en  assure  immédiatement  par 
la  substitution 

X  =  a(l  —  cos  t). 
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qui  donne  {x,  y  s'annulant  avec  t  au  point  A) 

dy-^a  sin  t  dt  \/izi^2ii  =  o(l  —  ces  /)  dt 
^  V  1  +  ces  f 

y  =  a[l—' sin  t) 

et  l'on  retrouve  la  représentation  paramétrique  d'une  cycloïde.  La 
courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  verticale,  engendrée  par  un 
cercle  qui  roule  inférieurement  sur  l'horizontale  du  point  A. 

Détermination  des  constantes.  —  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés, 
la  cycloïde  se  détermine  par  la  condition  de  passer  par  ces  deux  points. 

Supposons  que  les  points  A  et  B  soient  seulement  assujettis  à  se 
trouver  respectivement  sur  deux  courbes  données  MN  et  PQ.  Les 
déplacements  des  points  A  et  B  étant  alors  indépendants,  l'ensemble 
des  termes  à  la  limite  0  et  la  limite  4  sont  nuls  séparément  et  l'équa- 
tion aux  limites,  à  savoir  A  =  0,  où  A  est  la  première  ligne  de  81  dans 
(14),  se  décompose  en  deux  autres  : 

dxi  8a;,  -j-  dyi  8?/,  +  dz^  hz^  =  0, 

4i:4r-(l^).]-^4l^)-^-(Ta=«- 

La  première  équation  exprime  que  la  cycloïde  rencontre  normale- 
ment la  courbe  PQ  au  point  d'arrivée  B. 

Faisons  dans  la  seconde  les  substitutions  (obtenues  en  intégrant 
les  relations  (15)  de  Xo  à  x^)  : 

f^i  ds       [j^y  f  ^y  ^  =fJy-S]  mm  _mm  • 

L  '2X^  ""~L  Xds  Jo'  V  \ds  Jo    K  Xds  Ji'  V  Xds  Jo     \  \ds  A' 

elle  se  réduit  à 

dxi  Zxq  +  dy^  8î/o  +  dzi  Zz^  =0. 

Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  d'arrivée  B  est 
aussi  normale  à  la  tangente  à  la  courbe  MN  au  point  de  départ  A. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  a  été  résolu  par  Jean  Ber- 
noulli  vers  1696- 

Remarque.  Le  problème  suppose  évidemment  le  point  de  départ  A 
au  moins  à  la  hauteur  de  B,  quand  la  vitesse  initiale  est  nulle  ;  mais 
les  deux  points  peuvent  être  à  la  même  hauteur  et,  dans  ce  cas,  la 
brachistochrone  est  une  arcade  entière  de  cycloïde. 

303.  Maxima  et  minima  relatifs.  —  Il  existe  une  autre  classe  de 
problèmes  que  l'on  comprend  sous  le  nom  de  maxima  cl  de  minima 
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relatifs  ou  de  problèmes  des  isopérimètres,  d'après  les  applications 
géométriques  qui  en  ont  fourni  les  premiers  exemples.  On  considère 
une  intégrale 


I  =  I     ¥{x,  y,  v')  dx 


et  il  s'agit  de  rendre  cette  intégrale  maximum  ou  minimum,  sous  la 
condition  qu'une  autre  intégrale,  prise  entre  les  mêmes  limites. 


)  '^(x,  y,  y') 

JXr, 


V  =  I    ^[x.  y,  y')  dx 

conserve  une  valeur  constante  /. 

La  détermination  des  maxima  et  minima  relatifs  se  ramène  à  celle 
des  maxima  et  minima  absolus  par  la  règle  suivante  : 

Règle.  Pour  déterminer  les  maxtjna  et  minima  relatifs  de  I,  on 
désigne  par  k  une  constante  inconnue  et  on  opère  comme  pour  détermi- 
ner les  maxima  et  minima  absolus  de  l'intégrale 

l  —  kY. 

On  détermine  ainsi  tous  les  éléments  inconnus  en  fonction  du  para- 
mètre iîiconnu  k,  et  celui-ci  se  détermine  lui-même  au  moyen  de  la  con- 
dition V  =  /. 

Pour  justifier  cette  règle,  remarquons  que,  dans  le  cas  du  maximum 
ou  du  minimum  relatif,  on  doit  avoir  ôl  =  0  pour  tous  les  systèmes 
de  variations  satisfaisant  à  la  condition  8V  =  0. 

En  développant  ces  variations  comme  cela  a  été  fait  au  n°  292  et 
avec  les  notations  du  n»  297,  on  voit  donc  que  l'équation 

81  =  A  +  r*  Bo)  da:  =  0 

doit  être  une  conséquence  de  l'équation 

8V  =  A,  4-r'BiU)rfa;  =  0, 

les  termes  A  et  Aj  ne  dépendant  que  des  variations  aux  limites. 

Je  dis  d'abord  que  le  rapport  B  :  Bi  doit  demeurer  constant  dans 
tout  l'intervalle  (a-o,  x^).  En  effet,  soient  qj  et  Çg  deux  points  quel- 
conques de  cet  intervalle.  Annulons  toutes  les  variations  sauf  dans  les 
deux  intervalles  infiniment  petits  (^i,  ;i  +  e)  et  (i,,  ij  +  e)  ;  il  faudra 
que  la  relation 

ôl  =  I       B(ùdx-\-  \       Bw  da;  —  0 

•^1  4 
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8V  =:  I         B,w  dx  +  B,o>  da;  =  0. 


soit  une  conséquence  de  la  relation. 

Dans  ces  relations  to  est  une  indéterminée  fonction  de  x.  Rempla- 
çons-la par  une  autre  indéterminée  a  en  posant  d'une  part  w  =  a  :  Bj 
entre  ii  et  ii  +  e  et  de  l'autre  w  =  —  a  :  B;  entre  ia  et  i^  +  e.  Il 
faudra  que  la  relation 

lu  r^'"^'  B       .         M'   B       , 

(1)  -^adx=  -^adx 

soit  une  conséquence  de  la  relation 

(2)  I  arfa;  •=  adx. 

Supposons  l'indéterminée  a  positive  et  appliquons  le  théorème  de 
la  moyenne  de  manière  à  faire  sortir  B  :  Bj  hors  du  signe  J  dans  la  re- 
lation (1).  A  cet  effet,  soient  respectivement  Wj  et  m^  des  valeurs 
moyennes  de  B  :  Bi  dans  le  premier  et  le  second  des  intervalles 
d'intégration.  La  relation  (1)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

w,  I        oidx  =  lïizx       oidx. 


Il  I         oidx  =  m^  j 


ce  qui  donne  m^  =  nii,  eu  égard  à  (2).  Mais,  e  étant  infiniment  petit, 
les  quantités  m,  et  y/ig  tendent  respectivement  vers  les  valeurs  de 
B  :  Bi  aux  points  $,  et  Eg.  Donc  ces  dernières  valeurs  sont  égales 
et  le  rapport  B  ;  B^  est  constant.  Soit  k  sa  valeur  ;  on  aura 

B  _  kBi  =  0. 

Ceci  posé,  il  faut  que  l'équation  81  —  BV  =  0,  qui  se  réduit  à 

A  —  kX,  =  0, 

soit  aussi  une  conséquence  de  oV  =  0  ;  mais,  comme  elle  ne  contient 
plus  w,  elle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  8V  =  0.  On  trouve 
donc  les  conditions  B  —  A-Bi  =  0  et  A  —  kki  =  0  qui  sont  celles  du 
maximum  ou  du  minimum  absolu  de  l'intégrale  I  —  k\.  La  règle 
est  ainsi  justifiée. 

304.  Problèmes  de  maxima  et  de  minima  relatifs.  —  Premier  pro- 
blème.   Etant  donnés  deux  pointa    A  et  B   dans  un  jjlan,   trouver, 
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parmi  toutes  les  courbes  ayant  même  longueur  2/,  celle  pour  laquelle  le 
segment  compris  entre  l'arc  AB  et  sa  corde  est  maximum. 

Prenons  la  droite  AB  pour  axe  des  a;  et  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  AB  pour  axe  des  y.  En  supposant  que  AB  =  2a,  il  faut  rendre 
maximum  l'intégrale 

s  =  l     y  dx,     sous  la  condition  ds  =  2/. 

D'après  la  règle,  cherchons  le  maximum  absolu  de  l'intégrale 


=  (""^(î/  dx  —  k\dx^  +  dy^). 


Les  points  A  et  B  étant  donnés,  les  variations  aux  limites  seront 
nulles.  Il  vient  ainsi 


81 


f"*""/  s-    j     1      j ?        ,   dxdZx-\-dyd^y\ 
=  j^{^Zydx-\-ydàx  —  k ^ ^-) 

On  doit  donc  annuler  les  coefficients  de  Zx  et  de  Zy,  ce  qui  fournit 
deux  formes  équivalentes  de  l'équation  principale  (n°  298).  On  obtient 
ainsi  immédiatement  les  deux  intégrales  premières  : 

r      r  -  À-  ^^  ,._c  -  k  — 

^"^-^"dT'  î/-^i-fc  ds  ' 

D'où,  en  ajoutant  les  carrés, 

{x-CY-{-{y-0,)'  =  kK 

La  courbe  cherchée  est  un  cercle. 

Pour  y  =  0,  on  doit  avoir  a;  =  ±  a,  donc  G  =  0  et  Ci  =  =t-  \/fc«— a% 
ce  qui  correspond  aux  deux  solutions  symétriques  par  rapport  à  AB. 
Enfin,  il  faut  faire  en  sorte  que  l'arc  soit  égal  à  2/.  Soit  28  l'angle  au 
centre  sous-tendu  par  AB  ;  on  doit  avoir  ^k  =  l  et  k  sin  ô  =  a. 
Eliminant  6,  on  a,  pour  déterminer  k,  l'équation  transcendante 

.     / 
sm  ^- 
k        a 


l_  l 

k 


Remarque.  En  supposant  a  infiniment  petit,  le  problème  revient  à 
trouver,  parmi  toutes  les  courbes  fermées  de  même  périmètre,  celle 
qui  enferme  la  plus  grande  aire.  La  solution  est  donc  un  cercle  du 
périmètre  donné  2^. 
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Deuxième  problème.  Parmi  toutes  les  courbes  isopérimètres  tracées 
entre  deux  points  A  et  B  dans  le  plan  xy,  trouver  celles  qui,  en  tournant 
autour  de  l'axe  des  x,  engendrent  les  surfaces  de  révolution  d'aire  maxi- 
mum ou  minimu?n  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 

On  doit  rendre  maximum  ou  minimum  j  y  ds  sous  la  condition 
j  ds  =  l,ce  qui,  selon  la  règle,  conduit  à  poser 


5/(2/ 


k)  ds  =  0. 


Cette  équation  ne  diffère  de  celle  traitée  au  n"  299  que  par  la  sub- 
stitution de  y  —  k  h  y,  ce  qui  n'altère  ni  8y  ni  Bx.  Il  suffit  donc  de 
changer  aussi  y  eny  —  k  dans  le  résultat  :  la  courbe  cherchée  est  une 
chaînette 

et  les  constantes  se  détermineront  par  la  condition  de  faire  passer  la 
courbe  par  les  points  A  et  B  et  de  donner  à  l'arc  AB  la  longueur 
voulue.  Il  y  aura  généralement  plusieurs  solutions,  correspondant  à 
des  maxima  ou  à  des  minima  suivant  que  la  concavité  sera  tournée  ou 
non  vers  l'axe  de  révolution. 

Troisième  problème.  —  Parmi  toutes  les  courbes  isopériinètres  tra- 
cées entre  A  ef  B  comme  dans  le  problème  précédent,  trouver  celles  qui 
engendrent  les  volumes  de  révolution  maximum  ou  minimum. 

On  doit  rendre  j"  y^dx  maximum  ou  minimum  sous  la  condition 
\  ds  ==  /.  On  est  donc  conduit  à  poser 

l{[yHx  —  kds)^(i. 

Les  points  A  et  B  étant  donnés,  les  variations  aux  limites  seront 
nulles.  Pour  obtenir  l'équation  principale,  on  peut  ne  faire  varier  que 
y  (n°  298)  ;  il  vient  ainsi 

j'(2,5,d.-^^^)  =  0, 
'°i.ydx  —  kd-^)  =  Q. 
L'équation  principale  est  donc 

y  dx  y  ds  / 


fi'' 
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Or,  en  observant  que  l'on  a  (R  étant  le  rayon  de  courbure) 
rf    /        1         \  y"  1 


d    /dy_\  ^ 
dx  \  ds  / 


V^-.-) 


dx  /     /7— 1  1      [i+y-r'^     '  R' 
cette  équation  peut  s'écrire 


Donc  le  rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse  de  l'ordonnée.  La 
courbe  chercbée  est  la  courbe  élastique  et  son  équation  a  été  intégrée 
au  no  201  (sauf  que  les  axes  sont  intervertis). 

Exercices. 

1.  Prohlèyne.  —  Montrer  que,  parmi  les  surfaces  de  révolution  de 
même  aire,  celle  qui  enferme  le  plus  petit  volume  est  la  sphère. 

2.  Abaissement  de  l'équation  2J7nncipale.  —  Quand  y"  est  la  plus 
haute  dérivée  qui  entre  dans  la  fonction  à  intégrer,  l'équation  principale 

dY'        d'Y" 
Y -r-^  -\ — -n-j-  '^  0  est  généralement  du  4^ordre  (Y"  contenant  y"). 

Cet  ordre  s'abaisse  dans  les  cas  suivants  : 

1°  Si  F  ne  contient  pas  explicitement  î/,  on  a  Y  =  0  et  l'on  obtient 
immédiatement  une  intégrale  première  (du  3*  ordre) 

dY" 

Y'— ^  =  C. 

dœ 

2°  Si  F  ne  contient  explicitement  ni  x  ni  y,  on  peut  éliminer  Y'  de  la 
relation  précédente  au  moyen  de  dF  =  Y'dy'  -\-  Y"dy" ,  d'où 

d¥  =  Cdy'  +  y"dY"  +  Y"dy"  =  Cdy'  +  d[y"Y") 

et  on  obtient  une  intégrale  deuxième  (du  second  ordre) 

F  =  C, +  Cy'4-y"Y". 

3.  Problème,  —  Entre  deux  points  A  et  B  du  plan,  mener  une  courbe 
AMB  telle  que  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  les  rayons  de  cour- 
bure aux  points  A  et  B  et  la  développée  soit  un  minimum. 

R.  Soit  R  le  rayon  de  courbure  ;  l'intégrale  à  rendre  minimum  est 

I  =  I  Rc/s  =  |'il±#'-ï  dx. 


(*R</s  =  p 


^' 


Observons  que  F  ne  contient  ni  a;  ni  y  et  que  y"Y"  =■  —  F  ;  l'inté- 
grale deuxième  de  l'exercice  précédent  devient  2F  =  Cj  +  C'y'.  Mais 

ds 
F  =  R— T—  ;  il  vient  donc 
dx 
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2R  -^  =  Cl  4-  Cl/',         d'où        2R  =  Ci  cos  cp  +  C  sin  <p, 

en  appelant  tp  l'inclinaison  de  la  tangente  :  c'est  Véqiiation  intrinsèque 
(n»  204,  remarque)  d'une  cyclotde. 

Si  l'on  donne  les  extrémités  A  et  B  et  les  directions  des  rayons  de 
courbure  en  ces  deux  points,  ces  conditions  serviront  à  déterminer  les 
constantes  d'intégration.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  recourir  à 
l'équation  aux  limites. 

4.  Dérivées  exactes.  — Trouver  la  condition  pour  que  F(a;,  y,  y\...y'^) 
soit  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  a;,  «/,...  y"~'  quel  que  soit  y 
(n°  197). 

R.  Il  faut  que  fF(a7,  y,  y\...)  dx  nQ  dépende  que  des  limites  de  l'inté- 
gration et  non  du  choix  de  y  ;  il  faut  donc  que  sa  variation  soit  nulle 
quand  les  quantités  aux  limites  sont  fixes.  On  a  donc,  quel  que  soit  to, 

La  condition  cherchée  est  qu'on  ait  identiquement 

dY'        d^Y" 
dx  dxc^ 

5.  Propriétés  des  lignes  géodésiques.  —  1°)  Si,  à  partir  d'un  point  A 
situé  sur  une  surface,  on  mène  dans  toutes  les  directions  des  lignes 
géodésiques  d'égale  longueur  AM,  le  lieu  de  leurs  extrémités  M  est  une 
courbe  orthogonale  aux  lignes  géodésiques. 

2<>)  Si,  en  chaque  point  d'une  ligne  MN  sur  une  surface,  on  élève  une 
géodésique  normale  à  MN  et  de  longueur  constante,  le  lieu  de  leurs 
extrémités  rencontre  aussi  normalement  les  lignes  géodésiques. 

3°)  Si  l'on  prend  sur  une  surface  deux  points  F  et  F'  et  que  l'on 
cherche  le  lieu  des  points  M  de  la  surface  tels  que  la  somme  de  leurs 
distances  géodésiques  à  F  et  F'  soit  constante,  ce  lieu  coupe  sous  le  même 
angle  les  deux  lignes  géodésiques  MF  et  MF'. 

Ces  propriétés,  énoncées  par  Gauss,  se  tirent  facilement  du  calcul  des 
variations.  Démontrons  seulement  la  première,  les  autres  s'établissant 
d'une  manière  analogue.  Soient  {xq,  yo,  -So)  et  (x^,  y^,  z^)  les  coordonnées 

de  A  et  M .  La  longueur  de  la  ligne  AM  est  donnée  par  l'intégrale  1=1     ds 

et  sa  variation  est  nulle  quand  on  passe  d'une  ligne  géodésique  à  la 
suivante.  Cette  variation  ol  se  calcule  par  la  formule  du  n°  300.  Mais, 
dans  cette  formule,  l'intégrale  est  nulle,  parce  qu'il  s'agit  d'une  ligne 
géodésique  ;  les  termes  à  la  limite  0  sont  nuls  aussi,  puisque  A  est  fixe  ; 
il  reste  seulement 

ce  qui  prouve  le  théorème. 
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§  2.  Calcul  des  différences  finies. 

305.  Définitions  et  notations.  —  Soient  Uq,  u^,  u^,...  Un,...  une 
suite  de  valeurs  que  reçoit  une  variable  m.  Les  accroissements  suc- 
cessifs (le  cette  variable  quand  on  passe  d'une  valeur  à  la  suivante 
s'appellent  les  différences  premières  de  ces  valeurs.  La  forniation  de 
ces  différences  est  une  opération  qui  se  désigne  par  le  symbole  A. 

On  pose 

AMo  =  Wi  —  Uo,       iiUi  =  Uj  —  Ui,...       à.Un—îl7i+i  —  Un,-.- 

Les  différences  des  différences  premières  sont  les  différences  secondes 

A-Mo  =  Aui — Amo,  A^Mi  =  Awg  —  Aui,... 

Les  différences  troisièmes  seront  de  même 

A^Me  =  ^hl^  —  ^hlo,      A^Mi  --^  ^^^U2  —  a2m,,... 

et  ainsi  de  suite. 

il  est  souvent  avantageux  de  représenter  par  V  (qui  s'énonce 
pseudodelta)  l'opération  qui  consiste  à  passer  d'une  valeur  à  la  sui- 
vante dans  la  suite  iio,  «i,  U2,...  On  a  donc,  par  définition, 

L'opération  V  peut  aussi  se  répéter  successivement  un  nombre 
quelconque  de  fois.  On  aura 

et,  en  particulier  V"î(o  =  Mh, 
Remarque,  —  Comme  Un+i  =  Uu  4-  Am„  ,  on  a 

VUn  =  Un  +  AMn  =  (1  +  AjUn , 
AMn  =  (V  — l)Un, 

on  peut  donc  dire  que  les  opérations  A  et  V  sont  liées  par  les  formules 
V  =  l  +  A,  A_v  — 1. 

306.  Propriétés  des  opérations  A  et  V.  —  1°)  On  a,  en  vertu  des 
définitions  précédentes, 

^P  A«  Un  =  A«  ^PUn  =-  A^«Mn 

et,  de  même, 

VP  V^  Un  =  V*  V^  Un  =  V^*^Mn  =  Un+p+ç 
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On  écrira  donc,  en  abrégé, 

2°  Si  u,  V,  z,...  sont  des  quantités  variables,  on  a 

^{u  +  v  —  z  +  •••)  =  ^u  -\-  iv  —  ^z-{-  - 

V{u  +  v  —  î  +  ...)  =  Vm  +  Vv  —  Vx  +  - 
et,  si  a  est  une  constante, 

^au  —  a  Am,  Vrtw  =  a  Vif. 

307.  Expression  de  A''Uo  en  fonction  de  Uo,  m„...  m,i  .  —  On  a,  en 
vertu  des  propriétés  établies  au  n»  précédent,  les  symboles  A  et  V  se 
comportant  comme  des  quantités  dans  les  calculs, 

AMo  ==  (1  —  V)llo, 

A2uo=  (1  — V).  (1  — V)Wo  =  (l— V)2mo 
et,  en  général. 

A"Mo=  (1— V)"Mo. 

Si  l'on  développe  et  remplace  V^'mo  par  Uk  ,  on  trouve 

iilfi \) 

A"Wo  =  tio  —  w  Ml  +      j- 2 —  ^2 ^  ""  • 

308.  Expression  de  Un  en  fonction  de  Mo,  Amo,...  A^'Wo-  —  On  a 

Ui  =  VMo  =  (1  +  ^)Mo 
Ma  =  VMi  =  (1  +  A)«Mo 

et,  en  général, 

M„=V«Mo  =  (l  +  A)"Mo. 

Si  l'on  développe,  il  vient 

u„  =  Mo  -I-  n  AMo  +  ^^^^~^^  A^Mo  +  -  4-  A«  Mo. 

Remarque.  —  Les  résultats  de  ce  n»  et  du  précédent  peuvent  être 
considérés  comme  compris  dans  les  relations  symboliques  : 

A«  =  (1  —  V)"        et        V"  =  (1  +  A)" . 

309.  Différences  des  fonctions  simples.  —  Nous  allons  considérer 
simultanément  une  variable  indépendante  x  et  une  fonction  u  de  x. 

Nous  représenterons  par  Uo,  Mj,  Mj,...  les  valeurs  successives  de  u 
quand  on  donne  à  x  une  série  d'accroissements  égaux  représentés 


—  349  — 

par  h.  Les  valeurs  successives  de  u  et,  par  conséquent,  leurs  diffé- 
rences successives  dépendent  de  la  valeur  initiale  de  x  et  de  l'accrois- 
sement h.  Ce  sont  donc  des  fonctions  de  x  et  de  ^  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 
1°)  Fonction  entière.  Supposons  u  de  degré  m 

u  =  Ax«»  4-  ^x»^-'  +  Cx"î-2  _, f-  Kj;  +  L. 

On  a  d'abord 

Au  =  k[[x  -f  h)"^  —  X"']  +  B[(a;  +  A)^-i  —  x'«  -»]  +  ...  +  KA. 

et,  en  ordonnant  par  rapport  à  x, 

Au  =  mkx'^-^h  +  B'a;^-*  H 1-  K'. 

Le  premier  terme,  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  en  x,  est  de  degré 
m  —  1  et  son  coefficient  s'obtient  en  multipliant  le  premier  terme  de  u 
par  le  degré  de  ce  terme  de  u  et  par  h. 

En  opérant  de  même  sur  Au,  il  en  résulte 

A^u  =  m{m  —  1)  kx'^-^h  +  B";r»«-3  +  ...  +  K" 

et  ainsi  de  suite.  Le  degré  de  chaque  différence  successive  va  en 
diminuant  d'une  unité  Donc  A^u  est  de  degré  0  et  se  réduit  à  son 
premier  terme  dont  la  loi  de  formation  est  connue.  On  a  donc 

A^M  =  1.2...  mkh'^ 

Ainsi  la  différence  m^^  d'une  fonction  entière  de  degré  m  est  constante 
quand  la  variable  x  varie  par  degrés  égaux  et,  par  conséquent,  toutes 
les  différences  suivantes  seront  nulles. 

2°)  Fonction  exponentielle.  On  a 

^^x+b  __  ga{a;+Aar)+6 gox+b  __  ^xx+b  Iga^x |\ 

^tgax+b  __  Igçi^x jj  ^gax^b  __  gox-^b  Iga^x |\2 

et,  en  général 
De  même, 

30)  Fonctions  circulaires.  On  a 

A  sin  {ax  -^  b)  =  sin  [ax  -\- b  -\-  a^jc)  —  sin  {ax  -f-  b) 


a.     a^x        f       ,    ,    .     oAx  ^ 
=  2 sm  —g—  cos yax  \b  -\ g— J 

=  2  sm  —2—  sm  (  ax  -f  6  -^ i^) 
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et,  en  général, 


a^x  +  it 


A"  sin  (ax  -\-  b)  ==  h2  sin  —5—  )  sin  [ax  -\-  b  -\-  n 
De  même, 

A"  cos  (ox  +  t)  =  (2  sin  —^)  cos(^aa;  +  ^  -h  ?i  — ^ j- 

4°)  Logarithme.  On  a 

On  n'a  pas  encore  réussi  à  tirer  de  là  l'expression  de  la  différence 
m"^  sous  une  forme  simple. 

310.  Produits  équidifférents.  —  1°)  Soit  symboliquement 

xip]  =  x{x  —  h){x  —  2A)...  [x  —  p  —  \  h)  ; 
on  aura 

l^[p]  =^  x[x  —  h)...  {x—p  —  '2h)ph 
=  p  x^P~^i  Ax. 
De  même, 

^^-x^p]  ^p^x  ^x^p-^^  =  p  {p  —  \)  x^p-^]  ^x' 

et,  en  général, 

^nx[P]  =  p{p  —  i)...(p—7l+\)  X^P-''^  ^X''■ . 

L'analogie  avec  la  règle  pour  différentier  une  puissance  dans  le 
calcul  différentiel  est  évidente. 
2°)  Soit  encore  symboliquement 

x-^p]  = 


X  (x  +  h){x  +  Ih)...  [x  +];  —  1  A)  ' 
on  trouve  sans  peine 

t^x-^p]  =  7^f  ==-px  -[^+^1  ^x, 

X  {x-\-  h)...  [x  +  ph) 
d'où,  en  général, 

l^n^[p]  =  (_  \yi  p  (^p  4- 1)...  (p  _i_  n  —  1)  x-t^+"l  Ax" . 

311.  Calcul  inverse  des  différences.  Addition  d'une  fonction  pério- 
dique arbitraire.  —  Le  calcul  inverse  des  différences  est  au  calcul 
direct  ce  que  le  calcul  intégral  est  au  calcul  différentiel,  il  a  pour 
objet  de  déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie  ou,  plus  généralement,  une  relation  entre  celte  fonction,  quel- 
ques-unes de  ses  différences  et  la  variable  indépendante.  Nous  ne 
nous  occuperons  ici  que  du  premier  cas. 
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Soit  X  la  variable  indépendante,  dont  l'accroissement  Ax  =  A  est 
supposé  constant;  soient  ¥{x)  la  fonction  inconnue  elf{x)  la  différence 
donnée  :  on  doit  avoir 

AF  (x)  =  f{x),        ou        F{x-\-h)  —  F  {x)  =  f{x) . 

La  fonction  ¥{x)  dont  la  différence  est  f(x)  se  représente  par  S  f{x) 
et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences  finies  de  /"(a;).  D'après  ces 
notations,  les  caractéristiques  A  et  H  appliquées  à  la  même  fonction  se 
détruisent  et  l'on  a 

t^I.f{x)  =  f{x). 

Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une  intégrale 
particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette  première 
solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale  générale. 
Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une 
constante  arbitraire  qu'il  faut  ajouter,  mais  la  fonction  la  plus 
générale  dont  la  différence  est  nulle,  c'est-à-dire  une  fonction 
quelconque  de  période  h  =  ^x.  Nous  désignerons  une  pareille 
fonction  par  H. 

D'après  cela,  f{x)  étant  une  fonction  particulière  dont  la  différence 
est  A /"(a;),  on  a 

i:^f{x)  =  f{x)-{-U. 

Donc  les  symboles  2  et  A  se  détruisent  encore,  quand  2  précède  A, 
mais  il  faut  ajouter  une  fonction  périodique  arbitraire  II. 

En  vertu  de  cette  remarque,  les  calculs  effectués  au  n«  309  et  310 
donnent  réciproquement 

sm  (ax  —  -^-]-  b) 

S  cos  {ax  -\-b)  = ^T h  n. 

2sm^ 

Sa;[Pl  =  .^,  ,,. +n. 
{p-\-\)h 

Nous  indiquerons  plus  loin  (n^  318)  la  formule  générale  pour  la 
sommation  d'un  polynôme. 

312.  Intégrale  définie  aux  différences,  —  L'intégrale  aux  différences 
jouit  d'une  propriété  analogue  à  celle  des  fonctions  primitives  dans 
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le  calcul  infinitésimal  :  Soient  x^,  œ^,...  Xn  une  suite  de  valeurs  de 
différences  h,  et  ¥{x)  une  intégrale  aux  différences  de  f{x);  on  a 

Y{x,)-F[X,)==f{x,),    Y{x,)-¥(X,)==f{x,),...     ¥{Xn  )-¥{Xn-i)  =  f{Xn-i) 

et,  en  additionnant  toutes  ces  relations, 

¥[xn)  -  Y{x,)  =  f{x,)  +  f{x,)  4-  -  4-  fiXn-i) 

C'est  la  propriété  que  nous  voulions  établir.  Le  second  membre 
s'appelle  Yintégrale  définie  aux  différences  de  f[x)  et  se  désigne,  en 

abrégé,  par  S  f[x).  L'équation  prend  ainsi  la  forme 

\  ax)^.Y[xn)-y{x,) 

et  l'analogie  avec  les  formules  de  quadratures  est  évidente.  Par 
exemple  au  moyen  de  l'intégrale  de  A^  indiquée  à  la  fin  du  n»  précé- 
dent, on  obtient,  h  étant  égal  à » 

a  A    —  1 

§  3.  Formule  d'Euler. 
Relation  entre  les  sommes  et  les  intégrales. 

313.  Formule  préalable.  —  Ecrivons  la  formule  de  Maolaurin  : 

(1)   n^)  -  m  =  a,  r'{0)  +  ^j  r"[0)  +  -  +  ^^^  rm  +  r.p+i 

avec  l'expression  du  reste  (t.  I,  n"  352)  : 

Remplaçonf  successivement  dans  cette  formule  la  fonction  /"par  ses 
dérivées  /"',  /"",...  /"^p-i  en  remplaçant,  en  même  temps,  2p  par  {2}) — 1), 
(2p  —  2),...    1.   Multiplions    successivement   ces    équations   par  B^x, 

£2^,  ?3^   ....  ^2p-i^  Y     g  désignant  les  nombres  Bernoulliens, 

2!        3!  (2^9  —  1)!  ^ 

et  ajoutons-les  membre  à  membre  avec  (1).  Il  viendra  un  résultat  de  la 
forme 

\m-rm  -\  ^  [/•'(^)-/-'(0)]+-.+ ^p^Ç  ir^-K^)-r^-m 
=  xr{0)-\-  A,x^  f"{0)  +  Ago^  r"'{0)  + ...  +  k^poo^prm  +  r, 

en  posant 
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^  ~  2  !         1 

A    -i_4-   ^    1-^ 
^  ~  3  !  "^  2  !  1   *"  2  !  ' 

A   =-14.^4-^4.^ 
•*       4!  ^3!  1  ^2!2!  ^  3! 


et,  en  désignant  par  R  l'intégrale 

Jo 


L(2jo)!     '    1.  (2p  — 1)  !    '    2!  (2p  — 2) 

On  remarque  d'abord  que  tous  les  coefficients  A._;,  A3,  ...  sont  nuls, 
car,  ave^  la  notation  symbolique,  on  a,  par  les  relations  (7)  du  n°  249, 


A        (1  +  B)'-B^^ 


;i  +  B)3  — B3 

3! 


=  0,  .... 


Quant  à  l'expression  entre  crochets  dans  l'intégrale  R,  elle  revient  à 
un  polynôme  de  BernouUi  (n°  251),  car  on  peut  l'écrire  comme  il -suit  : 


t  VP 

-  +  B       —WP 

X  J 


(2p) 


X"^  ?2p-l  (^-)- 


Il  vient  donc,  cp  désignant  un  polynôme  de  BernouUi, 


(2) 


R 


=..p|; 


rP'ri{x  —  t)^^^_À-)dt. 


En  se  rappelant  (n°  243)  que  tous  les  B  d'indices  impairs  sont  nuls, 
sauf  B,  qui  est  égal  à  —  — »  nous  avons  ainsi  obtenu  la  formule  suivante: 


(3) 


r{x)-m  =  cc 


f[x)  +  r(0)    B^^^ 


2 


2! 


r(^)-r(o)J- 


B2p_2  a;2P-2 


(2^-2)! 


/-zp-s  (a;)  —  pP--^  (0) 


+  R. 


314.  Simplification  de  R.  —  Utilisons  les  propriétés  des  polynômes 

de   BernouUi  énumérées  au  n°  252.   Comme  -  varie  de  0  à    1  dans 

x 

l'expression  (2),  'f2p_if- )  ne  change  pas  de  signe  (propriété  5"),  et 

l'on  peut  poser,  par  le  théorème  de  la  moyenne,  6  étant  compris  entre 

23 
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0  et   1    (en   sorte  que  Ox  est  une  valeur  intermédiaire  de  l'argument 
x-i), 

R  =  x^P  r^P+'  (e.r)  r?2p-i(-)  dt. 
Changeons  encore  t  en  ix  dans  l'intégrale,  il  viendra 

R  =  x-'P+^  f^P+'  (Oo;)  C  <^ip-i{t)dt. 

Jo 

L'intégration  s'effectue  immédiatement  en  remplaçant  «p2p-i  par  sa 
valeur  donnée  au  n"  252, 

et  en  observant  que  l'intégrale  de  tp'  bera  nulle,  puisque  tf  s'annule  aux 
deux  limites  0  et  1  (n»  252).  Il  vient  donc  simplement 

315.  Formule  d'Euler.  —  Ce  n'est  qu'une  transformation  de  la  for- 
mule (3).  Remplaçons  dans  le  premier  membre  la  fonction  f[x)  par 
l'intégrale 

ra+x  tx 

I        f[x\  dx  =       f{a  -{-  x)dx\ 
Ja  Jo 

il  faudra  remplacer    dans    le   second   membre   la   dérivée  f^[x)    par 
f^-^  [a  4-  x)  et  cela  pour  A  =  1,  2,  ....  ;  il  viendra  donc 


ra+x 
Ja 


(5) 


Bop_2  x"P- 


[f2p-2  (^a-\-x)  —  f-P-^  [a)]  +  R 


(2p-2)! 
et  la  valeur  (4)  de  R  deviendra  (0  <  0  <  1) 

(6)  R  =  -^^r^[a  +  ^x]. 

La  formule  (5)  et't  la  formule  d'Euler,  mais  complétée  par  l'expression 
du  reste  qu'Euler  n'a  pas  donnée. 

Comme  les  nombres  Bg,  B^  ...  croissent  en  valeur  absolue  avec  une 
rapidité  extrême,  la  formule  d'Euler  deviendrait  le  plus  souvent  diver- 
gente si  l'on  y  faisait  croître  p  indéfiniment.  Mais,  en  donnant  kp  une 
valeur  convenable,  on  pourra  généralement  faire  en  sorte  que  R  soit 
suffisamment  petit  pour  être  négligé  en  pratique,  l'expression  (6)  do  R 
permettant  d'agir  en  sûreté. 
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On  se  sert  de  la  formule  d'Euler  pour  ramener  le  calcul  des  intégrales 
au  calcul  des  sommes  et  réciproquement.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer. 

316.  Application  de  la  formule  d'Euler  au  calcul  approché  des  inté- 
grales définies.  —  l'our  appliquer  la  formule  (5)  au  calcul  de  l'intégrale 

('  Mdx, 

Ja 

il  suffit  évidemment  de  poser  x  =^h  —  a. 

Mais,  si  l'intervalle  d'intégration  est  un  peu  grand,  il  convient,  pour 
obtenir  plus  d'exactitude,  de  le  décomposer  en  plusieurs  parties.  Posons 

h  —  a 

h  = ;  on  aura 

n 

rh  fa+h        Ca-\-2h  fa-\-n7i 

\    rclx  =  \         +  +--f  fdx. 

Ja  Ja  Ja+h  Ja+{ti-i)h 

Appliquons  à  chacune  de  ces  intégrales  partielles  la  formule  5  (où 
l'on  remplacera  x  par  h)  et  ajoutons  les  résultats  ;  il  viendra 


/ 


Çr{x)dx=h\-^^r{a+h)^-  +  r{a-{-n-\h)+^^^^ 


(7)  ^<  -^[nà)-n^)]-^irii'}-r'»]- 


\  {2p  -  2)  ! 

et  le  reste  R  sera  donné  par  la  formule 


R  =  —  n[>. 


Bip  h^P 
(2p)l 


(JL  désignant  une  valeur  moyenne  de  pP[x)  entre  a  et  b. 

La  formule  (7;  est  celle  que  nous  voulions  obtenir .  Le  terme  écrit  sur 
la  première  ligne  au  second  membre  est  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique  :  il  représente  la  somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe 
y  =  f[x)  et  déterminés  par  des  ordonnées  équidistantes.  Quant  au  pre- 
mier membre,  il  représente  l'aire  de  la  courbe. 

317.  Formule  sommatoire  d'Euler.  —  Réciproquement,  la  formule  (7) 
peut  servir  à  ramener  le  calcul  d'une  somme  à  celui  d'une  intégrale 
définie.  Posons,  b  étant  égal  k  a  -\-  7ih, 

V/-(a;)  ^  f[a]  +  r[a  +  h)  +  f{a  +  2h)  +  -  ^  f[b-  h), 
a 
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On  tirera  de  la  formule  (7) 

(81        "  •" 

B2P-2  A  ^     r/-^P-3,&)  _  r^-^a)]  +  n  u.  --'^il'_ 
\  ^     (2p  — 2)  !     ^^         ^  '       '         ^'1^1^     (2pj! 

C'est  la  formule  sommatoire  d'Euler  complétée  par  l'expression  du 
reste.  Elle  est  souvent  très  utile  quand  la  quadrature  indiquée  s'effectue 
simplement. 

318.  Application  à  l'intég-ration  aux  différences  d'un  polynôme.  — 

Si  /'(>r)  est  un  polynôme,  la  quadrature  dans  la  formule  (8)  est  immé- 
diate. De  plus,  le  développement  se  tei'mine  de  lui-même  quand  les 
dérivées  du  polynôme  deviennent  nulles. 

Remplaçons  b  par  a-,  le  premier  membre  aura  pour  différence  f{ûc). 
Donc,  en  négligeant  dans  le  second  membre  les  termes  constants,  on 
obtient  la  formule  générale  pour  la  quadrature  d'un  polynôme 

2  /-N  =  -^^n^)  dx-^+^  nœ)  +.  ^  r  "H  +  - 

Le  développement  s'arrête  de  lui-même,  mais  il  faut  ajouter  la  fonc- 
tion périodique  II.  Si  f[x)  est  de  degré  impair  ,  il  sera  inutile  d'écrire  le 
dernier  terme  du  développement  qui  se  réduit  à  une  constante. 

§  4  Interpolation. 

319.  Objet  de  l'interpolation.  —  L'objet  de  l'interpolation  est  de  trou- 
ver une  fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette  fonc- 
tion qui  correspondent  à  un  'certain  nombre  de  valeurs  données  de 
la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme 
de  la  fonction  chercbée,  car  il  revient  à  (aire  passer  une  courbe  j)ar  des 
points  donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  tant  que 
la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de  l'interpolation  devient 
déterminé  quand  la  forme  de  la  fonction  est  donnée  et  qu'elle  ren- 
ferme autant  de  paramètres  distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de 
la  fonction.  Ainsi  une  fonction  entière  de  degré  n  renferme  n-\-\ 
paramètres  et  on  prouve,  en  algèbre,  qu'elle  est  complètement  déter- 
minée, si  l'on  donne  n  -\-  \  valeurs  de  la  fonction. 

320.  Formule  de  Newton.  —  Ne^vton  a  donné,  dans  ses  principes, 
une  formule  pratique  pour  exprimer  la  fonction  entière  de  degré  7i 
qui  prend  n  +  1  valeurs  données  pour  n  -{-  \  valeurs  données  de  x. 


—  357  — 

que  ces  valeurs  soient  en  progression  arithmétique  ou  non.  Mais  nous 
indiquerons  seulement  le  cas  où  les  valeurs  successives  de  x  ont  une 
dilTérence  constante  ^  =  h. 

En  choisissant  convenablement  l'origine  des  a;,  c'est-à-dire  en  chan- 
geant au  besoin  x  eux  —  x^,  on  peut  faire  en  sorte  que  ces  valeurs 
de  x  soient 

Xq  =  0,        a;,  =  A,        X2  =  2/t,     •••    Xn  =  «'*• 
Désignons  par  Wq,  Mj,  m^,...  Un  les  valeurs  correspondantes  données 
de  la  fonction  entière  de  degré  n  à  déterminer  u.  Formons  les  diff'é- 
rences  Am,,,  A'^î^q.-  •  '^"''o  1  on  aura 

.       ,    mhn  —  1)    .„      , 
Um  =  Wo  +  m ^Uo  H ^Y2 — -  A^Mo  +  - 

Ce  développement  se  termine  de  lui-même  au  terme  qui  renferme 
A^^Uo,  car  les  coefficients  suivants  sont  nuls.  Changeons  dans  ce  déve- 
loppement  m  en  -r-et  poursuivons  maintenant  le  développement  jus- 
qu'au terme  qui  renferme  A"Mo.  Je  dis  que  nous  pouvons  poser 

C'est  la  formule  de  Newton,  dont  l'exactitude  se  vérifie  immédiate- 
ment, car  ce  développement  se  réduit  à  celui  de  u,n  quand  on  y  pose 
X  =  mh. 

On  peut  mettre  en  évidence  l'analogie  de  la  formule  de  Newton  avec 
la  série  de  Maclaurin.  Posons,  d'après  la  notation  des  produits  équi- 
différents  (n»  310), 

3i.p\  ==.-  x[x  —  hY--[x  —  (p  —  1)^] 
et  remplaçons  h  par  Aa;,  on  aura 

u-uo  +  x  ^^  -f  ^2    ^^i  +'"'+1.2...n    ^x^' 

Remarque.  —  Lorsqu'un  polynôme  u  est  mis  sous  la  forme  précé- 
dente, f  intégration  aux  différences  de  ce  polynôme  se  fait  immédiate- 
ment. Il  vient,  en  eftet, 

^M-MoX+  ^2   ^^  +'"'  +  1.2...  (n+ 1)    Aa;"' 
321.  Formule  de  Lagrange.  —  Le  polynôme  m  de  degré  n  qui 
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prend  les  n+  1  valeurs  «o.  «i.---  "«  pour  les  valeurs  quelconques 
a-Q,  a."i,...  Xn  a  été  mis  par  Lagrange  sous  la  forme  suivante 

^^  _  {i—x^){x—x.)  -{x—Xn)  ^^        (.-c-a:o)  {x—x.)-(x—Xn)        , 

{Xo—X,){Xo—X,)-{Xo—Xn)  iX^—Xo)(X—X.,)-{Xi—Xn}   "'"^  "" 

On  vérifie  immédiatement  a  posteriori  que  u  esl  de  degré  n  et 
possède  les  propriétés  indiquées,  mais  cette  formule  est  d'une  appli- 
cation très  peu  pratique. 

322.  Formules  d'approximation  pour  les  quadratures.  —  Les  for- 
mules d'interpolation  peuvent  servir  au  calcul  de  l'intégrale 

fix)  dx, 


r 

Ja 


lorsque  cette  quadrature  ne  peut  se  faire  exactement.  On  remplace,  à 
cet  effet,  la  courbe  y  --  f[x)  par  une  autre  que  l'on  sait  intégrer. 

On  peut  remplacer  f{x)  par  un  polynôme  de  degré  7i  à  l'aide  de 
la  formule  de  Lagrange.  Cela  revient  à  remplacer  la  courbe  y  =  f{x) 
par  une  parabole  du  n"^  degré  ayant  w  +  1  points  communs  avec  elle. 
On  obtient  ainsi  la  méthode  d'intégration  de  Cotes,  qui  est  d'ailleurs 
peu  recommandable. 

Au  lieu  de  faire  l'interpolation  dans  l'intervalle  [a,  h)  tout  entier,  on 
peut  partager  cet  intervalle  en  parties  consécutives  et  interpoler  dans 
chaque  partie.  On  peut  remplacer  f[x)  par  une  suite  de  polynômes  du 
premier  degré,  c'est-à-dire  la  courbe  par  une  suite  de  droites,  et  l'on 
obtient  la  formule  des  trapèzes. 

On  peut  aussi  remplacer  f{x)  par  une  suite  de  polynômes  du 
deuxième  ou  du  troisième  degré,  c'est-à-dire  la  courbe  par  une  suite 
d'arcs  de  paraboles,  et,  en  supposant  les  intervalles  égaux,  on  obtient 
la  formule  de  Simpson  (t.  I,  n°  314). 

323.  Expression  empirique  de  certaines  lois.  —  Quand  la  loi  exacte 
des  variations  de  certaines  quantités  n'est  pas  connue,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  plupart  des  phénomènes  naturels,  on  peut  recourir  aux 
formules  d'interpolation.  On  détermine  les  valeurs  de  la  fonction  pour 
une  série  de  valeurs  de  la  variable  et  les  formules  d'interpolation 
fournissent  une  règle  empirique  pour  calculer  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion pour  d'autres  valeurs  de  la  variable.  Les  formules  ainsi  établies 
ne  méritent  généralement  que  peu  de  confiance. 


CHAPITRE  VIII. 


Applications  géométriques  [Suite), 
Points  singuliers.  Contact.  Enveloppes. 


§  1.  Points  singuliers  des  courbes  planes. 

324.  Points  ordinaires  et  points  singuliers.  —  Considérons  l'équation 
d'une  courbe  plane,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  ou  obliques, 

(1)  nx,y)-0, 

et  supposons  que  /"et  ses  dérivées  f'^  et  f'^  soient  des  fonctions  con- 
tinues et  uniformes  de  x^  y  dans  le  voisinage  d'un  point  M(a,  b)  de 
la  courbe. 

Si  f^(a,  b)  n'est  pas  nul,  l'équation  (1)  n'a,  dans  le  voisinage  du 
point  M,  qu'une  seule  solution 

y  =  ?(^), 
qui  représente  une  seule  branche  continue  de  courbe  passant  par  le 
point  M  ;  et  cette  branche  possède  une  tangente  déterminée,  dont  la 
direction  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  de 
contact.  C'est  la  conséquence  du  théorème  général  sur  l'existence  des 
fonctions  implicites  (t.  4,  n°  142). 

Un  point  M  qui  possède  ces  caractères  s'appelle  un  point  ordinaire 
de  la  courbe. 

Si  4  était  nul  au  point  M  mais  f'^  diffèrent  de  0,  on  pourrait  résou- 
dre l'équation  (1)  par  rapport  à  x  et  la  conclusion  serait  analogue. 

Donc,  si  nous  appelons  points  singuliers  les  seuls  points  qui  ne  pos- 
sèdent pas  les  caractères  énumérés  plus  haut,  nous  pouvons  énoncer 
la  conclusion  suivante  : 

Quand  f{x,  y]  et  ses  dérivées  partielles  sont  continues,  la  courbe 
f[x.  y)  =  0  ne  peut  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceux  dont  les 
coordonnées  a  et  b  satisfont  simultanément  aux  trois  équations. 

/(a,6)  =  0,        ^=0,         ^=0. 
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Donc,  pour  trouver  les  points  singuliers  d'une  courbe,  il  faut  cher- 
cher s'il  existe  des  systèmes  de  solutions  des  trois  équations  précé- 
dentes ;  ou  bien  s'il  existe  des  valeurs  de  x,  y  rendant  discontinues  fou 
ses  dérivées  partielles. 

Nous  laisserons  d'abord  de  côté  les  singularités  provenant  des  dis- 
continuités pour  porter  notre  attention  sur  ceux  de  la  première  caté- 
gorie, qui  sont  de  loin  les  plus  importants. 

L'étude  de  ces  points  peut  être  faite  d'une  manière  simple  et 
complète  quand  on  se  place  au  point  de  vue  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  et  il  convient  de  la  reprendre  dans  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  Pour  le  moment,  nous  nous  plaçons  au  point 
de  vue  des  variables  réelles  et  nous  allons  nous  borner  aux  cas  les 
plus  simples  et  aux  procédés  de  recherche  les  plus  élémentaires. 

325.  Points  singuliers  de  divers  ordres.  —  Soit  M  (a,  b)  un  point 
singulier  de  la  courbe  f{x,  y)  =  0.  Supposons /(j:,  «/)  continue  ainsi 
que  toutes  ses  dérivées  partielles  aux  environs  de  ce  point.  On  peut 
développer  f{x,  y)  par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances  de 
X  —  a  et  de  y  —  b  ;  seulement,  comme  /",  /^  et/"^  s'annulent  au  point 
M  par  hypothèse  les  termes  des  ordres  0  et  1  disparaissent  et  le 
développement  débute  par  les  termes  du  second  ordre.  On  a  donc 

f{X,  î/)  =  «P2  +  <P3  H 1-  ?n-i  +  Rn 

en  désignant  par  cpg,  cpg,...  des  polynômes  homogènes  en  {x  —  a)  et 
'^y  —  h)  de  degrés  2,  3,...  et  par  Rn  le  terme  complémentaire. 
Si  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre 

^2- 2 -^  +  (^~«M^-^)    oadb^        2         db* 

ne  disparaît  pas  identiquement  comme  les  précédents,  c'est-à-dire  si 
l'une  au  moins  des  dérivées  secondes  de  /"ne  s'annule  pas  au  point  M, 
on  dira  que  M  est  un  point  singulier  du  second  ordre. 

Si  au  contraire  cpi,  Og,  tpg,...  cp„_,  sont  identiquement  nuls  mais  que 
On  ne  le  soit  pas,  on  dira  que  le  point  M[a,  b)  de  la  courbe  est  un 
point  singulier  de  l'ordre  n. 

326.  Etude  des  points  singuliers  du  second  ordre.  —  D'après  ce  qui 
précède,  un  point  singulier  du  second  ordre  M(a,  b)  de  la  courbe 
f{x,  y)  =  0,  est  caractérisé  par  ce  fait  que  le  développement  de  f{x,y^ 
suivant  les  puissances  de  a;  —  a,  «/  —  b  est  de  la  forme 
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/'(a:,y)   =  '-P2   +   ?3    + 

OÙ  cp2  n'est  pas  identiquement  nul. 

La  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M  est  liée  aux 
propriétés  de  l'équation  homogène  du  second  degré 

qui  représente  un  faisceau  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires, 
distinctes  ou  confondues,  passant  parle  point  M. 

On  a,  en  effet,  le  théorème  suivant  dont  nous  allons  expliquer  les 
termes  et  donner  la  démonstration  : 

Posons,  en  abrégé, 

A  =  (    ^'/'   Y  _  -^  -^ 
\dadb  J         da^    db^  ' 

Théorème.  —  1°  Si  l'on  a  A  <  0,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les 
deux  droites  du  faisceau  sont  imaginaires,  le  point  M  est  un  point  isolé. 

2°  .Si  l'on  rt  A  >  0,  ou  si  les  deux  droites  du  faisceau  sont  réelles  et 
distinctes,  le  point  M  est  un  point  double  a  tangentes  distinctes,  c'est-à- 
dire  que  la  courbe  possède  deux  branches  passant  par  M  et  respective- 
ment tangentes  aux  deux  droites  du  faisceau  ^fig.  2). 

3°  Si  l'on  fl  A  =  0,  c'est-à-dire  si  o^  est  carré  parfait  et  que  les  deux 
droites  du  faisceau  se  confondent,  il  y  a  doute  sur  la  forme  de  la  courbe, 
mais,  sauf  exception,  le  point  M  sera  un  point  de  tiEBRovssEUEiiT  de  pre- 
mière espèce  \fig.  3) . 


Fig.  2.  Fig.  3. 


Pour  simplifier  l'écriture,  supposons  qu'on  ait  préalablement  trans- 
porté l'origine  au  point  M  et  que  l'équation  de  la  courbe  soit  alors 

fix,  y)  =  0. 
Nous  sommes  ramenés  à  étudier  cette  courbe  dans  le  voisinage  de 
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l'origine.  Développons  f{x,  y)  par  la  formule  de  Maclaurin  suivant  les 
puissances  de  œ.  y,  les  termes  du  second  ordre  ne  disparaîtront  pas  et 
l'on  aura 

f{x,  y)  =  cp„  +  cp3  -I 1-  cp^_,  -f  R„ , 

les  ce  désignant  maintenant  des  polynômes  homogènes  en  x,  y  de 
degrés  marqués  par  leur  indice,  et  R,,  le  terme  complémentaire. 

Pour  trouver  l'expression  de  R„ ,  posons  cp(f)  =  f{xt,  yt)  et  faisons 
le  développement 

9(0  =  flo  -f  «i<  +  «2^'-  +  -  +  a«-i  «"-*  +  K- 
On  sait  que  celui  de  t'{x,  y)  s'en  tire  pour  t  =  i.  U  vient  donc,  par 
la  formule  du  n°  352  du  tome  premier, 

R«  =  (^^:3Ï)!  /  V  («^)  (-1  -  ^)'""  du. 

Or  o'^{ut]  prend,  par  les  règles  de  dérivation,  la  forme  d'un  poly- 
nôme homogène  de  degré  n  en  x,  y  ayant  les  dérivées  d'ordre  7i  de  / 
comme  coefficients.  Donc  on  peut  aussi  mettre  Rn  sous  la  forme  d'un 
polynôme  homogène  de  degré  n  en  x,  y,  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  continues  de  x,  y  ainsi  que  leurs  dérivées. 

Ajoutons  encore  une  remarque  préalable.  Quel  que  soit  le  point 
{x,  y),  un  au  moins  des  deux  rapports  y  :xou  x  :  y  ne  surpasse  pas 
l'unité  en  valeur  absolue.  Donc  on  peut  toujours  trouver  les  points  de 
la  courbe  en  posant  y  =  ux,  puis  x  =  vy  el  en  cherchant  les  valeurs 
finies  de  w  et  de  f  qui  satisfont  à  l'équation  transformée  de  la  courbe. 

Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème,  le  point  M 
étant  pris  comme  origine. 

Premier  cas.  A  <  0.  —  Les  droites  du  faisceau  sont  imaginaires. 
L'origine  est  alors  à  distance  finie  de  tout  autre  point  de  la  courbe  et 
l'on  dit  que  l'origine  est  un  point  isolé.  Nous  allons  le  prouver. 

Mettons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

?2(a;.  y)  +  R3  =  0. 

Posons  d'abord  dans  cette  équation  y  =  ux  el  divisons  par  x^  ;  il 
vient,  eu  égard  à  la  forme  de  Rg, 

f2(l,w)  +  1^  =  0, 
|x  gardant  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  0  et  que  u  reste  fini.  Or 
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cpj(1,  u),  ayant  ses  racines  imaginaires,  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe 
en  valeur  absolue.  L'équation  précédente  devient  donc  impossible  dès 
que  X  tend  vers  0.  De  même,  si  l'on  posait  x  =  vy,  on  serait  conduit 
à  une  relation  impossible  quand  y  tend  vers  0  et  que  i'  reste  fini.  Donc 
la  courbe  n'a  aucun  point  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Dklxième  cas,  a  >  0.  —  Si  les  droites  sont  réelles  et  distinctes,  la 
courbe  possède  deux  brandies  qui  se  coupent  à  l'origine  et  qui  sont 
respectivement  tangentes  à  chacune  des  droites  du  faisceau. 

Prenons  les  deux  droites  du  faisceau  comme  axes  coordonnés  ; 
^zix,  y)  se  réduira  au  seul  terme  xy,  à  part  un  coefficient  qu'on  rend 
égal  à  l'unité  en  divisant  toute  l'équation  par  ce  facteur.  On  ramène 
ainsi  l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

f[x,  y)  =  xy  +  R.,  =  0. 

Faisons  d'abord  la  substitution  y  =  ux  oii  u  doit  rester  fini,  Rg 
prendra  la  forme  x^'\>(u,  x),  oii  '\>  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  ; 
et,  en  divisant  toute  l'équation  par  x^,  il  viendra 

M  +  a- 1  (m,  x)  =  0. 

Cette  équation  prouve  que  u  tend  nécessairement  vers  0  avec  x. 
C'est  l'équation  d'une  courbe  que  nous  appellerons  la  courbe  {u,  x) 
pour  la  distinguer  de  la  courbe  (x,  y).  Pour  cette  courbe  {u,  x),  l'ori- 
gine est  un  point  ordinaire,  car  le  terme  du  premier  degré  en  u  ne 
disparait  pas.  Donc  il  existe  une  solution  u  et  une  seule  en  fonction 
de  x  et  elle  est  infiniment  petite  avec  x. 

Si  <{/(0,  0)  n'est  pas  nul,  la  valeur  principale  de  u  sera 

M  =  —  a;  4.  (0,  0) 
et  celle  de  y 

y  =-a:2  4.(0,0). 

C'est  l'équation  approchée  d'une  branche  de  courbe  tangente  à 
l'axe  des  x  à  l'origine  et  ne  présentant  pas  d'inflexion  en  ce  point. 

Si  4^(0,  0)  est  nul,  la  valeur  principale  de  u  sera  la  même  que  celle 
de  —  x^J'iO,  :i-)  et  celle  ûe  y  la  même  que  celle  de  —  x^'^{0,x).  Il 
y  a  donc  inflexion  ou  non  suivant  que  le  développement  ùe<^{0,x) 
suivant  les  puissances  de  x  débute  par  un  terme  d'ordre  impair  ou 
d'ordre  pair. 

On  montre  de  même,  en  faisant  la  substitution  x  =  vy,  que  la 
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courbe  possède  une  branche  tangente  à  l'axe  des  y  et  qui  ordinaire- 
ment n'a  pas  d'inflexion  à  l'origine. 

D'ailleurs  la  courbe  ne  peut  avoir  dans  le  voisinage  de  l'origine  que 
les  seuls  points  que  nous  venons  de  déterminer. 

La  courbe  la  plus  simple  présentant  un  point  double  à  tangentes 
distinctes  est  le  folium  de  Descartes 

xy  4-  x^  -}-  i/3  =  0. 

Troisième  cas.  A  ^^  0.  —  Les  deux  droites  du  faisceau  se  confondent  ; 
en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  x,  on  peut  réduire  cpg  au  seul 
terme  y-,  ce  qui  ramène  l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

f{x,  y)  =  y'~  ^  (p3  (x,  y)  +  cp^  [x,  y)  +  -  =  0. 

On  reconnaît  immédiatement  qu'aucun  point  intlniment  voisin  de 
l'origine  ne  peut  être  fourni  par  la  substitution  x  ^  vy  où  v  reste  fini, 
car,  par  cette  substitution,  puis  par  la  suppression  du  facteur  y-  et 
dans  l'hypothèse  de  y  infiniment  petit,  l'équation  se  réduit  à  1  =  0,  ce 
qui  est  impossible. 

Il  suffît  donc  d'étudier  la  substitution  y  =  ux.  Après  divisiOn  par 
x^,  elle  fournit  la  relation 

li-  +  X  cpsd,  u)  +  a;2(p4  (1,  u)  -f  -  =-  0, 

qui  montre  d'abord  que  u  doit  être  infiniment  petit  avec  x. 

En  général,  f[x,  y)  contient  un  terme  en  x^  et  (^gfl,  0)  n'est  pas  nul. 
Dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  la  relation  précédente  contient  un 
terme  du  premier  degré,  qui  est  le  terme  en  x,  et  l'origine  est  un 
point  ordinaire  pour  la  courbe  (m,  x).  Il  existe  une  valeur  x  fonction  de 
u  et  une  seule  qui  vérifie  l'équation  dans  le  voisinage  de  l'origine,  et 
elle  a  pour  valeur  principale 

M' 

X  = 


On  en  tire  deux  valeurs  pour  u  et  deux  valeurs  pour  y 

u^  ±  \-x^,{i,0)  y=^±x  V-iccp3(l,0). 

Ces  deux  valeurs  de  y  sont  de  signes  contraires  et  ne  sont  réelles 
que  si  a;  a  le  signe  de  —  cfgil,  0).  Donc  la  courbe  n'existe  que  d'un 
seul  côté  de  l'axe  des  y  et  elle  possède  deux  branches  qui  touchent 
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l'axe  des  x  à  l'origine  mais  s'arrêtent  en  ce  point.  Ces  deux  branches 
sont  situées  de  part  et  d'autre  de  leur  tanj^ente  commune.  On  dit 
alors  que  l'origine  est  mm  point  de  rebroussement  de  première  espèce. 

Toutefois  cette  conclusion  reste  soumise  à  l'hypothèse  que  f{x,  y) 
étant  développé,  contienne  un  terme  en  x^.  Dans  le  cas  contraire,  il 
y  a  doute  et  il  faut  un  nouvel  examen. 

La  courbe  la  plus  simple  présentant  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce  à  l'origine  aura  donc  une  équation  de  la  forme 

î/2  _|_  ^.3  _  0 

327.  Discussion  du  cas  douteux.  —  Quand  les  termes  du  secoud 
degré  forment  un  carré  y^  mais  qu'il  n'y  a  pas  de  termes  en  x^,  les 
choses  se  compliquent.  Supposons  qu'on  ait,  en  développant  l'équation, 

f{x,  y)  =y'-  +  {b,x^y  +  c^xy^  4-  d^y^) 

-f-  {a^x*  +  b.x^y  +  •••) 

+  {a,x'  +  b,x*y  +  •••)  -f  -  -  0. 

Il  vient,  en  posant  y  =  ux,  divisant  par  x^  et  ordonnant, 

(w^  +  ^3  nx  -f-  ^4  ic")  +  (a^x^  +  b^  x-u  +  c^xu^)  +  •••  =  0. 

Donc  l'origine  est  unpoint  singulier  du  second  ordre  pour  la  courbe 
(m,  x).  Nous  sommes  amenés  à  recommencer  sur  cette  courbe  la  dis- 
cussion déjà  faite  pour  la  courbe  {x.  y).  Concluons  donc  : 

1°)  Si  le  trinôme  (w^  -f  b^u  -\-  a^)  a  ses  racines  imaginaires,  l'ori- 
gine est  un  point  isolé  pour  la  courbe  {u,x),  donc  aussi  pour  la 
courbe  (x,  y). 

2°)  Si  ce  trinôme  a  ses  racines  a  et  p  réelles  et  distinctes,  la  courbe 
(m,  x)  possède  deux  branches  tangentes  à  l'origine  aux  droites 

u  =  cm,  u  =  '^x  ; 

donc  la  courbe  [x,  y)  possède  deux  branches  correspondantes,  ayant 
pour  équations  approchées 

y  =  CLX-,  y  =  p^*, 

et,  par  conséquent,  toutes  deux  tangentes  à  l'axe  des  x.  Elles  sont  du 
même  coté  ou  de  part  et  d'autre  de  cet  axe  selon  que  a  et  p  sont  de 
même  signe  ou  non.  Si  l'une  des  racines  a,  j3  est  nulle,  les  valeurs 
correspondantes  de  u  et  de  y  seront  d'ordre  plus  élevé  en  x  et  la 
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branche  correspondante  de  la  courbe  (x,  y)  pourra  exceptionnellement 
présenter  un  point  d'inflexion.  Dans  ces  divers  cas,  on  dit  que  l'origine 
est  un  point  double  à  tangentes  confondues  (fig.  4.) 
-j^  y  Par  exemple,  ce  sera  le  cas  pour  la  courbe 

î/2  (I   _|_  ^.)  =  X*. 


pjo.  A  3°)  Si  le  trinôme  (m^  j^  b^^tix  -\-  a^x^)  est  égal 

à  un  carré  {u  —  ajcY,  et  qu'on  ne  retombe  pas 
une  seconde  fois  sur  le  cas  douteux,  la  courbe  (m,  x)  est  tangente 
à  la  droite  (w  —  oa;)  =  0  et  possède  à  l'origine  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  première  espèce.  Ses  deux  branches  ont,  d'après  le  n»  précé- 
dent, des  équations  approchées  de  la  forme 

[u  —  a^;)  =-=  -^  x^ mx 

et  il  en  résulte  pour  la  courbe  [x,  y)  deux  branches  correspondantes 

y  =  a;i(a  ±  V'^^) 

Ces  deux  branches  sont  tangentes  à  l'axe  des  x  à  l'origine  mais 
s'arrêtent  en  ce  point.  Elles  sont  situées  du 
même  côté  de  leur  tangente,  pourvu  que  a  ne 
soit  pas  nul,  et  l'on  dit  alors  l'origine  est  un 
point  de  rebroiissement  de  deuxième  espèce{i\g.  5). 

Si  a  était  nul,  le  rebroussement  serait  de  pre- 
mière espèce. 

La  courbe  la  plus  simple  ayant  un  point  de  rebroussement  de 
deuxième  espèce  à  l'origine  aura  pour  équation 

{y  —  x'^)^  ^  x^. 

Exceptionnellement,  il  peut  arriver  que  l'on  retombe  encore  une 
fois  sur  le  cas  douteux,  alors  il  faut  recommencer  une  troisième  fois 
les  mêmes  raisonnements  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  arrive  à  une  solution,  on  voit  facilement  que  l'origine  ne 
peut  être  pour  la  courbe  qu'un  point  isolé,  un  point  double  à  tan- 
gentes distinctes  ou  non,  ou  bien  un  point  de  rebroussement  de  pre- 
mière ou  de  deuxième  espèce.  Mais  il  peut  arriver  que  le  cas  douteux 
se  reproduise  indéfiniment  et  alors  la  méthode  n'aboutit  pas. 

328.  Points  multiples  d'ordre  supérieur.  —  Supposons  maintenant 
que  rorigine  soit  un  point  singulier  d'ordre  n  de  la  courbe 
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Le  développemftiit  de  f{x.  y)  par  la  formule  Maclaurin  débutera  par 
les  termes  de  l'ordre  n.  Cela  revient  à  dire  que  /"s'annule  à  l'origine 
ainsi  que  ses  dérivées  d'ordre  <  n,  mais  qu'une  au  moins  des  dérivées 
d'ordre  n  ne  s'annule  pas.  L'équation  de  la  courbe  se  met  sous  la  forme 

?n  \x,  y)  +  ?n-i-i(aî,  y)  +  -  =  0. 

Nous  allons  montrer  que  les  propriétés  de  la  courbe  dans  le  voisinage 
de  l'origine  sont  liées  à  celles  de  l'équation  homogène  d'ordre  n 

^n{oc,y)  =  0, 

qui  représente  un  faisceau  de  n  droites  réelles  ou  imaginaires  passant 
par  l'origine.  Les  développements  donnés  précédemment  pour  le  cas  où 
w  =  2  nous  permettent  d'abréger  pour  le  cas  général. 

Soit  M(a7,  y)  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  l'origine  0. 
Désignons  par  r  la  distance  OM  et  par  X,  ]x  les  coefficients  directeurs  de 
OM.  Substituons  dans  l'équation  de  la  courbe  les  valeurs  x  =  \r,y  ^=^  \i.r 
et  divisons  par  r"  ;  il  viendra 

<Pn  (^,  1^)  +  ''?u+l  (^,  1^)  +  •••  =  0. 

Donc,  si  r  est  infiniment  petit,  les  coefficients  directeurs  À,  a  diffèrent 
infiniment  peu  d'une  solution  de  (p„  (À,  [j.)  =  0.  On  en  conclut  que  toute 
branche  de  courbe  passant  par  l'origine  est  nécessairement  tangente  à 
l'une  des  droites  du  faisceau  (o^j  [x,  y)  =  0.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  branche  (réelle)  de  la  courbe  est  nécessairement 
tangente  à  une  droite  réelle  du  faisceau  cp„  (a;,  y)  =  0.  En  particulier^ 
si  tout  le  faisceau  est  imaginaire,  V origine  est  un  point  isolé. 

En  vertu  de  ce  théorème,  on  est  ramené  à  examiner  séparément  chaque 
droite  du  faisceau  pour  reconnaitre  s'il  lui  correspond  une  branche  tan- 
gente et  de  quelle  nature. 

Considérons,  en  particulier,  une  droite  d'ordre  k  de  multiplicité  du 
faisceau  (A  ^  n).  En  la  prenant  comme  axe  des  x,  on  fera  apparaître 
dans  cpn  [x,  y]  le  facteur  y*  et  l'équation  de  la  courbe  deviendra 

y^W-h  (x,  y)  +  '^7i+i[cc,  y)  +  -  =  0, 

les  •]/  désignant  des  polynômes  homogènes  du  degré  indiqué  par  l'indice 
et  dont  le  premier  ne  contient  plus  y  en  facteur. 

Posons  y  =  î^o;  dans  l'équation  de  cette  courbe  {x,y),  et  divisons 
par  x^  ;  nous  trouvons  l'équation  d'pne  courbe  [u,  a;) 

U^  ^n-h  [\,n)-{-  X'\n-Vi  (1,  w)  +  -  =  0 

L'étude  d'une  branche  de  la  courbe  [x,  y)  tangente  à  la  droite  consi- 
dérée, revient  à  celle  de  la  courbe  (w,  x)  dans  le  voisinage  de  l'origine. 
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En  effet,  u  doit  être  infiniment  petit  pour  que  y  soit  infiniment  petit  par 
rapport  à  a;  et,  si  l'on  connaît  une  valeur  principale  de  w,  on  connaît  une 
valeur  principale  de  y  --=  ux. 

On  arrive  ainsi  aux  conclusions  suivantes  : 

Premier  cas.  La  courbe  (w,  oc)  a  un  point  simple  à  l'origine.  —  C'est 
le  cas  ordinaire  et  il  peut  avoir  lieu  dans  deux  hypothèses  :  a)  si  A  =  1  ; 
b)  si  Â  est  >  1  mais  que  tj'n+i  (1,0)  ne  soit  pas  nul. 

a)  S'\  k  =  l,  l'équation  de  la  courbe  {u,  œ)  renferme  un  ternie  du  pre- 
mier degré  en  w,  car  '\'n—h  (1,  0)  n'est  pas  nul  ;  donc  u  a  une  valeur  et 
une  seule  en  fonction  de  œ,  sa  valeur  principale  se  tire  de  l'équation 

w<l/„_,(l,0)+a'K+i(l,0)-=0 

et  il  en  résulte  une  seule  valeur  de  y,  toujours  réelle. 

Donc,  d  toute  droite  réelle  sirnple  du  faisceau,  correspond  une 
branche  qui  la  touche  à  Vorigine. 

b)  Si  ^  est  >  1  mais  que  t}/n+i(l,  0)  ne  soit  pas  nul,  l'équation  de  la 
courbe  [ic,  x)  contient  un  terme  du  premier  degré  en  a;,  et  a;  a  une  valeur 
et  une  seule  en  fonction  de  u.  Sa  valeur  principale  se  tire  de  l'équation 

l*Hn-A(l,0)  +  a7<].n4i(l,0)-0; 

elle  est  de  la  forme  x  =  mu^ ,  en  désignant  par  )w  une  constante  non 
nulle.  On  en  tire,  inversement,  les  valeurs  principales  de  u  puis  de  ?/,  ce 
qui  donne 


y  =  ux       ~  -   '  ^ 
m 


<J- 


Si  k  est  impair,  le  radical  a  une  seule  valeur  réelle  qui  change  de 
signe  avec  x.  Donc  une  droite  midliple  d'ordre  impair  est  une  tangente 
d  inflexion. 

Si  k  est  pair,  le  radical  n'est  réel  que  si  a?  a  le  signe  de  m,  auquel  cas 
il  a  deux  valeurs  de  signes  contraires.  Donc  une  droite  multiple  d'ordre 
pair  est  une  tangente  de  rebrousseynent  (de  j)remière  espèce). 

Par  exemple,  l'origine  est  un  point  singulier  du  5^  ordre  pour  la  courbe 

x^y^  =  x^  4-  y^  ; 

l'axe  des  x  (droite  triple)  est  une  tangente  d'inflexion  et  l'axe  des  y 
(droite  double)  uue  tangente  de  rebroussement. 

Deuxième  cas.  La  courbe  [u,  x)  a  un  point  singulier  à  l'origine.  — 
Comme  il  y  a  un  terme  en  u^ ,  ce  point  est  d'ordre  ^  A  ^  w.  On  recom- 
mencera sur  ce  point  singulier  l'analyse  faite  pour  la  courbe  {x,  y),  et 
ainsi  de  suite. 
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329.  Autres  points  singuliers.  —  Il  peut  encore  exister  d'autres 
singulîU'ités  tenant  à  certaiues  discontinuités  des  fonctions  qui  entrent 
dans  l'équation  de  la  courbe,  mais  on  n'a  pas  de  règles  pour  les  étudier. 
Voici  quelques  exemples  : 

1°)  Point  d'arrêt.  Supposons  qu'une  fonction  f{x),  continue  et  à 
détermination  unique,  cesse  brusquement  d'exister  ou  devienne  ima- 
ginaire sans  passer  par  l'infini  quand  x  passe  par  la  valeur  a  ;  la 
courbe 

aura  un  point  d'arrêt  pour  x  =  a.  Par  exemple,  les  courbes 
y  =  X  Log  X,  y  =  s,m^  \Jx 

ont  une  branche  infinie  dans  le  sens  des  x  positifs,  mais  qui  s'arrête 
brusquement  à  l'origine.  L'origine  est  un  point  d'arrêt. 

2°)  Point  anguleux.  Ce  sont  ceux  où  aboutissent  deux  arcs  de 
courbe  sous  une  inclinaison  différente.  Par  exemple,  la  courbe 


y  =  X  (cos  \'x  ±  \/ 1  —  x) 

possède  un  point  saillant  ou  anguleux  à  l'origine. 

^°  Point  de  dédoublement.  Ces  points,  signalés  par  Plateau,  sont 
ceux  où  une  branche  unique  se  sépare  en  deux  autres.  11  est  facile  de 
former  une  courbe  présentant  cette  singularité.  Prenons  une  courbe 
oomme  le  folium  de  Descartes,  x^  -\-  y^  =  Saxy,  qui  a  un  point  dou- 
ble à  l'origine  mais  trois  branches  (sur  quatre)  du  côté  des  x  positifs, 

i_ 

et  remplaçons  dans  son  équation  y  psiv  y  -\-  e  ^.  La  branche  située 
du  côté  des  x  négatifs  sera  rejetée  à  l'infini  et  l'on  aura  un  point  de 
dédoublement  à  l'origine. 

§  2.  Asymptotes  des  courbes  planes. 

330.  Définition.  —  On  appelle  asymptote  d'une  branche  de  courbe 
allant  à  l'infini,  une  droite  AB  telle  que  la  distance  à  cette  droite  d'un 
point  M  qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe  ait  pour  limite  zéro. 

Pour  que  cette  condition  soit  réalisée,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  distance  du  point  M  à  la  droite  AB  ait  pour  limite  zéro,  cette 
dislance  étant  comptée  parallèlement  à  une  droite  fixe  quelconque, 
non  parallèle  à  AB.  En  effet,  la  distance  vraie  et  la  distance  oblique 
sont  alors  dans  un  rapport  constant  différent  de  zéro. 

24 
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331.  Asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Elles  s'obtiennent 
directement  en  faisant  usage  du  théorème  suivant  : 

Pou7'  qu'une  droite  x  =  a  soit  mie  asymptote  de  la  courbe  y  =  f{x) 
en  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques,  il  faut  et  il  suffit  que  la  valeur 
absolue  de  f\x)  croisse  à  l'infini  quand  x  tend  vers  a  dans  un  sens 
déterminé. 

En  effet,  dans  ces  conditions,  le  point  M  [x,  y)  de  la  courbe  s'éloigne 
à  l'infini  et  sa  distance  à  la  droite  x  =  a  comptée  parallèlement  à  l'axe 
des  X,  distance  égale  (au  signe  près)  à  a;  —  «,  tend  vers  zéro. 

Si  la  courbe  a  pour  équation  f{x,  y)  =  0,  on  trouvera  les  asymp- 
totes parallèles  à  l'axe  des  y  en  cherchant  pour  quelles  valeurs  finies 
de  X  une  ou  plusieurs  déterminations  de  y  tendent  vers  l'infini. 

Par  exemple,  on  voit  ainsi  que  l'axe  des  y  est  une  asymptote  de  la 
courbe 

car  y  tend  vers  l'infini  quand  ce  est  positif  et  tend  vers  0.  La  branche 
de  la  courbe  est  à  droite  de  l'axe  des  y. 

On  suivrait  une  méthode  analogue  pour  trouver  les  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  x.  On  reconnaît  ainsi  que  la  courbe  précédente 
a  une  seconde  asymptote  y  =  1,  car  a;  tend  vers  l'infini  quand  y  tend 
vers  1. 

332.  Asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Pour  les  trouver, 
on  se  sert  du  théorème  suivant  : 

Si  une  branclie  infinie  de  courbe  possède  une  asymptote  y  =  cx-{-d,  les 
coefficients  c  et  d  so7it  donnés  par  les  relations 

(1)  c  =  lim  -,  d  =  lim  {y  —  ex) 

où  X  tend  vers  l'infini,  le  point  M  {x,  y)  restant  sur  la  branche  de  courbe. 
En  effet,  la  distance  du  point  M  {x,  y)  à  la  droite  y  —  cx  —  d  =  0 
est  proportionnelle  à  l'expression  y  —  ex  —  d.  Pour  que  celte  droite 
soit  une  asymptote,  il  faut  donc  que  y  —  ex  —  d  ait  pour  limite  0 
quand  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche  correspondante  ;  et  alors  x 
tend  vers  +  oo  ou  —  oo  suivant  le  sens  dans  lequel  cette  branche  est 
infinie.  Cela  revient  à  dire  que  l'équation  de  la  branche  de  courbe 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

y  —  ex  —  d  =  M, 
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où  u  est  une  fonction  de  x  qui  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  l'infini 
dans  le  sens  indiqué.  On  déduit  de  cette  relation 

(2)  I  =  ^  +  "T"'  y-cx  =  d  +  u; 

et  en  faisant  tendre  x  vers  l'infini  dans  le  sens  de  la  branche  infinie, 
on  obtient  les  deux  formules  du  théorème. 

Réciproquement,  si  les  limites  (1)  existent  quand  le  point  M  [x,  y) 
s'éloigne  à  l'infini  sur  une  branche  de  la  courbe,  la  droite  y  =^  ex  -\-  d 
sera  une  asymptote  de  cette  branche. 

En  effet,  si  les  limites  (1)  existent,  y  —  cx  —  d  tend  vers  0  quand 
M  [x,  y)  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche,  eiy  —ex  —  d  =  0  est  une 
asymptote. 

Il  est  bon  d'observer  que,  pour  une  branche  située  à  droite  de  l'axe 
des  y,  X  tend  vers  +  co  et  que  x  tend  vers  —  oo  pour  une  branche 
située  à  gauche.  D'autre  part,  selon  que  la  branche  sera  située  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  son  asymptote,  u  sera  positif  ou  négatif. 

333.  Asymptotes  des  courbes  algébriques.  —  ^oiif{x,  y)  —  0  l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique  de  degré  n.  En  rangeant  les  termes  par 
degrés  décroissants,  on  la  met  sous  la  forme 

(1)  fn  (^,  y)  +  <?n-i  [x,  y)  +  -  -=  0, 

les  polynômes  «p  étant  de  degrés  n,  n  —  1,... 

Pour  trouver  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y,  posons 
y  ='  tx  ;  l'équation  divisée  par  a-"  donne 

(2)  (pn(l,t)+|cp„_i(l,0  +  -  =  O. 

L'inconnue  t  a  généralement,  en  même  temps  que  y,  plusieurs 
déterminations  correspondant  aux  diverses  branches  de  la  courbe.  Si 
X  peut  croître  indéfiniment  sur  une  branche,  l'équation  précédente 
donnera  lim  »„  {{^  t)  ^  0.  Donc  t  ou  y  :  x  ne  peut  avoir  pour  limite 
qu'une  racine  de  l'équation 

(3)  <p„(l,0---O. 

Pour  que  la  courbe  ait  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y, 
il  faut  donc  que  cette  équation  ait  des  racines  réelles.  Les  directions 
fournies  par  les  racines  c^,  c^,...  de  cette  équation  portent  le  nom  de 
directions  asymptotiques.  L'équation  (3)  est  Véquation  des  directions 
asymptotiques. 
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Considérons,  en  particulier,  une  racine  c  de  cette  équation.  Posons* 
y  =  ex  -{-  V  dans  l'équation  (1)  ;  puis,  après  avoir  effectué  les  réduc- 
tions, divisons  par  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  l'équation.  Le 
résultat  sera  de  la  forme 

(4)  1'(î',0  4-^4'i(f,c)  +  -  =  0. 

Faisons  tendre  x  vers  l'infini  ;  r  ou  </  —  ex  ne  peut  tendre  que  vers 
une  racine  de  l'équation 

(5]  '^  {V,  c)  =  0. 

Pour  qu'il  existe  une  asymptote  correspondant  à  la  direction  c,  il 
faut  donc  que  •>  {v,  c)  contienne  v  et  que  ^l^  {v,  c)  =^  0  ait  au  moins  une 
racine  réelle.  Soit  d  l'une  de  ces  racines  réelles,  la  droite 

y  —  ex  -\-  d 

sera  une  asymptote,  pourvu  qu'il  lui  corresponde  une  branche  infinie 
(réelle)  de  la  courbe.  Si  c'est  le  cas,  l'équation  de  cette  branche  sera 
de  la  forme 

(6)  y  ■=  ex  -\-  d  -\-  u, 

où  u  tend  vers  zéro  quand  x  est  infini  d'un  signe  déterminé.  Ce  signe 
correspond  au  sens  dans  lequel  la  droite  est  asymptote,  tandis  que  le 
signe  de  u  fait  connaître  si  la  branche  de  courbe  est  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  son  asymptote. 

Pour  nous  assurer  de  l'existence  de  cette  branche,  portons  la 
valeur  (6)  de  y  dans  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui  revient  à  rem- 
placer V  par  d  -\-u  dans  l'équation  (4).  Il  faudra  que  l'équation 

^  {d  -\-  u,  c)  -]-^^,  {d  +  u,  c)  +  ...  =  0 

fournisse  au  moins  une  valeur  infiniment  petite  de  u  pour  x  infini 
(d'un  signe  déterminé). 
Remplaçons  a;  par  1  :  x',  l'équation 

(7)  '\'(d  +  M,  c)  +  x'  '\>,  (d  +  M,  c)  +  ... 

devra  fournir  une  valeur  infiniment  petite  de  m  pour  une  valeur  infini- 
ment petite  et  de  signe  déterminé  de  x'.  On  est  donc  ramené  à  recon- 
naître si  la  courbe  (7)  possède  une  ou  plusieurs  branches  passant  par 
l'origine  et  quelle  est  leur  disposition.  C'est  la  question  étudiée  dans 
le  paragraphe  précédent. 
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Quand  on  connaîtra  la  disposition  de  la  courbe  (7)  autour  de  l'ori- 
gine, on  en  déduira,  sans  difficulté,  la  situation  des  branches  de  la 
courbe  (1)  qui  ont  y  =  ex  -{-  d  pour  asymptote.  En  etï'et,  à  toute 
branche  de  (7)  correspond  une  branche  infinie  de  (1)  et  les  signes 
correspondants  de  u  et  de  x  sont  les  mêmes  que  ceux  de  u  et  x'. 

Remarque  I. —  Si  d  est  une  racine  simple  de  l'équation  (5),  la  droite 
y  =^  ex  -\-  d  est  une  asymptote  de  la  courbe,  et  cela  dans  les  deux 
sens. 

En  effet,  dans  ce  cas,  u  =  0  est  racine  simple  de  |  (d  +  «,  c)  ;  on 
en  conclut  que  l'origine  est  un  point  ordinaire  pour  la  courbe  (7)  dont 
l'équation  renferme  un  terme  du  4"  degré  en  u.  Donc  la  fonction  u 
existe  et  est  infiniment  petite  avec  x'  (positif  ou  négatif). 

Remarque  II.  —  La  recherche  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des 
y  peut  se  faire  par  une  discussion  identique  à  la  précédente  :  il  suffit 
d'intervertir  xQiy  dans  les  raisonnements. 

334.  Exemples.  —  I.  Folium  de  Descartes  :  od^  -\~  y^  —  3aa;y  =  0. 

L'équation  des  directions  asymptotiqaes  est  1  +  ^^  =  0  et  ne  fournit 
qu'une  seule  direction  réelle  c  —  —  1.  Substituant  y  ==  —  x  -\-  v  dans 
la  courbe,  il  vient 

Donc  d  est  fourni  par  d  -\-  a  =  0  qui  n'a  qu'une  racine  simple  —  a. 
Il  y  a  une  asymptote  i/  =  —  x  —  a  et  elle  est  asymptote  dans  les  deux 
sens. 

Pour  reconnaître  la  position  des  deux  branches  correspondantes,  rem- 
plaçons V  par  —  a  -\-  u  Qi  X  par  1  :  x'  dans  la  relation  entre  v  et  x.  Il 
vient 

u  —  x'u  {u  —  «)  4-  ô  ^'^  (^*  —  <^f  =  0- 

o 

La  valeur  principale  de  u  est  ^  a^x'^  qui  a  le  signe  de  a.  Si  a  est  posi- 
tif,  les  deux  branches  infinies  sont  au-dessus  de  l'asymptote. 

II.  Soit  la  courbe  x*  —  y*  -\-  xy  =  0. 

L'équation  des  directions  asymptotiques,  1  —  ^"^  -^^  0,  fournit  deux 
directions  réelles  c  =  ±  1.  Substituant  y  =  ex  -\-  v  dans  la  courbe,  il 
vient  (c  =  db  1) 

c — 6v- 
4cv \-  ...  =  0. 
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Donc  d  est  fourni  par  Acd  ^  0,  qui  n'a  qu'une  racine  simple  0.  Il  y  a 
donc  deux  asymptotes  y  =  ex  (c  =  à-  1)  et  elles  sont  asymptotes  dans 
les  deux  sens. 

Pour  reconnaître  la  position  des  branches  infinies,  remplaçons  v  par  ic 
et  X  par  1  :  x'  dans  l'équation  entre  v  et  a;  ;  il  vient 

4cu  —  x'(c  —  bv^)  4-  ...  =  0. 

x' 
La  valeur  principale  de  u  est  — r-  et  change  de  signe  avec  x'  ;  les  deux 

branches  relatives  à  une  même  asymptote  sont  donc  de  part  et  d'autre 
de  cette  droite,  au-dessus  du  côté  des  œ  positifs  et  au-dessous  du  côté  des 
X  négatifs. 

III.  Considérons  la  courbe  y"x^  —  ax  -\-  à^  =  0. 

L'équation  des  directions  asymptotiques,  t^  =  0,  donne  une  seule 
direction  réelle  c  =  0.  Substituant  t/  —  ex  -\-v  =  v,  il  vient 

y'  —  -  +  -^  =  0,         d'où        c^2  _  0. 

X      x^ 

Donc,  d  =■  0  étant  racine  iyiidtijile,  il  peut  y  avoir  une  asymptote 
y  =  0.  Assurons-nous  de  l'existence  des  branches  correspondantes.  Sub- 
stituons V  =  d  -\-  ic  <=—  u  et  X  =  l  :  x'  ;  il  vient 

u"^  —  ax'  -\-  a^x'^  —  0. 

L'origine  est  un  point  simple  de  cette  courbe.  On  voit  que  u  existe  et 
a  pour  valeur  principale  dizSjax'  pourvu  que  x'  ait  le  signe  de  a.  Donc, 
si  a>0,  la  droite  y  =  0  est  asymptote  du  côté  des  x  positifs  seulement, 
mais  il  y  a  deux  branches  infinies  situées  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite.  On  voit  facilement  que  l'axe  des  y  est  aussi  une  asymptote. 

IV.  Soit  encore  la  courbe  y^x^  —  2y  -\-  a^  =  0. 

On  trouve  une  direction  asymptotique  c  =  0  et  on  en  tire  facilement 
d  =  0.  Mais  y  =  0  n'est  pas  une  asymptote  parce  que  l'équation  entre  u 
et  x'  est 

m2  4-  a^x'^  —  2ux'^  =  0  ; 

l'origine  est  un  point  isolé  de  cette  courbe.  On  montre  d'une  manière 
analogue  qu'il  n'y  a  pas  d'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  traiter  directement  ces  deux  dernières 
courbes  en  résolvant  leurs  équations  par  rapport  k  x  on  k  y. 

335.  Asymptotes  en  coordonnées  polaires.  —  Considérons  une  courbe 
dont  l'équation  est  donnée  en  coordonnées  polaires  r  et  0.  Supposons 
qu'elle  ait  une  branche  infinie  douée  d'une  asymptote.  Soient  o  lajdistance 
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du  pôle  à  l'asymptote  et  a  l'inclinaison  de  l'asymptote  sur  l'axe  polaire. 
Menons  par  le  pôle  (fig.  6)  la  droite  OP  perpendiculaire  sur  l'asymptote 
et  soit  Q  la  projection  d'un  point  M  de  la  courbe  sur  OP.  La  distance  QP 
du  point  M  à  l'asymptote  ayant  pour  limite 
zéro,  OQ  tend  vers  OP  ou  ô  ;  on  a  donc 

lim  OM  sin  (OMQ)  =  limr  sin (6  —  a)  =  8. 

Comme  r  tend  vers  l'infini,  sin  (0  —  a) 
et  par  conséquent  0  —  a  tendent  vers  0. 
Donc  lim  0  =  a.  La  direction  de  l'asymp- 
tote est  la  limite  de  celle  du  rayon  vecteur 
quand  le  point  M  s'éloigne  indé/ini- 
ynent. 


-X 


Fig.  6. 
Cette  règle  ayant  fourni  a,  S  sera  donné  par  l'équation 


S  =  lim.  r  sin  (0  —  a). 

La  valeur  de  o  déterminée  par  cette  équation  sera  positive  ou  négative 
suivant  que  0,  qui  est  infiniment  voisin  de  a,  sera  >  ou  <  a,  ou  autrement 
suivant  que  OP  fait  un  angle  droit  positif  ou  négatif  avec  la  direction  a. 
Il  n'y  aura  donc  aucun  doute  sur  la  position  de  l'asymptote. 

Si  ces  limites  a  et  o  sont  ainsi  déterminées  quand  le  point  M  s'éloigne 
à  l'infini  sur  une  branche  de  courbe,  cette  branche  aura  réellement  pour 
asymptote  la  droite  déterminée  par  les  valeurs  de  a  et  S,  car,  l'équation  (8) 
ayant  lieu,  la  distance  du  point  M  à  cette  droite  tend  vers  0. 

Exemple.  Soit  l'équation  focale  d'une  conique 


r  = 


P 


1  —  £  COS 


Pour  que  r  augmente  indéfiniment,  il  faut  que  le  dénominateur  tende 
vers  0,  donc  cos  a  =  1  :  e,  ce  qui  suppose  e  ^  1  et  exclut  l'ellipse.  Si 
e  >  1,  on  a  deux  valeurs  pour  a  et  deux  directions  correspondantes, 
également  inclinées  sur  l'axe  polaire.  Il  vient  alors,  par  la  règle  de 
l'Hospital, 

j       T  •    /D         \       ^■      P  sin  (ô  —  a)         p 

8  =  hm.  r  sm  6  —  a  =  lim  ~ -^ t-  =  — ^ — 

1  —  e  cos  0         £  sin  a 

Si  e  =  1,  sin  a  =  0,  donc  la  parabole  n'a  pas  d'asymptote.  Pour 
l'hyperbole^  £  >  1,  on  a  deux  valeurs  finies,  dont  les  signes  sont  ceux 
de  sina. 


S=  ± 


P 


Mir^' 


et  il  y  a  deux  asymptotes. 
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§  3.  Théorie  du  contact. 
Courbes  et  surfaces  osculatrices. 

9â^.  Contact  des  courbes  planes.  —  Définition.  Deux  courbes  planes 
(C)  et  (C),  ayant  en  commun  un  point  ordinaire  P,  ont  un  contact  de 
rordre  n  au  point  P,  lorsqu'à  tout  point  Q  de  la  courbe  (C)  infiniment 
voisin  de  P,  on  peut  faire  correspondre  un  point 
Q'  de  la  courbe  (C)  tel  que  la  distance  QQ'  soit  un 
infiniment  petit  d'ordre  n-\-\  par  rapport  à  PQ 
(fig.  7). 
Supposons  que  la  courbe  (C)  ait  pour  équation 

(C)        F  (X,  Y)  =  0. 

Soient  alors  {a,  b)  les  coordonnées  du  point 
P,  [X,  y)  celles  d'un  point  Q  de  la  courbe  (C),  (X,  Y)  celles  d'un  point 
Q'  de  la  courbe  (C),  Q  et  Q'  tendant  vers  P. 

Appelons  p  la  distance  QQ'  et  [u,  v)  ses  coefficients  directeurs,  on 
aura 

X  =  a;  +  Mp,        Y  =  î/  i-  yp. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe  (C)  et  en  déve- 
loppant suivant  les  puissances  de  p,  on  trouvera  la  relation 

F  (T  +  Mp,  y  -h  î'p)  -  F  (x,  2/)  +  p  [y'-^+v-^)  +  -  =  0. 

Mais,  comme  x,  y  sont  infiniment  voisins  de  a,  b,  cette  relation  peut 
s'écrire,  en  abrégé  (e  étant  infiniment  petit), 

Le  point  Vya,  b)  est,  par  hypothèse,  un  point  ordinaire  de  (C)  ; 
donc  Fa  et  F^  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux,  et  (wFâ  -f  vY't)  ne  s'an- 
nule que  pour  la  direction  (m,  i')  de  la  tangente  en  P  à  (C).  Donc,  si 
la  direction  de  QQ'  n'a  pas  celle-là  pour  limite,  l'équation  précédente 
montre  que  F(x,  y)  et  la  distance  p  =  QQ'  sont  deux  infiniment  petits 
du  même  ordre. 

Comme  on  peut  toujours  associer  au  point  Q  un  point  Q'  obtenu  en 
coupant  (C)  par  une  sécante  QQ'  inclinée  sur  cette  tangente  à  (C) 
(fig.  7),  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
courbes  (C)  et  (C)  aient  au  point  P  un  contact  de  l'ordre  n,  est  que  la 
quantité  F  {x,  y),  obtenue  en  portant  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
de  (C)  les  coordonnées  [x.  y)  d'un  point  Q  de  (C)  infiniment  voisin  de  P, 
soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  «  +  1  par  rapport  à  PQ. 

Nous  allons  transformer  cotte  condition  en  nous  plaçant  dans  les 
différentes  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  le  mode  de  représen- 
tation des  courbes. 

Pour  commencer,  supposons  la  courbe  (C)  définie  par  une  repré- 
sentation paramétrique 

(C)       x  =  <f{t),       y  =  f{t). 

Alors,  par  définition,  un  poiiit  ordinaire  sera  un  point  où  l'une  au 
moins  des  deux  dérivées  (par  rapport  à  t)  x',  y'  est  différente  de  0. 
En  un  point  semblable,  les  différentielles  dt  et  ds  =  dt  V^c'*  -)-  y'- 
sont  donc  toujours  deux  infiniment  petits  du  même  ordre. 

Soient  to  le  paramètre  du  point  P  et  To  +  dt  celui  du  point  Q.  La 
distance  PQ  sera  du  même  ordre  que  ds  qui  est  lui-même  du  même 
ordre  que  dt.  Donc,  pour  que  les  deux  courbes  (Cj  et  (C)  aient  au 
point  P  un  contact  de  l'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  que  l'expression 

Y{x,y)  =  ¥[o[to  +  dt),fito  +  dt)] 

soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n  -f-  1  par  rapport  à  dt. 
Posons,  plus  simplement, 

^[t)  =  ¥\^^(t),f{t)]; 

on  voit  que  le  développement  de  'j'  {t^  +  dt)  suivant  les  puissances  de 
dt  par  la  formule  de  Taylor  devra  commencer  par  le  terme  en  dt^+^. 
Les  conditions  analytiques  d'un  contacl  de  l'ordre  n  au  moins  sont  donc 
en  nombre  n  -\-  \,  savoir 

Mais,  pour  que  le  contact  soit  de  l'ordre  n  et  non  d'ordre  plus  élevé,  il 
faut  ajouter  à  ces  conditions  que  4-'^+*  (t^)  ne  soit  pas  nul. 

Ces  conditions  prennent  une  forme  particulièrement  simple  lorsque 
les  équations  des  deux  courbes  (C)  et  (C)  peuvent  être  résolues  par 
rapport  à  l'ordonnée  et  mises  sous  la  forme 

y  =  f(x),        F(X,Y)  =  Y-A(X)==0, 
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ce  qui  suppose  qu'aucune  des  deux  tangentes  au  point  P  ne  soit  paral- 
lèle à  l'axe  des  y. 
On  a,  dans  ce  cas,  t  =  x, 

^{x)  =  Y[x,r{x)]=j{x)-f,{x) 

et,  en  appelant  a  l'abscisse  du  point  P,  les  conditions  du  contact 
deviennent 

/■  (a)  -  h  (a)  =^  0,        /•'  (a)  -  f[  [a)  -  0,  ...  p^  la)  -  f['  (a)  =  0. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  deux  courbes  aient  un  conlacl  de  l'ordre  7i  au  moins,  en  un 
point  donné  où  leur  tangente  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'ordonnée  et  ses  n  premières  dérivées  par  rapport  à  l'ab- 
scisse aient  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  courbes  en  ce  point.  Pour 
que  le  contact  ne  soit  pas  d'ordre  supérieur  à  n,  il  faut,  de  plus,  que  les 
dérivées  d'ordre  n  +  1  soient  différentes  pour  les  deux  courbes. 

Considérons  enfin  le  cas  où  les  courbes  (C)  et  (C)  ont  pour  équa- 
tions 

F  {X,  y)  =  0,        F,  (:r,  y)  =  0. 

Pour  exprimer  les  conditions  d'un  contact  de  l'ordre  n  au  moins 
pour  X  =  a,  i\  faut  former,  par  les  règles  de  dérivation  des  fonctions 
implicites,  les  équations  qui  déterminent  les  n  premières  dérivées  des 
deux  fonctions  y  de  x  définies  par  les  deux  équations  précédentes. 
Cela  fait  en  tout,  avec  ces  deux  dernières  équations,  2  (n  +  1)  équa- 
tions entre  y,  y',  y",...  et  y^ .  Ces  ?i  +  1  quantités  étant  les  mêmes  au 
point  X  =  a  pour  les  deux  courbes,  on  les  éliminera  et  les  n  -f  1 
équations  résultantes  donneront  les  conditions  du  contact  pour  a:  =  a. 

Bemarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  courbes  qui  ont 
un  contact  du  premier  ordre  ou  d'ordre  supérieur  sont  nécessairement 
tangentes  au  point  de  contact,  car,  y'  ayant  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes,  elles  ont  même  tangente. 

Théorème.  —  Deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  n  se  coupent 
au  point  de  contact  si  n  est  pair  et  ne  se  coupent  pas  si  n  est  impair. 

Soient,  en  effet,  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  variable  de  la 
courbe  (C)  exprimées  en  fonction  de  f  ;  Y  —  f{x)  =  0  l'équation  de  la 
courbe  (C)  ;  to  le  paramètre  du  point  de  contact.  Faisons  t  =  to-{-  dt; 
l'expression 

'^{to  +  dt)=y-f{x)==y-\ 
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est  d'ordre  n  4- 1  par  rappoit  à  dt.  Donc,  si  n  est  pair,  i/  —  Y  change 
de  signe  avec  dt  ;  l'ordonnée  de  (C)  surpasse  l'ordonnée  correspon- 
dante de  (C)  d'un  côté  du  point  de  contact  et  est  plus  petite  de  l'autre  : 
les  deux  courbes  S(;  couj)ent.  Au  contraire,  si  n  est  impair,  il  n'y  a 
pas  de  changement  de  signe  et  les  deux  courbes  ne  se  coupent  pas. 

"9^.  Courbes  planes  osculatrices.  —  Supposons  qu'on  donne  la 
courbe  (C)  et  le  pouit  P  sur  cette  courbe,  mais  que  la  courbe  (C)  soit 
seulement  assujettie  à  faire  partie  d'une  famille  de  courbes  définie 
par  une  équation 

(C)        F(X,  Y,  a„a2,...an+i)  =  0, 

renfermant  n  -}-  \  paramètres  indéterminés.  On  peut  se  proposer  de 
déterminer  ces  paramètres  de  manière  que  la  courbe  (C)  ait  au  point 
P  avec  la  courbe  (C)  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible.  La 
courbe  (C)  est  alors,  parmi  toutes  celles  du  système  considéré,  Voscu- 
latrice  de  la  courbe  (C). 

En  général,  7i  4- i  paramètres  distincts  peuvent  être  assujettis  à 
71  +  1  conditions.  On  peut  donc  les  déterminer  de  manière  à  obtenir 
au  point  P  un  contact  de  l'ordre  ?i  au  moins. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  les  coordonnées  x,  y  des  points  de 
(C)  exprimées  en  (onction  de  t  et  posons,  comme  au  n»  précédent, 

']<{tj  =  F(a;,  î/,  fli,«2,-an+i). 

Les  71  +  1  conditions  du  contact  d'ordre  n  au  point  t  seront 

4.(f)  =  f  (0  =  v'(o--  =r{t)  =  0. 

En  général,  dans  les  applications,  ce  système  de  n  +  1  équations 
entre  les  n  -\-  \  indéterminées  a  n'est  ni  incompatible  ni  indéterminé 
et  il  détermine  les  éléments  de  l'osculatrice.  L'osculatrice  a  un  con- 
tact de  l'ordre  n  si  4'"''"^  [t]  ne  s'annule  pas  et  exceptionnellement  un 
contact  d'ordre  plus  élevé  si  cette  dérivée  s'annule  aussi. 

Supposons,  comme  cela  arrive  dans  la  plupart  des  applications, 
que  les  71  + 1  paramètres  du  système  soient  complètement  déterminés, 
soit  par  les  équations  '\>  =  <\>'  =  ...  =  <\>>^  =  0,  soit  par  la  condition  de 
faire  passer  la  courbe  par  «  +  1  points  donnés.  On  aura  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  La  courbe  (C)  dépendant  de  n  +  1  paramètres  qui  est 
osculatrice  à  une  courbe  donnée  (C)  en  un  point  également  donné  P,  est 
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la  limite  des  courbes  de  son  espèce  qui  passent  \mr  le  point  P  et  par  n 
autres  points  de  la  courbe  (C)  in/inimcnl  voisins  du  premier. 

Démonstration.  —  Les  courbes  (C)  ('l(C')  restant  définies  comme  ci- 
dessus,  désignons  par  to,  t^,  L,--  /»  les  paramètres  du  point  P  et  de  m 
points  voisins  sur  la  courbe  (C).  La  condition  que  (C)  passe  par  ces 
points  fournit  les  n  -\-  i  équations 

Donc,  en  vertu  du  théorème  de  RoUe,  dans  les  intervalles  de  ces 
n  -h  1  racines  de  '\i  {t),  se  trouvent  au  moins  n  racines  de  '\''  [t)  et,  par 
suite,  n—  1  de  <{'"  [t),  ■■■  et  une  de  i'^^l).  Si  l'on  fait  tendre  t^,  tz,--tn 
vers  ^0,  toutes  ces  racines  tendent  aussi  vers  to.  On  retrouve  donc,  à 
la  limite,  le  système  d'équations 

qui  déterminent  l'osculatrice  au  point  to. 

338.  Exemples.  —  l.  Droite  osculatrice.  L'équation  d'une  droite 

\  —  a\  —  b  =  0 

renferme  deux  paramètres  arbitraires  a  et  è  qui  permettent  d'établir 
en  un  point  donné  avec  une  courbe  un  contact  du  premier  ordre. 
Soient  x  eiy  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (C)  ;  prenons 
t  =  X  et  considérons  y  comme  fonction  de  x.  Les  éléments  de  la 
droite  osculatrice  au  point  x  seront  détînis  par  les  équations 

'^t  [x)  =  y  —  ax  —  b  =  0,        <}/'  [x]  ^  y'  —  a  ^  0. 

Son  coefficient  angulaire  est  donc  y'.  La  droite  osculatrice  n'est 
autre  que  la  tangente,  comme  cela  doit  être  d'après  le  théorème  géné- 
ral précédent. 

La  tangente  a  donc  généralement  un  contact  du  premier  ordre  avec 
la  courbe  et  la  courbe  ne  traverse  pas  sa  tangente.  Exceptionnelle- 
ment, le  contact  sera  d'ordre  plus  élevé,  si  l'on  a 

4,"  (x)  =  y"  =  0. 

C'est  ce  qui  arrive  en  un  point  d'inflexion.  Donc,  en  un  point  d'in- 
flexion, le  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  est  au  moins  du  second 
ordre. 

n\  Cercle  osculateur.  —  L'équation  d'un  cercle 

(X  — a)«  + (Y  — è)«  — R''  =  0, 
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renferme  trois  paramètres  qui  permettent  d'établir  avec  une  courbe, 
en  un  point  donné  P,  un  contact  du  deuxième  ordre.  Ces  trois  para- 
mètres permettent  aussi  de  faire  passer  le  cercle  par  trois  points.  Le 
cercle  osculateur  au  point  P  d'une  courbe  plane  est  donc  la  limite 
d'un  cercle  passant  par  ce  point  et  deux  autres  points  infiniment  voi- 
sins. C'est  cette  propriété  qu'on  a  prise  comme  définition  dans  le 
premier  volume.  Le  contact  du  cercle  osculateur  avec  la  courbe  sera 
donc  généralement  du  second  ordre  et  le  cercle  osculateur  traverse 
la  courbe,  sauf  aux  points  exceptionnels  où  l'ordre  du  contact  serait 
plus  élevé. 

III.  P(ir aboie  osculatrice.  —  11  faut  quatre  points  pour  déterminer 
une  parabole.  La  parabole  osculatrice  en  un  point  P  d'une  courbe 
plane  sera  donc  la  limite  des  paraboles  passant  par  ce  point  et  trois 
autres  points  infiniment  voisins.  Elle  aura  donc,  en  général,  avec  la 
courbe  un  contact  du  troisième  ordre. 

^8â  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  Définition.  Quand 
une  courbe  (C)  (plane  ou  gauche)  et  une  surface  (S)  ont  en  commun  un 
point  simple  P,  elles  ont  en  ce  point  un  contact  de  l'ordre  n,  si,  à  tout 
point  Q  infiniment  voisin  de  P  sur  la  courbe,  on  peut  associer  un  point 
Q'  de  la  surface  tel  que  la  dis  lance  QQ'  soit  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  n  +  1  par  rapport  à  PQ. 

Soient  [a,  b,  c)  les  coordonnées  de  P,  [x,  y,  z)  celles  d'un  point  Q 
infiniment  voisin  de  P  sur  (C),  (X,  Y,  Z)  celles  d'un  point  Q'  infiniment 
voisin  de  P  sur  (S).  Si  l'on  appelle  p  la  distance  QQ'  et  u,  v,  w  les 
coefficients  directeurs  de  cette  droite,  on  a 

\  =  X  -\-  up,        Y  =  1/ +  vp,        Z  ■-=  z  -\-wp. 

Supposons  que  la  surface  (S)  ait  pour  équation 

(S)        F  (X,  Y,  Z)  =  0 

et  posons,  en  abrégé, 

Ylia,  b,  c)  =  A,        Yl{a.  b,  c)  =  B,        Y',(a.  b,  c)  =  C. 

Une  au  moins  des  trois  quantités  A,  B,  C  est  différente  de  0,  puis- 
que le  point  P  est  un  point  ordinaire  de  (S). 
Le  point  Q'  étant  sur  (S),  on  a 

F  (X,  Y,  Z)  =  F  (a;  +  Mp,  y  +  vp,  z -\- wp)  =  0, 
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on,  en  désignant  par  t  une  quantité  qui  tend  vers  0  quand  [x,  y,  z) 
tendent  vers  {a,  h,  c), 

F  {X,  y,z)  i-  p  (Am  +  Bv  +  Cw  -H  e)  =  0. 

La  quantité  Am  -f  Bv  -1-  Civ  n'est  nulle  que  si  la  direction  QQ'  est 
parallèle  au  plan  tangent  mené  à  (S)  au  point  P.  Donc,  si  l'angle  de 
cette  droite  avec  ce  plan  ne  tend  pas  vers  0,  la  distance  p  =  QQ'  et 
l'expression  F  (a-,  //,  ::•)  sont  deux  intinuiient  petits  du  même  ordre. 

Comme  on  peut  toujours  associer  au  point  Q  de  la  courbe  (C)  un 
point  Q'  de  la  surface  (S)  obtenu  en  menant  par  Q  une  sécante  oblique 
à  ce  plan  tangent,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pou?-  quune  courbe  (C)  et  une  surface  (S)  aient,  en  un 
point  ordinaire  P,  un  contact  de  l'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  que  l'ex- 
pression F  [x,  y,  z)  obtenue  en  stibstituant  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  de  la  surface  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  Q  infiniment 
voisin  de  P  sur  la  courbe  (C),  soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  «  +  1 
par  rapport  à  PQ. 

Si  la  courbe  (C)  est  donnée  par  une  représentation  paramétrique 

x-f{t),        y=fi{t),        z  =  f,{t), 

comme  les  dérivées  x',  y',  z'  ne  s'annulent  pas  toutes  en  un  point 
ordinaire,  on  montre,  par  un  raisonnement  semblable  à  cçlui  du 
no  336,  que  la  condition  d'un  contact  de  l'ordre  n  en  un  point  ordi- 
naire P  (to)  sera  la  suivante  :  Si  l'on  pose  |  (/)  =  F  [x,  y,  z)  {x,  y,  z 
étant  fonctions  de  t),  il  faut  et  il  suffit  que  J^  {t^  +  dt)  soit  de  l'ordre 
n  +  1  par  7'apport  à  dt  ou  que  l'on  ait 

^  [to)  =  4^'  [ta)  =  -  =  r  [to)  =  0,     r+'  ito)  <  0. 

Il  faut  donc  n  +  4  conditions  pour  qu'une  courbe  et  une  surface 
aient,  en  un  point  donné,  un  contact  de  l'ordre  n  au  moins. 

Thèokème.  —  La  courbe  (C)  qui  a,  avec  une  surface  (S),  un  contact 
d'ordre  n  en  un  point,  traverse  ou  ne  traverse  pas  (S)  selon  que  n  est  pair 
ou  impair. 

En  effet,  soient  Z  —  f{x,  y)  =  0  l'équation  de  (S)  ;  x,  y,  z  les  coor- 
données des  points  de  (C)  exprimées  en  fonction  de  /,  et  to  le  para- 
mètre du  point  de  contact.  Faisons  t  =  to  +  dt;  l'exprebsion 

<\>  [to  +  dt)=z  —  f(x,  y)  =  z  —  Z 

est  d'ordre  n-\-  \  par  rapport  à  dt.  La  courbe  traverse  ou  ne  traverse 
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pas  la  surface,  suivant  que  z  —  Z  change  ou  ne  change  pas  de  signe 
avec  (II,  donc  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

3^^.  Surfaces  osculatrices  en  un  point  d'une  courbe.  —  Considérons 

une  famille  de  surfaces  à  n  -f  1  paramètres 

On  appelle  oscidatrice,  en  un  point  P  d'une  courbe  (C),  celle  des  sur- 
faces de  la  famille  précédente  qui  a  avec  la  courbe  un  contact  de  l'or- 
dre le  plus  élevé  possible.  Comme  il  faut  généralement  w  -f-  i 
conditions  pour  un  contact  de  l'ordre  n,  elles  déterminent  les  paramè- 
tres «1.  flo,...  rt„+i  ;  l'osculatrice,  dans  une  famille  de  surfaces  à  n  +  1 
paramètres,  a  donc  généralement  avec  la  courbe  un  contact  de  l'ordre  n. 

Supposons  que  les  n  +  \  paramètres  soient  déterminés  aussi  bien 
par  la  condition  du  contact  d'ordre  n  que  par  celle  de  passer  par 
n  +  1  points  ;  on  aura,  comme  au  n°337,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  —  La  surface  dépendant  den  -\-  \  paramètres  qui  est  oscu- 
latrice  en  un  point  donné  P  d'une  courbe  (C),  est  la  limite  des  surfaces 
de  son  espèce  passant  par  le  point  P  et  n  autres  points  de  la  courbe  (C) 
qui  se  rapprochent  indéfiniment  du  point  P. 

341 .  Plan  osculateur.  —  L'équation  d'un  plan 

(1)  F(X,  Y,  Z)  =  flX  +  èY  +  oZ  4-  rf  =  0 

renferme  trois  paramètres  arbitraires,  qui  permettent  d'établir,  en  un 
point  t  d'une  courbe  (C)  ayant  pour  équations 

x^fit).        y  =  f,{t),        z  =  f,{t), 

un  contact  du  second  ordre.  Les  conditions  de  ce  contact  sont 

/   ^{t)  =  ax-\-by  -i-cz  +  d^O 
(2)  I    y{t)  =  ax'  -\-by'  -\-cz'  =  0 

[  '\>"(t)  =  ax"  +  èî/" -j- C2"  =  0. 

Ces  équations  déterminent  les  éléments  du  plan  osculateur  au 
point  t,  pourvu  que  l'un  au  moins  des  déterminants 

A  =  y'z"  —  y"z',        B  -  z'x"  —  z"x\        C  =  x'y"  —  x"y' 

ne  soit  pas  nul.  Nous  supposerons  d'abord  cette  condition  réalisée. 
Le  plan  osculateur  a  généralement  un  contact  du  second  ordre  et, 
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par  conséquent,  la  courbe  traverse  son  plan  osculateur.  Pour  que  cet 
ordre  soit  plus  élevé,  il  faut  que 

^^"'{t)^ax"'  -\-by"'  +  cz"'  =  0. 

On  peut  alors  éliminer  a,  b,  c  entre  les  trois  équations  4^'  =  4'"  = 
tj^"'  =  0,  ce  qui  donne 


D  = 


x'  y'  z' 
x"  y"  z" 
x"'y"'z"' 


0 


On  appelle  plans  osculateurs  stationnaires  ceux  qui  sont  menés  aux 
points  f  où  D  =  0.  Ils  ont  avec  la  courbe  un  contact  du  troisième 
ordre  au  moins,  et  généralement  la  courbe  ne  les  traverse  pas.  Au 
point  de  contact  t,  la  torsion  I  :  T  de  la  courbe  est  nulle,  en  vertu 
de  la  formule 


(3) 


D 


A2  +  B^  +  C« 


où  le  dénominateur  diffère  de  0  par  hypothèse. 

Le  plan  osculateur,  étant  déterminé  par  la  condition  d'avoir  avec  la 
courbe  un  contact  du  second  ordre,  l'est  aussi  par  la  condition  de 
passer  par  le  point  t  et  deux  autres  points  de  la  courbe  qui  se  rap- 
prochent indéfiniment  du  premier.  C'est  la  propriété  qui  nous  a  servi 
de  définition  dans  le  premier  volume. 

Remarque  :  Cas  om  A  =  B  =  C  -=  0.  —  Dans  ce  cas,  pour  détermi- 
ner le  plan  osculateur,  il  faut  combiner  avec  les  équations  <\>{t)  =0  et 
<i/'(f)  =  0  1a  première  des  équations  ^"{t)==0,^"'{t)  =  0,...  qui  n'en 
est  pas  une  conséquence.  Soit  4/"(f)  =  0  cette  première  équation; 
l'équation  du  plan  osculateur  prendra  la  forme  exceptionnelle 

\  —  xY  —  yZ  —  z    =0. 
x'  !/'         z' 

xW       î/(")       z("' 

Son  contact  sera  d'ordre  w  +  1,  à  moins  que  ^"+^0  ne  soit  encore 
nul,  ce  qui  élèverait  l'ordre  du  contact-  Les  raisonnements  précédents 
supposent  encore  que  x',  y',  z'  ne  s'annulent  pas  à  la  fois.  Mais  on 
sait  que  cela  ne  peut  arriver  en  un  point  ordinaire  de  la  courbe  C. 
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En  un  point  où  A  =  B  =  C  =  0,  le  plan  osculateur  est  stationnaire, 
car  on  a 

D  =  \x"'  +  Bî/'"  +  C^'"  =  0. 

Son  contact  est  d'ordre  supérieur  au  second.  Mais  on  ne  peut  plus 
affirmer  que  la  torsion  soit  nulle,  car  la  formule  (3)  prend  la  forme 
0  :  0. 

Théorème. —  Une  courbe  dont  tous  les  plans  oscillateurs  sont  station- 
naires  est  plane. 

En  eflet,  le  déterminant  D  est  un  wronskien  W{^',  y',  z').  L'équa- 
tion D  =  W  =  0  exprime  qu'il  existe,  entre  x',  y',  z',  une  relation 
linéaire  à  coefficients  constants  (n^  149) 

<^'  +  ?>y'  +  T^'  =  0. 

On  en  tire,  en  intégrant,  ix  -\-  ^y  -\-  yz  =  S,  ce  qui  est  l'équation 
d'un  plan. 

Eemarque.  En  vertu  de  ce  théorème,  toute  courbe  dont  la  torsion 
est  constamment  nulle  est  une  courbe  plane,  car,  dans  ce  cas,  on  a 
D  =  0,  en  vertu  de  la  formule  (3).  Ce  résultat  a  été  établi  d'une  autre 
manière  dans  le  premier  volume. 

342.  Contact  de  deux  courbes  de  l'espace.  —  Définition.  Soient 
{C)et{C'}  deux  courbes  de  l'espace  ayant  en  commun  un  point  ordinaire  P. 
Les  deux  courbes  ont  au  point  P  un  contact  d'ordre  n,  lorsqu'à  tout 
point  Q  de  la  courbe  (C)  infiniment  voisin  de  P,  on  peut  associer  tm  point 
Q'  de  la  courbe  (C)  tel  que  la  distance  QQ'  soit  un  infiniment  petit  de 
Vordre  n-f-i  par  rapport  à  la  distance  PQ. 

Soient  (a,  b,  c)  les  coordonnées  de  P,  {x,  y,  z)  celles  d'un  point  Q 
infiniment  voisin  de  P  sur  (C),  (X,  Y,  Z)  celle  d'un  point  Q'  infiniment 
voisin  de  P  sur  (C).  Soient  enfin 

F(X,Y,Z)  =  0,  F,(X,Y,Z)  =  0, 

les  équations  de  la  courbe  (C). 

Appelons  p  la  distance  QQ',  [u,  v,  w)  ses  coefficients  directeurs,  de 
sorte  que 

X  =  a;  +  wp,        Y-=y-i-vp,         Z  =  2  +  wp. 
Le  point  Q'  étant  sur  (C),  on  a 
F{x  4-  MO,  y  +  vp,z-{-  wp)  =  0,        ¥,{x  +  «p,  y  -\-vp,  z-\-  wp)  --  0, 
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ou,  en  désignant  par  e  et  e,  des  quantités  qui  tendent  vers  0  quand 
{x,  y,  z)  tendent  vers  (a,  b,  c), 

Si  la  direction  (w,  v,  w)  n'est  pas  celle  de  la  tangente  en  P  à  la 
courbe  (C'},  une  au  moins  des  deux  quantités 

d¥     ,       dF    ,        dF  dF,   ,       dF,   ,        ^F^ 

est  différente  de  0.  Donc,  si  la  direction  QQ'  n'a  pas  pour  limite  celle 
de  cette  tangente,  la  distance  p  =^  QQ'  est  un  infiniment  petit  de  même 
ordre  que  l'une  au  moins  des  deux  expressions 

F{x,y,z),  F,{x,y,z), 

l'autre  pouvant  être  un  infiniment  petit  d'ordre  plus  élevé. 

Comme  on  peut  toujours  associer  au  point  Q  de  la  courbe  (C)  un 
point  Q'  de  la  courbe  (C)  obtenu  en  coupant  celle-ci  par  un  plan  mené 
par  Q  obliquement  à  la  tangente  en  P  à  (C),  on  obtient  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Po^ir  que  deux  courbes  (C)  et  (C)  aient  en  un  point 
ordinaire  P  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  expres- 
sions F{x,  y,  z)  et  F,  {x,  y,  z),  obtenues  en  substituant  dans  les  premiers 
membres  des  équations  de  (C)  les  coordonnées  d'un  point  Q  infiniment 
voisin  de  P  sur  la  courbe  (C),  soient  infiniment  petites  de  V ordre  n  -\-  \ 
par  rapport  à  la  distance  PQ,  l'une  des  deux  expressions  au  moins 
n'étant  pas  d'ordre  plus  élevé. 

Supposons  la  courbe  (C)  définie  par  une  représentation  paramétrique 
x  =  f{t),  y  =  fAt),  ^^  =  f2\t) 

et  posons,  x,  y,  z  étant  fonctions  de  t, 

^{t)==F[x,y,z),  '^i{t)=-F,{x,y,z). 

Les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n  au  point  t  seront  que  '\'{t  -f  h) 
et  ^i(f  4-  h)  soient  d'ordre  n  ■+  i  par  rapport  à  h,  l'une  des  expres- 
sions seulement  pouvant  être  d'ordre  plus  élevé.  En  conséquence,  on 
devra  avoir 
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et,  de  plus,  une  des  deux  dérivées  «j^^+MOî  I'"'^n0  ne  sera  pas  nulle, 
sinon  le  contact  serait  d'ordre  plus  élevé. 

//  faut  donc  Sji  +  2  relations  pour  exprimer  que  deux  courbes  de  l'es- 
pace ont,  en  un  point  donné,  un  contact  d'ordre  n  au  moiiis. 

243.  Courbes  osculatrices  dans  l'espace.  —  Les  courbes  osculatrices 
dans  l'espace  sont  définies  de  la  môme  manière  que  dans  le  plan.  Il  y 
a  toutefois  une  diflérence  à  signaler.  Si  un  système  de  courbes  (C) 
dépend  de  'in  +  2  paramètres,  ceux-ci  pourront  généralement  être 
déterminés  par  la  condition  d'établir  avec  une  courbe  donnée  (C),  en 
un  point  donné  P,  un  contact  de  l'ordre  n.  Mais,  si  les  équations  des 
courbes  (C)  ne  renferment  que  2u  +  1  paramètres,  on  ne  peut  plus 
établir  qu'un  contact  d'ordre  n  —  1,  n'imposant  que  2m  conditions,  et 
il  reste  un  paramètre  arbitraire.  Dans  ce  cas,  il  y  aura  donc  une  infi- 
nité d'osculatrices  de  l'espèce  (C),  ou  il  n'y  en  aura  pas,  comme  on 
voudra  l'entendre. 

Supposons  que  l'on  considère  une  famille  de  courbes  (C)  à  2n  +  2 
paramètres,  et  admettons  que  ces  paramètres  puissent  être  déter- 
minés complètement,  soit,  d'une  part,  par  la  condition  d'établir  en  un 
point  donné  P  d'une  courbe  donnée  (C)  un  contact  de  l'ordre  n.  soit, 
d'autre  part,  par  la  condition  de  faire  passer  la  courbe  (C)  par  n  -\-  i 
points  donnés.  On  démontrera,  comme  au  n°  337,  le  tbéorème 
suivant  : 

Théorème.  —  La  courbe  (C)  osculatrice  en  un  point  P  de  la  courbe 
(C),  est  la  limite  des  courbes  (C)  qui  passent  par  le  point  P  et  par  n 
autres  points  de  la  courbe  (C)  qui  se  rapprochent  indéfinimeiit  du  pre- 
mier. 

344.  Exemples.  —  I.  Droite  osculatrice.  Les  équations  d'une  droite 
de  l'espace  renferment  quatre  paramètres  arbitraires,  permettant  d'éta- 
blir un  contact  du  premier  ordre  avec  une  courbe  (CJ  en  un  point 
donné  P.  Suivant  le  tbéorème  précédent,  cette  droite  est  la  limite 
d'une  sécante  passant  par  P  et  un  point  de  (C)  infiniment  voisin  de  P. 
La  droite  osculatrice  se  confond  ainsi  avec  la  tangente.  La  tangente 
a  donc  généralement  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe. 

IL  Cercle  osculateur.  —  Les  équations  d'un  cercle  dans  l'espace 
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dépendent  de  6  paramètres  permettant  d'établir  un  contact  du  second 
ordre  ou  de  faire  passer  le  cercle  par  trois  points.  Le  cercle  osculateur 
en  un  point  P  d'une  courbe  gauche  est  donc  la  limite  du  cercle  passant 
par  ce  point  et  deux  autres  points  de  la  courbe  iutlniment  voisins  du 
premier.  Le  cercle  osculateur  a  généralement  avec  la  courbe  un  contact 
du  second  ordre. 

§  4.  Enveloppes  des  courbes  planes. 

â4s5.  Définition  des  points  limites  et  de  l'enveloppe.  —  Nous  allons 
considérer  une  famille  de  courbes  planes  définies  par  une  équation 

(1)  F(x,  y,  a)  =.  0, 

contenant  un  paramètre  arbitraire  a,  donc  une  famille  contenant  une 
infinité  simple  de  courbes.  Nous  admettrons  que  F  est  une  fonction 
uniforme  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles.  De  la  sorte,  à 
chaque  valeur  de  a  correspond  une  courbe  de  la  famille  et  une  seule; 
et  nous  supposerons  que  ces  courbes  ne  possèdent  que  des  points 
singuliers  isolés. 

Considérons,  en  particulier,  la  courbe  (a),  c'est-à-dire  celle  qui 
correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre.  Soit  M  un  point  de  cette 
courbe.  En  général,  la  distance  du  point  M  à  la  courbe  infiniment 
voisine  (a  -f  da)  est  de  l'ordre  de  d<x.  Si  cette  distance  est  d'ordre 
supérieur  à  rfa  et  que  le  point  M  soit  un  point  ordinaire  de  la  courbe  («), 
on  dit  que  c'est  un  point-limite  de  la  courbe  (a).  L'enveloppe  delà 
famille  de  courbes  est  le  lieu  géométrique  des  points -limites  des  courbes 
du  système.  Celles-ci  prennent,  par  opposition,  le  nom  d'enveloppées. 

Un  point-limite  de  la  courbe  (a)  est  donc  un  point  ordinaire  com- 
mun à  cette  courbe  et  à  la  courbe  (a  -|-  da),  abstraction  faite  des  infi- 
ment  petits  d'ordre  supérieur  à  du.  Ses  coordonnées  doivent  donc 
satisfaire  aux  deux  équations 

^F 

F(^,  y,  a)  --=  0,  ¥{x,  y,  <x]  +  -^da  =  0. 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  deux  équations 

dF 

(2)  F  =  0,  ^=0. 

Réciproquement,  un  point  ordinaire  M  dont  les  coordonnées  satis- 
font à  ces  deux  équations  est  un  point-limite.  En  effet,  si  l'on  appelle 


—  389  — 

P  la  distance  du  point  M  au  point  M' le  plus  rapproché  de  la  courbe 
(a  -\-  rfa),  et  u,  V  les  coefficients  directeurs  de  p,  on  a 

¥ix  -i-up,  y  +  vp,  a  +  rfa)  =  0  ; 

ou,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier  en  p  et  da, 

Mais,  en  un  point  ordinaire,  le  coefficient  de  p  n'est  pas  nul  (la 
direction  w,  v  n'étant  pas  celle  de  la  tangente).  Donc  p  est  nul,  abstrac- 
tion faite  des  termes  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Pour  qu'il  y  ait  des  points-limites,  il  faut  donc  que  les  équations 
F  =  0  et  F|^  =  0  soient  compatibles.  Alors  les  coordonnées  des  points- 
limites  sont  des  fonctions  de  a  : 

(3)  X  =  œ{a),  y  -.  î/(a), 

qu'on  obtient  en  résolvant  les  deux  équations  ;  et  les  équations  (3) 
fournissent  une  représentation  paramétrique  de  l'enveloppe.  Dans  la 
théorie  qui  va  suivre,  nous  n'étudierons  que  des  arcs  de  l'enveloppe 
dépourvus  de  points  singuliers.  11  sera  donc  entendu  qu'une  au  moins 
des  deux  dérivées  x',  y'  par  rappport  à  a  est  différente  de  zéro. 

Pour  obtenir  l'équation  de  l'enveloppe  sous  la  forme  habituelle,  il 
faut  éliminer  a  entre  les  équations  (3)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
entre  les  équations  (2). 

Mais  il  importe  d'observer  que  celte  élimination  peut  introduire  une 
courbe  étrangère  à  l'enveloppe.  En  effet,  les  points  singuliers  des 
courbes  (a)  (qui  ne  sont  pas  des  points-limites)  satisfont  aussi  aux 
équations  (2),  car  leurs  coordonnées  sont  des  fonctions  de  a  qui  véri- 
fient les  trois  équations  F  =  0,  F^  =  0,  F|^  =  0,  donc  aussi  ¥'^  =  C 
qu'on  obtient  en  dérivant  totalement  la  première  équation  par  rapport 
à  a  en  ayant  égard  aux  deux  autres.  De  là,  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Venveloppe  de  la  famille  F{x,  y,  ol)  =  0  s'obtient  en  élimi- 
nant OL  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  au  paramètre, 
F^  =  0.  Mais  on  obtient,  en  même  temps,  le  lieu  des  points  singuliers 
des  courbes  de  la  famille,  s'il  y  en  a. 

Remarque  sur  les  points-limites.  —  Si  deux  courbes  infiniment  voi- 
sines (a)  et  (a  -f  da)  sc  coupcut,  Ics  coordonnécs  des  points  d'inter- 
section vérifient  les  deux  équations  F{x,  y,  a)  =  0,  F{x,  y,  a  +  da)  =  0 
et,  par  suite,  à  la  limite,  l'équation 
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lim        ^     '^' .       \     ^f^      I   =  ^IJj;^  y^  ce)  =  0. 

flot 

Donc  les  positions  limites  des  points  d'intersection  de  la  courbe  (a) 
avec  la  courbe  infiiiinient  voisine  (a  4-  da)  sont  ûes points-liniites  de  la 
courbe  (a),  à  moins  que  ce  ne  soient  des  points  singuliers. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie,  un  point-limite  n'est 
pas  toujours  une  limite  de  point  d'intersection.  Nous  approfondirons 
cette  question  tout  à  l'beure  (n^^  347). 

3^.  Thv^orème.  —  Chaque  enveloppée  touche  son  enveloppe  au 
point-limite  M. 

Les  coordonnées  des  points  de  l'enveloppe  sont  des  fonctions  (3) 
de  a  qui  vérifient  l'équation  ¥{x,  y,  a)  =  0.  Dérivons  totalement  par 
rapport  à  «  ;  il  vient,  en  tout  point  de  l'enveloppe,  puisque  F|J  =  0, 

âx        ^    dij  ^ 

Cette  équation  ne  peut  être  identique,  car,  en  un  point  ordinaire, 
une  au  moins  des  dérivées  ¥'^,  Y'^  n'est  pas  nulle.  Les  coefficients 
directeurs  x',  y'  de  la  tangente  à  l'enveloppe  sont  donc  déterminés 
par  la  même  équation  que  ceux  de  la  tangente  à  l'enveloppée  au  même 
point,  et  les  deux  tangentes  se  confondent. 

Réci})roquement,  si  l'on  cherche  une  courbe  (E)  à  laquelle  les  envelop- 
pées restent  tangentes,  on  retrouve  V enveloppe. 

En  eff'et,  les  coordonnées  des  points  de  (E)  peuvent  être  considé- 
rées comme  des  fonctions  du  paramètre  a  satisfaisant  à  l'équation 
F{a;,  y,  a)  =  0.  Celle-ci,  dérivée  totalement,  donne 

dY     ,  ,    dY    ,  ^    dY       _  ,,  ,  dY        „ 

dx  dy  ^        dot.  (?a 

car  x'Y'^  -{-  y'Y'^  -->  0  (les  tangentes  à  l'enveloppée  et  à  la  courbe  E 
étant  les  mêmes).  On  retrouve  donc,  pour  déterminer  (E),  les  deux 
équations  F  =  0,  FJ^  =  0  de  l'enveloppe. 

3^^.  Ordre  du  contact  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée.  Relation  de 
cet  ordre  avec  la  nature  des  points-liniites.  —  Considérons  la  famille  de 
courbes 

F(a^,y,a)  -0, 

ayant  une  enveloppe 

^  =  ?(<='),        y  =  4'1«)- 
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L'enveloppe  et  l'envelopée  se  touchant,  ont  un  contact  qui  sera  géné- 
ralement du  premier  ordre,  c'est-à-dire  que  l'expression 

F  [(p(a  +  rfa),  (}/(a  -f  da),  a] 

sera  du  second  ordre  par  rapport  à  dix  (n°  366) . 

Mais,  exceptionnellement,  cette  expression  peut  être  d'ordre  plus 
élevé,  et  l'on  sait  (n^  366)  que,  si  elle  est  d'ordre  n  +  1,  le  contact  est 
d'ordre  n. 

D'après  un  théorème  général  (n"  336)  si  l'ordre  du  contact  est  impair, 
l'enveloppée  ne  traverse  pas  l'enveloppe,  tandis  qu'elle  la  traverse  si 
l'ordre  est  pair. 

Quand  les  enveloppées  ne  traversent  pas  l'enveloppe,  et  c'est  le  cas 
normal  (l'ordre  normal  du  contact  étant  1),  elles  sont  situées  d'un  seul 
et  même  côté  de  l'enveloppe  (fig.  7),  ce  qui  justifie  leur  nom.  Dans  ce 


Fig.  7. 

cas,  les  points- limites  sont  des  points  d'intersection  limites,  car  deux 
enveloppées  qui  touchent  l'enveloppe  en  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  M'  se  coupent  aussi  en  un  point  infiniment  voisin  A  (fig.  7). 

Quand,  l'ordre  du  contact  étant  pair,  les  enveloppées  traversent 
l'enveloppe,  leur  nom  d'enveloppée  ne  se  justifie  que  par  extension  et 
les  points-limites  ne  sont  plus  des  limites  d'intersection.  En  effet,  deux 
enveloppées  qui  touchent  l'enveloppe  aux  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  M'  (fig.  8)  sont  séparées  par  l'arc  MM'  et  ne  peuvent  se  couper. 

Voici  deux  exemples  très  simples  de  ces  deux  cas  : 

1°  Toute  courbe  plane  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  de  ses 
tangentes.  Les  tangentes  ne  traversent  pas  l'enveloppe  et  les  points- 
limites  sont  les  points  d'intersection  limites  de  deux  tangentes  infini- 
ment voisines. 

2°  Toute  courbe  plane  peut  aussi  être  considérée  comme  l'enveloppe 
de  ses  cercles  osculateurs.  Mais  ces  cercles  ont  un  contact  du  second 
ordre  et  traversent  la  courbe.  Deux  cercles  infiniment  voisins  ne  se 
coupent  pas  et  les  points-limites  ne  sont  pas   des  limites  d'intersection. 

Considérons  encore  les  paraboles  (n  >  1) 


F^y,  «)  =  y  -  {^-^A''=~-o. 
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Elles  ont  pour  enveloppe  l'axe  des  x,  car,  en  dérivant,  il  vient. 

X  =  a,  d'où  1/  =  0. 
Comme  on  a,  dans  ce  cas-ci, 

F  (a  +  d<x,  0,  a)  =  —  C?a" 

le  contact  est  d'ordre  pair  ou  impair  suivant  que  n  —  1  est  pair  ou 
impair.  Si  n  est  impair,  les  paraboles  ne  se  coupent  pas  et  l'enveloppe 
est  le  lieu  de  leurs  points  d'inflexion. 

348.  Calcul  de  l'enveloppe   pour   d'autres  formes  d'équations.  — 

I.  Il  arrive  souvent  que  l'on  doive  chercher  l'enveloppe  d'une  courbe 
F  (x,  y,  a.  p)  •=  0,  dont  l'équation  renferme  deux  paramètres  liés  par  la 
relation  'f  (a,  p)  =  0.  Considérant  [3  comme  une  fonction  de  a  définie 
par  cette  relation,   on  est  ramené  au   cas  précédent.   On  doit,   pour 

obtenir  l'enveloppe,  éliminer  a,  p,  et  -^  entre  les  quatre  équations  : 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  a  et  p  entre  les  trois  équations  : 

dont  la  dernière  provient  de  l'élimination  de  o?p  :  da.  entre  les  deux 
dernières  équations  du  groupe  précédent. 

II.  La  courbe  dont  on  cherche  l'enveloppe  peut  aussi  être  donnée  par 
une  représentation  paramétrique 

(5)  a;  =  <f  [t,  a),        1/  --=  '\>  {i,  a), 

t  désignant  la  variable  indépendante  sur  la  courbe.  On  revient  encore  au 
cas  ordinaire  en  considérant,  dans  la  première  équation,  t  comme  une 
fonction  de  y  et  de  a  définie  par  la  seconde  équation.   Pour  former 

l'équation  de  l'enveloppe,  on  est  conduit  à  éliminer  a,  ^  et  -r-  entre  les 

équations  (5)  et  les  deux  suivantes  : 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  éliminer  t  et  a  entre  les  équations  (5)  et 
l'équation  unique 

d[t,a)         ^' 
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provenant  de  l'élimination  immédiate  de  la  dérivée  de  t  entre  les  équa- 
tions (6). 

345^ExeiHples.  —  Considérons  une  famille  à  deux  paramètres  a  et  p 
rgm        ytn  aP         QP 

^  +  p^  =  1        «^'«^  la  condition         —  4-  _  =  1. 

On  dérive  par  rapport  à  a  en  considérant  p  comme  une  fonction  de  a 
et,  en  éliminant  d^  :  di,  il  vient  facilement 

/pw     aP        y^     <^P 
ô^'  aP  ^p»i  '  Jp' 

On  voit,  par  la  théorie  des  fractions  égales,  que  chacun  de  ces  rapports 
est  encore  égal  à  1  ;  d'où  l'on  conclut 


^m       ct^+P 

ym         pm+p 

^m        a^n+p  ' 

Jm         hm-\-p 

et  en  éliminant  a  et  p, 

mp 

-e 

m.p 

0   =^- 

C'est  l'équation  de  l'enveloppe.  Elle  donne  lieu  à  des  cas  particuliers 
intéressants. 

1"  Si  m  =  1,  p  —  2,  b  =  a,  on  trouve  l'enveloppe  d'une  droite  de 
longueur  constante  a  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  axes 
rectangulaires.  C'est  Vastroïde 

—        —        1. 

3,3  3 

X    +y    =a 

2°  Si  m  =  2,  p  —  1 ,  J  =  a,  la  courbe  variable  est  une  ellipse  décrite 
par  un  des  points  de  la  droite  précédente  et  son  enveloppe  est  la  même 
que  celle  de  cette  droite. 

3°  Si  m  =  2,  p  —  2,  la  courbe  variable  est  une  ellipse  dont  les 
sommets  sont  les  projections  des  points  d'une  ellipse  fixe  sur  ses  axes. 
L'enveloppe  est  un  système  de  quatre  droites 

±-±^  =  l. 
a        0 

350.  Solutions  singulières  des  équations  différentielles.  —  Considé- 
rons une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

/•K2/,?/')-=o 
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où  la  fonction  f  est  uniforme  et  continue  ainsi  que  ses  dérivées  par 
rapport  à  j/  et  à  t/'.  On  en  tire  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  forme 

y'  =  I  (37,  y). 

On  sait  d'ailleurs  (n"  121)  que,  le  long  d'une  solution  singulière,  V  doit 
être  infini.  Or,  il  vient,  par  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  implicites 

^'  =—f--f< 
^y  'v    'v' 

Les  dérivées  partielles  étant  continues,  une  solution  singulière  devra 
vérifier  l'équation 

fy,  (^,  y.  y')  =  0. 

Mais  si  l'on  diôerentie  l'équation  /"=  0  en  tenant  compte  de  la  précé- 
dente, on  trouve  f'^  -h  y'  f'^  =  0-  Donc  les  éléments  ce,  y  et  y'  d'une 
solution  singulière  doivent  vérifier  les  trois  équations 

En  général,  ces  trois  équations  ne  pourront  pas  se  vérifier  pour  une 
suite  continue  de  valeurs  de  x^y  eiy',  mais  seulement  pour  des  valeurs 
isolées,  et  il  n'y  aura  pas  de  solution  singulière. 

La  recherche  des  solutions  singulières  peut  aussi  se  faire  au  point  de 
vue  des  courbes  enveloppes.  Supposons  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  ait  été  mise  sous  la  forme 

F  [x,  y,  C)  =  0 

où  la  fonction  F  est  uniforme.  Considérons  un  domaine  déterminé  du 
plan  xy  tel  qu'on  puisse  mener,  par  chacun  de  ses  points,  une  intégrale 
particulière  de  chaque  équation  !/'  =  ']>  (x,  y).  S'il  existe  une  solution 
singulière,  ce  ne  peut  être  qu'une  enveloppe  d'une  famille  d'intégrales 
particulières,  car,  en  vertu  de  l'équation  difierentielle,  la  solution  singu- 
lière a,  en  chaque  point,  même  tangente  qu'une  intégrale  particulière 
passant  par  ce  point.  Donc,  s'il  existe  une  solution  singulière,  on  la 
trouvera  en  cherchant  l'enveloppe  de  la  famille  représentée  par  l'inté- 
grale générale,  donc  en  éliminant  C  entre  F  =  0  et  F^  =  0. 

11  semblerait,  d'après  cela,  qu'une  équation  du  premier  ordre  ait  en 
général  une  solution  singulière,  ce  qui  est  contraire  au  résultat  établi 
précédemment. 

Cette  contradiction  apparente  est  facile  à  expliquer.  L'élimination 
de  C  entre  F  =  0  et  F'  ==  0  ne  donnera  pas  une  enveloppe  mais  le  lieu 
des  points  singuliers  des  intégrales  particulières.  Il  faut  en  conclure 
qu'à  une  équation  différentielle  arbitraire  correspond  une  famille  de 
courbes  jouissant  de  propriétés  spéciales  au  point  de  vue  des  enveloppes, 
tandis  qu'à  une  famille  ai'bitraire  de  courbes  correspond  une  équation 
différentielle  spéciale  ayant  une  solution  singulière. 
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Véqiiation  de   Clairant  y  =■  pcc  -\-  <f{p),   par  exemple,   qui  a  pour 
intégrale  générale  (n"  141) 

i/  =  Gr  +  'f(C), 

admet,  comme  on  le  sait,  une  intégrale  singulière.  On  vérifie  immé- 
diatement que  c'est  Yenveloppc  des  droites  représentées  par  l'intégrale 
générale. 

Exercices. 

1.  Enveloppe  dune  droite.  —  Les  axes  étant  rectangulaires,  on  met 
l'équation  d'une  droite  mobile  sous  la  forme  normale 

(1)  a;  cos  a  4- î/ sin  a  —  /"(a)=0. 

Le  point-limite  est  à  l'intersection  de  cette  droite  avec 

(2)  —  a?  sin  a  -f-  y  cos  a  —  /"(»)  =  0 

et  on  obtient  ses  cordonnces  œ,  y  en  fonction  de  a  par  la  résolution  du 
système.  Montrer  :  1°  que  la  seconde  équation  est  celle  de  la  normale  à 
l'enveloppe  (E)  de  la  droite  [1]  ;  2°  que  l'enveloppe  de  la  droite  (2)  est  la 
développée  de  (E)  ;  3°  que  le  rayon  de  courbure  R  et  la  différentielle  ds 
de  l'arc  de  (E)  sont 

ds 

d'où  la  formxde  de  rectification  de  Legendre 

5=  i-[/-'(a)+j/-(a)rfa] 

2.  Enveloppe  d'un  cercle.  —  Soit  le  cercle  («,  è,  R  fonctions  de  a) 

{x  —  af  -{-{y  —  bf  —  R2  =-  0. 

Les  points-limites  sont  à  l'intersection  du  cercle  et  de  la  droite 

(D)  [x  —  a)a'-\-{y  —  b]  V  —  RR'  =-.  0. 

Cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  tangente  MT  à  la  courbe   (C) 
décrite  par  le  centre  M  du  cercle,  et  sa  distance  au  centre  est  égale  à 

RR'  d^ 

Va"  +  ô"  ~       ^ 

s  étant  l'arc  de  la  courbe  (C)  : 

1°  Si  1  dK  I  <  I  c&  I  ,  la  droite  D  coupe  le  cercle  en  deux  points  et 
il  y  a  deux  branches  à  l'enveloppe. 

En  particulier,  si  R  est  constant,  la  droite  D  passe  par  le  centre  et 
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l'enveloppe  se  compose  de  deux  branches  obtenues  en  portant  sur  la 
normale  à  la  courbe  (C),  de  part  et  d'autre  du  point  M,  la  longueur 
constante  R. 

2°  Si  I  dR  I  >  I  ofe  I,  la  droite  et  le  cercle  ne  se  coupent  pas  et  il 
n'y  a  pas  d'enveloppe. 

3°  Pi  I  dR  1  =  \  ds  \,  la  droite  D  est  tangente  au  cercle  au  point- 
limite  (donc  aussi  à  l'enveloppe)  et  la  normale  à  l'enveloppe  est  tangente 
à  la  courbe  (C).  Dans  ce  cas,  le  cercle  variable  est  osculateur  à  son 
e7iveloppe  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cela  est  donc 
\dR\  ^  \ds\. 

3,  Caustiques.  —  La  caustique  d'une  courbe  (C)  pour  un  point  lumi- 
neux A  est  l'enveloppe  des  rayons  émanés  de  A  et  réfléchis  sur  (C). 
Montrer  qu'elle  est  la  développée  de  la  podaire,  par  rapport  au  même 
point,  de  la  courbe  (C).  En  déduire  la  relation 


l        r       R  cos  i 

r  étant  le  rayon  incident  AP,  l  le  rayon  réfléchi  terminé  au  point  oiî  il 
touche  son  enveloppe,  R  le  rayon  de  courbure  de  (C),  i  l'angle 
d'incidence. 

4.  Montrer  que  la  caicstique  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point  de  la 
circonférence  est  une  cardioide  ;  celle  par  rapport  à  un  point  à  l'infini 
(rayons  parallèles)  une  épicycloide  à  deux  rebroussements. 

§  5.  Enveloppes  des  surfaces  et  des  courbes  de  l'espace. 

351.  Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramètre.  —  La 
théorie  est  analogue  à  celle  des  enveloppes  de  courbes  planes,  ce  qui 
nous  permet  d'abréger.  Soit  une  famille  de  surfaces 

(1)  F  [X,  y,  z,  a)  =  0. 

On  appelle  caractéristique  de  la  surface  (a)  le  lieu  des  points-limites 
de  celte  surface,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  ordinaires  dont  la 
distance  à  la  surface  infiniment  voisine  (a  4-  da)  est  d'ordre  supérieur 
à  rfa.  En  général,  et  nous  supposerons  qu'il  en  est  ainsi,  ce  lieu  est 
une  ligne  définie  par  les  deux  équations 

(2)  F  =  0,  f;^  =  0. 

Si  la  surface  («  +  da)  coupe  la  surface  (a),  la  limite  de  la  ligne 
d'intersection  est  une  caractéristique  ;  mais  il  peut  arriver,  par 
exception,  qu'une  caractéristique  ne  soit  pas  une  limite  d'intersection. 
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L'enveloppe  de  la  famille  de  surfaces  est  le  lieu  des  caractéristiques  et 
chaque  surface  de  la  famille  prend  le  nom  (Venveloppée. 

On  remarque,  comme  pour  les  courbes  planes,  que  les  cordonnées 
des  points  singuliers  satisfont  aussi  aux  équations  (2)  et  l'on  est  con- 
duit à  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  L'équation  de  l'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  F  =  0 
s'obtient  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  l'équation  F  =  0  et  sa 
dérivée  (rapport  au  paramètre)  ¥'^  =^  0.  Mais  on  obtiendra,  en  même 
temps,  le  lieu  des  points  singuliers  s'il  y  en  a. 

Théorème.  —  Chaque  enveloppée  touche  son  enveloppe  tout  le  long  de 
la  caractéristique  correspondante. 

Les  coefficients  directeurs  de  la  normale  à  l'enveloppée,  en  un 
point  ordinaire,  sont  ¥'^,  F^  et  F^.  On  peut  considérer  aussi  F  =  0 
comme  l'équation  de  l'enveloppe,  à  condition  d'y  remplacer  a  par  sa 
valeur  en  x,  y,  z  tirée  de  F'  =  0.  Donc  les  coefficients  directeurs  de 

la  normale  à  l'enveloppe  sont  F^  +  FJ^-y^»  •■•  Mais  F^  s'annule  sur 
l'enveloppe,  de  sorte  que  ces  coefficients  ont  les  mêmes  valeurs  que 
pour  l'enveloppée.  Donc  l'enveloppe  et  l'enveloppée  ont  même  nor- 
male et,  par  suite,  même  plan  langent  le  long  de  la  caractéristique 
commune. 

Héciproquejnent,  si  l'on  cherche  une  surface  (E)  qui  touche,  en  chacun 
de  ses  points,  une  des  surfaces  de  la  famille  et  que  cette  surface  existe, 
on  retrouve  Fenveloppe. 

En  effet,  on  remarque  d'abord  que  la  surface  (E)  doit  toucher 
chacune  des  surfaces  (a)  le  long  d'une  courbe,  car,  si  elle  ne  les 
touchait  qu'en  des  points  isolés,  le  lieu  de  ces  points  serait  une 
courbe  et  non  une  surface. 

Maintenant  je  dis  que  ces  lignes  de  contact  sont  les  caractéristiques 
c'est-à-dire  qu'elles  sont  formées  par  les  points-limites  des  surfaces 
(a).  En  effet,  soit  M  un  point  de  contact  de  (E)  avec  la  surface  particu- 
lière (ao).  Menons  par  M  un  plan  quelconque  coupant  les  surfaces 
suivant  des  sections  que  nous  appellerons  aussi  (E)  et  (a).  La  section 
(E)  est  tangente  aux  sections  planes  (a).  C'est  donc  leur  enveloppe 
et  M  est  un  point-limite  (au  sens  des  enveloppes  planes)  pour  la 
section  (ao)  qui  passe  par  ce  point  ;  sa  distance  à  la  section  («o  -1-  da), 
donc  aussi  à  la  surface  (a^  -|-  da),  est  d'ordre  supérieur  à  da  :  c'est 
dire  que  M  est  aussi  un  point-limite  pour  la  surface  (co). 
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352.  Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  à  deux  paramètres.  —  Con- 
sidérons niaintenanl  une  famille  doublement  infinie  de  surfaces,  c'est- 
à-dire  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a,  p, 

V{x.  y,  z,  a,  P)  =  0. 

Un  point-limite  de  la  snrface  (a,  [3)  est  un  point  ordinaire  tel  que  sa 
distance  à  toute  surface  infiniment  voisine  (a  +  rfa,  p  +  d^)  soit  un 
infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  |  da  |  -f-  |  rf,3  | .  On  en  conclut  que 
ses  coordonnées  doivent  vérifier  les  trois  équations 

^F  ^F 

'  doL  '  dp 

Nous  admettrons  donc  que  ces  trois  équations  définissent  des  points 
dont  les  coordonnées  soient  des  fonctions  continues  de  a,  j5. 

L'enveloppe  de  la  fa7nille  est  le  lieu  géométrique  de  ces  points-limites. 
Son  équation  s'obtient  en  éliminant  a  et  ^  entre  les  trois  équations 
précé(?entes. 

On  montre,  comme  précédemment,  que  chaque  enveloppée  touche 
son  enveloppe  en  chacun  de  ses  points-limites. 

Réciproquement,  si  l'on  cherche  une  courbe  (E)  qui  touche  toutes  les 
courbes  de  la  famille  et  si  cette  courbe  existe,  on  retrouve  l'enveloppe. 

En  effet,  on  peut  considérer  les  coordonnés  des  points  de  (E) 
comme  des  fonctions  x,  y,  z  de  a,  p,  assujetties  à  vérifier  l'équation 
Y{x,  y,  z,  OL,  (S)  =  0.  On  en  tire,  en  dérivant  par  rapport  à  «  puis  à  (3, 

dP    ,    ,  (?F    ,    ,  6)F    ,    ,  ()F       . 
d¥    ,    .  dY    ,    ,  dF    ,    ,  <^F  __ 

dF  dY 

Mais  ces  équations  se  réduisent  ^  -^  =  0  et  -^  -^  0  dans  1  hypo- 
thèse où  (E)  touche  l'enveloppée  au  point  [x,y,z),  car  alors  a;^.  ••• 

et  a;',  ...  étant  les  coelTicients  directeurs  de  deux  tangentes  à  (E), 

p 
sont  aussi  ceux  de  deux  tangentes  à  l'enveloppée  et  les  termes  qui 

contiennent  ces  coefficients  se  détruisent.  On  retrouve  donc  les  trois 

équations  de  l'enveloppe. 

353.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  dans  l'espace.  —  Considé- 
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rons  une  famille  de  courbes  de  l'espace  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire  «  et  définie  par  les  deux  équations 

(3)  F  {X,  y,  z,  a)  =  0,  ^  (x.  y,  z,  a)  =  0. 

Si  l'on  appelle  encore  point-limite  de  la  courbe  (a)  un  point  ordi- 
naire tel  que  sa  distance  à  la  courbe  infiniment  voisine  (a  +  rfa)  soit 
un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  rfa,  on  voit,  comme  dans  le 
cas  des  courbes  planes,  que  leurs  coordonnées  doivent  vérifier  les 
deux  équations 

En  général,  les  équations  (3)  et  (4)  sont  incompatibles,  sauf  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  a,  et  il  n'y  a  pas  de  points-limites. 
Mais,  s'il  existe  des  points-limites  dont  la  position  varie  d'une 
manière  continue  avec  a,  autrement  dit,  si  les  équations  (3)  et  (4) 
admettent  un  système  de  solutions  communes  x,  y,  z  fonctions  con- 
tinues de  a,  le  lieu  de  ces  points-limites  s'appelle  Yenveloppe  de  la 
famille  de  courbes. 

D'après  cela,  une  famille  de  courbes  de  l'espace  n'admet  générale- 
ment pas  d'enveloppe. 

Théorème.  —  Si  une  famille  de  courbes  admet  une  enveloppe,  chaque 
enveloppée  touche  l'enveloppe  au  point-limite  correspondant. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  donnée  pour  les  enveloppes 
de  courbes  planes. 

Réciproquement,  s'il  existe  une  courbe  (E)  qui  touche,  en  chacun  de 
ses  points,  une  des  courbes  de  la  famille,  cette  courbe  n'est  autre  que 
l'enveloppe. 

En  effet,  les  coordonnées  x,  y,  z  des  points  M  de  la  couibe  (E) 
seront  des  fonctions  de  a,  assujetties  à  vérifier  les  équations  (3).  Si 
l'on  dérive  totalement  ces  équations  par  rapport  à  «,  il  vient  (les 
accents  désignant  les  dérivées) 

dx  dy"       dz  d^  dx  d% 

Mais  les  termes  en  x\  y',  z'  se  détruisent,  parce  que  la  tangente  à 
la  courbe  (E)  est  la  même  qu'à  l'enveloppée  par  hypothèse.  Ces 
équations  se  réduisent  donc  à  Fî.  =  0,  ^ï'â  =  0-  ^^  retrouve  donc, 
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pour  déterminer  la  courbe  (E),  les  quatre  équations  qui  déterminent 
l'enveloppe. 

354.  Enveloppe  de  caractéristiques  (Arête  de  rebroussement).  — 
Une  classe  importante  de  courbes  ayant  une  enveloppe  est  celle 
des  caractéristiques  d'une  famille  de  surfaces  à  un  paramètre 
F  (x,  y,  z,  et)  =  0.  Les  quatre  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  eflec- 
tivement  à  trois  seulement 

F  =  0,  f;  =  0,  Fy  =  G. 

Les  valeurs  de  x,  y,  z  généralement  fonctions  de  a  que  l'on  en  tire, 
définissent  une  courbe  qui  toucbe  toutes  les  caractéristiques  et 
qu'on  appelle  Varête  de  rehroussement  (M  de  la  surface  enveloppe. 

355.  Surface  enveloppe  d'une  congruence  de  courbes.  —  On  donne 
le  nom  de  congruence  à  un  ensemble  de  courbes  dépendant  de  deux 
paramètres  arbitraires  a  et  [3.  Elle  sera  définie  par  deux  équations  : 

(5)  F  {X,  y,  z,  a,  P)  =  0,  <ï>  {X,  y,  z,  a,  (3)  =  G. 

Considérons  une  courbe  particulière  [«,  [3].  On  peut  concevoir 
qu'elle  fasse  partie  d'une  famille  à  un  paramètre  en  posant  une 
relation  p  =  cp(a),  compatible  avec  les  paramètres  particuliers  de  la 
courbe.  On  peut,  en  général,  choisir  cette  dépendance  de  façon  qu'il 
y  ait  sur  !a  courbe  [«,  [3j  des  points-limites.  Les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  point-limite  doivent  satisfaire,  en  effet,  aux  équations 

et,  en  éliminant  -f-  entre  ces  deux  équations,  on  a,  pour  déterminer 

da 

les  points-limites  les  trois  équations 

(6)  F  =  0,        $  =  0,        -^-^^=0. 

Nous  supposerons  que  ces  trois  équations  soient  compatibles  et 
déterminent  les  coordonnées  d'un  ou  de  plusieurs  points  en  fonction 
continue  de  a,  [3.  Ces  points  s'appellent /<îs  poi/i/s /ocaMa;.  Générale- 
ment, et  nous  supposerons  que  ce  soit  le  cas,  le  lieu  de  ces  points  est 

(1)  Parce  que  les  points  de  cette  arête  sont  généralement  dos  points  de 
rebroussement  pour  les  sections  de  l'enveloppe  par  un  plan. 
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une  surface  que  l'on  appelle  Venveloppe  ou  la  surface  focale  de  la 
congruence. 

Le  système  de  valeurs  x,  y,  z  fonctions  continues  de  «,  {3  qu'on 
obtient  en  résolvant  les  équations  (6),  lournil  déjà  une  représentation 
paramétrique  de  la  surface  focale.  L'équation  en  x,  y,  z  de  cette 
surface  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  p  enln;  les  trois  équations  (6). 

Théorèmk.  —  Chaque  courbe  de  la  congruence  touche  la  surface  focale 
en  chacun  de  ses  points  focaux. 

En  effet,  les  composantes  dx,  dy,  dz  d'un  déplacement  tangentiel  à 
la  surface  focale  qui  correspondent  à  un  système  d'accroissements 
quelconque  da,  rf^  des  paramètres,  sont  liés  par  les  relations 


(7) 


\  dx  dy    ^       dz  d%  d'^    ^ 

]  d^  ,     ,   d^  ,    ,  d^  ,     ^  d^  .     ,  d^  ,^       „ 

f  -r-  dx  ^  ^-  dy  -{-  -^  dz  -Y  ^-  d:L  -{--—-  d'à  =  Q. 

\  dx  dy    ^      dz  d^  d^    ^ 


Si  l'on  considère,  en  particidier,  le  système  d'accroissements 
da,  d^  qui  véritie  simultanément  les  deux  équations 

dF  ,     ,  dF  ,n      ^  à^  .     ,  d^  ,n      ^ 

compatibles  sur  la  surface  focale  en  vertu  de  la  troisième  équation  (6), 
on  voit  que  le  déplacement  dx,  dy,  dz  se  fait  aussi  sur  la  tangente  à  la 
courbe  [a,  [j].  Donc  cette  courbe  touche  la  surface  focale. 

liéciproquement,  si  l'on  cherche  une  surface  (E)  qui  touche  en  chacun 
de  ses  points  une  des  courbes  de  la  congruence,  on  retrouve  la  surface 
focale. 

En  effet,  on  peut  considérer  les  coordonnées  x,  y,  z  des  points  de 
la  surface  (E)  comme  des  fonctions  de  «,  (3  assujetties  à  vérifier  les 
équations  F  =  0,  <I>  =  0.  Différentions  totalement  ces  équations  pour 
un  déplacement  sur  la  tangente  à  la  courbe  [a,  p],  nous  trouverons 
les  équations  (7)  se  réduisant  aux  équations  (8),  Enfin,  en  éliminant 
le  rapport  rf[3  :  rfa  entre  ces  dernières,  on  retrouve  la  troisième  des 
équations  (6)  qui  détermine  la  surface  focale. 

Exercices. 

1.  Montrer  que  l'enveloppe  du  plan  qui  coupe  les  axes  rectangulaires 
aux  distances  respectives  a^  ;  («  -|-  a),  p^  .  ^p  _j_  pj^  .^2  .  ^^  _^  .^j  ^  pQ^. 
équation  (a;  +  î/  +  *)^  +  4  {ax  -]-  by  -{-  cz)  =  0. 

26 
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2.  L'enveloppe  des  plans  tangents  aux  différents  points  d'une  section 
plane  d'un  ellipsoïde  est  une  surface  conique.  Discuter. 

3.  Une  surface  canal  est  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant 
dont  le  centre  décrit  une  courbe.  La  caractéristique  est  alors  le  grand 
cercle  qui  se  trouve  dans  le  plan  normal  à  la  courbe.  Étudier  le  cas  où 
le  rayon  varie  en  même  temps  que  le  centre  se  déplace. 

4.  L'enveloppe  du  plan  oix  -\- ^y  -\-  yz  =  l,  dont  les  paramètres  sont 

liés  par  la  relation  I 


est  la  surface  des  ondes 

r^  _  «2  +  ,.2  _  5».  +  r2  -  c2        ^'         [r   -o:   -[-y   -}-z). 

§  6.  Systèmes  de  droites  : 
Surfaces  réglées  ;  Congruences. 

356.  Surfaces  réglées  développables  ou  gauches.  —  On  appelle 
réglée  une  surface  qui  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
droite  mobile  nommée  génératrice.  Il  y  en  a  de  deux  espèces,  les 
surfaces  développables  et  les  surfaces  gauches.  Nous  commençons  par 
l'étude  des  développables.  Ce  nom  leur  vient  de  la  propriété  d'être 
applicables  sur  un  plan,  que  nous  examinerons  plus  loin  au  n°  ?o9. 

357.  Surfaces  développables.  —  07i  appelle  développable  toute 
surface  qui  est  l^enveloppe  d'un  plan  mobile  à  un  paramètre.  Soit  le 
plan  mobile 

Ax  -{-By  -\-  Cz  -hD  =  0 
où  A,  B,  C,  D  dépendent  d'un  paramètre  a.  Si  le  plan  se  déplaçait 
parallèlement  à  lui-même  ou  en  tournant  autour  d'une  droite  fixe,  il 
n'y  aurait  pas  de  surface  enveloppe.  Nous  excluons  donc  ces  deux 
cas.  La  caractéristique  de  ce  plan  (n°  351)  s'obtient  alors  en  joignant 
à  la  précédente  l'équation  dérivée  par  rapport  à  a, 
A'x  +  B'y  +  C'z  -f  D'  =  0, 
et  ces  caractéristiques  sont  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

Théorème.  —  Toute  droite  A  située  sur  la  développable  est  une  des 
caractéristiques  précédentes. 
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En  elTet,  on  peut  toujoiirs  admettre  que  celte  droite  A  ait  été  prise 
pour  axe  dos  ::-.  Alors  ses  équations  sont  x  =  0,  y  =  0.  Tout  point 
(0,  0,  z)  (le  A  étant  situé  sur  une  caractéristique,  on  doit  j)Ouvoir 
satisfaire,  (j'icl  que  soit  ::•,  aux  deux  équations 

C:.  +  D  =  0,  C'z  +  D'  -  0, 
qui  s'obtiennent  en  posant  x  =  y  =  0  dans  celles  des  caractéris- 
tiques et  qui  expriment  une  relation  entre  2  et  a.  Si  A  est  une  carac- 
téristique, ces  équations  seront  vérillées  pour  une  valeur  constante 
a^  de  a,  et  cette  valeur  annulera  nécessairemant  C,  l),  C  et  D',  puis- 
que z  reste  arbitraire  tandis  que  ces  coefficients  demeurent  constants. 

Je  dis  que  c'est  la  seule  hypothèse  possible,  car,  si  a  variait  avec 
z,  on  aurait,  en  éliminant  z,  la  condition  CD'  —  CD  =  0,  qui 
exprime  que  D  :  C  est  constant,  à  moins  que  C  ne  soit  constamment 
nul.  Or,  d'une  part,  D  :  C  (qui  est  égal  à  —  ::•)  ne  peut  être  constant 
puisque  :ï  est  variable;  d'autre  part,  C  ne  peut  être  constamment  nul, 
car  alors  D  (qui  est  égal  à  —  Cz)  le  serait  aussi  et  le  plan  mobile 
deviendrait  Ax  +  By  =  0,  il  tournerait  donc  simplement  autour  de 
02-  et  n'envelopperait  plus  une  surface-  Donc  A  est  une  caractéris- 
tique. 

Il  résulte  de  là  qu'une  développnble  ne  peut  admettre  qu'un  seul 
système  de  génératrices  rectilignes. 

Arête  de  hebroussement.  —  En  général,  les  cara^îtéristiques  restent 
tangentes  à  une  même  courbe  appelée  arête  de  rebroussement  de  la 
développable  (n°  3o4)  et  qui  se  définit  en  joignant  aux  deux  équa- 
tions de  la  caractéristique  la  suivante 

A"x  +  B"y  +  C"z  +  D"  =  0, 
obtenue  par  une  nouvelle  dérivation,  ce  qui  fait  un  système  de  trois 
équations  linéaires  d'où  l'on  peut  tirer  x,  y,  z  en  fonction  de  a. 

Mais  il  y  a  deux  cas  d'exception  à  signaler  :  Si  l'arête  se  réduit  à 
un  point,  la  développable  est  un  cône,  et  c'est  un  cylindre  si  ce  point 
est  rejeté  à  l'infini. 

Théorème.  —  Réciproquement,  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe 
gauche  est  une  surface  développable,  à  savoir  Fenveloppe  du  plan 
osculateur  de  cette  courbe. 

En  effet,  le  plan  osculateur  varie  le  lorg  de  la  courbe  et  ne  dépend 
que  d'un  seul  paramètre,  celui  du  point  de  contact.  Les  caracté- 
ristiques (intersections  de  deux  plans  osculaleurs  infiniment  voisins) 
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sont  les  tangentes  à  la  courbe  [t.  I,  n°  273),  donc  le  lieu  des  caracté- 
ristiques n'est  autre  que  celui  des  tangentes. 

On  voit  donc  que  les  développables  sont  des  surfaces  réglées  dont 
les  génératrices  ont  une  courbe  enveloppe,  ou  bien  passent  par  un 
point  fixe  (cône)  ou  bien  ont  une  direction  fixe  (cylindre). 

L'enveloppe  ou  la  courbe  à  laquelle  les  génératrices  restent  tan- 
gentes, est  Varéte  de  rebroussement  de  la  surface.  Si  cette  courbe 
était  plane,  la  surface  dégénérerait  dans  un  plan. 

Théorème.  —  Le  plan  tangent  à  une  développitble  est  le  même  tout  le 
long  d'une  génératrice. 

En  effet,  la  développable  est  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  ;  ce  plan 
touche  donc  l'enveloppe  tout  le  long  de  la  caractéristique,  et  cette 
caractéristique  est  la  génératrice.  Le  plan  enveloppé  est  donc  le  plan 
tangent  à  la  développable  tout  le  long  de  la  génératrice  commune. 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  est  suffisante  pour  que  la  droite 
mobile 

(1)  X  =--  az  -\-p,        y  =  bz  +  q, 

dont  les  coefficients  dépendent  d'un  paramètre  a,  engendre  une  surface 
développable  fou  un  plan),  est  que  l'on  ait 

(2)  a'q'  —  b'p'  =  0. 

En  effet,  pour  que  la  droite  (1)  engendre  une  surface  développable, 
il  faut  qu'elle  soit  la  caractéristique  d'un  plan  mobile,  donc  que  ses 
équations  puissent  se  mettre  sous  la  forme 

Xx-^By  +  Cz-\-D  ^  0, 
X'x-]-B'y  +  C'z-\-î)'  =  0; 
d'où,  en  éliminant  x  eiy  par  (1),  les  quatre  conditions  : 

(  Aa  +  B^  +  C  =  0,  j  A'a  +  B'p  -f  C  =  0, 

\  Ap  +  Bq-\-b  =  0;  (  Ap'  +  BV;  -f  D'  =  0. 

D'ailleurs  on  peut  remplacer  les  deux  dernières  par  les  deux 
suivantes,  obtenues  en  dérivant  les  deux  premières  : 

(  Aa'  -f  Bb'  =  0, 
i  Ap'  +  Bq'  =  0. 
Pour  que  ces  équations  soient  compatibles  et  permettent  de  déter- 
miner A,  B  et  ensuite  C,  D,  il  faut  et  il  suffit  que  a'q'  —  b'p'  =  0. 

Si  cette  condition  a  lieu,  la  droite  (1)  engendre  une  surface  déve- 
loppable, à  moins  que  Ax  +  By  +  Cz  -|-  D  =  0  ne  se  réduise  à  un 
plan  fixe,  auquel  cas  la  droite  se  meut  dans  ce  plan. 
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358.  Equation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dèveloppables.  — 
Les  suriaces  dèveloppables  satisfont  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  qui  les  caractérise.  Considérons  l'ordonnée  z  comme  une 
fonction  de  œ,  y  sur  la  surface  ;  et  posons,  en  abrégé, 

_  dz         _  dz         _  d^         _    d'z  _  dH 

P  ~  ^'     "^^  ây'     ^'  "  dx^'     ^      dx  Oy'  ùy'' 

Le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice  ;  les 
coefficients  de  son  équation,  qui  est 

X,  -  z  -  V  \:^-  X)  -  q[-r,-  y)  =  0, 

en  particulier  p  et  q,  ne  dépendent  que  du  seul  paramètre  qui  définit 
la  position  de  la  génératrice  de  contact.  Donc  p  et  q  sont  aussi  fonc- 
tions l'un  de  l'autre  et  l'on  a,  par  le  théorème  général  sur  les  déter- 
minants fonctionnels  (n°  226), 

d  [X,  y) 
Donc  l'ordonnée  z  d'une  développable    satisfait  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  rt  —  i--  =  0. 

Réciproquement,  rt  —  s*  =■■  0  est  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d'une  développable.  En  effet,  elle  exprime  d'abord  que  p  et  q  sont 
fonctions  l'un  de  l'autre.  Mais  on  a  aussi 

r,  xr  +  ys 
s,  xs  -h  yt 

Donc  le  troisième  coefficient  (;:•  —  px  —  qy)  de  l'équation  du  plan 
tangent  est  aussi  fonction  du  premier  p.  La  ;surface,  qui  est  l'enve- 
loppe de  ses  plans  tangents,  est  donc  l'enveloppe  d'une  famille  de 
plans  à  un  paramètre  :  c'est  une  surface  développable. 

359.  Surfaces  applicables  sur  un  plan.  —  On  dit  que  deux  surfaces 
sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  lorsque  l'on  peut  établir  entre  leurs 
points  une  correspondance  telle  que  les  arcs  correspondants  aient 
même  longueur  sur  les  deux  surfaces.  Nous  allons  montrer  que  les 
surfaces  dèveloppables  peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété 
d'être  applicables  sur  un  plan. 

1*»)  Une  surface  développable  est  applicable  sur  un  plan. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  0  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface,  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s  de  cette  courbe. 
Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  point  0  seront  x\  y',  z',  en 


d  {p,  z  —  px  —  qy)  _ 

d  {x,y} 


=     y  {s^  —  rt)  =  0. 
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désignant  par  des  accents  les  dérivées  par  rappoit  à  s.  Les  coordon- 
nées i.  7),  Ç  d'un  point  M  de  celte  tangente  située  à  l;i  distance 
(positive  ou  négative)  u  du  point  0,  seront 

i  =  A-  +  iix',       Y)  .=  «/  4-  uy\        ^^24-  uz'. 

Telles  sont  donc  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
développable  exprimées  en  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
u  et  s. 

Cherchons  l'expression  de  la  différentielle  d^  de  l'arc  d'une  courbe 
tracée  sur  la  développable.  On  a 

do^  =  E  d'q-  =  ^  [{œ'  +  ux")  ds  +  œ'  du]-. 

Soient  R  le  rayon  de  courbure  et  ).,[ji,v  les  cosinus  directeurs  de  la 

normale  principale  de   l'arête  au   point  0.   On  a  x"  ==  X:R, 

Sa-''^  --  1  et  Jlx'X  =  0  ;  il  vient  donc 

d^'  =  (l  4-  ^)  rfs'  +  2  du  ds  -\-  dîi2  =.  {du  4-  ds)2  -\-  Ç~\\ 

Cette  expression  ne  dépend  que  de  la  relation  w  =  cp  {s)  qui  définit 
la  courbe  tracée  sur  la  surface  et  du  rayon  de  courbure  R  de  l'arête; 
nullement  de  la  torsion  de  celle-ci. 

Or  R  est  une  fonction  déterminée  f{s)  de  l'arc  ;  et  la  relation  R  =  f{s) 
est  aussi  Yéqiuition  intrinsèque  (n°  204)  d'une  courbe  plane  que  nous 
pouvons  construire.  Les  points  0'  de  cette  courbe  plane  correspon- 
dront aux  points  0  de  l'arête  et  les  rayons  de  courbure  correspon- 
dants seront  les  mêmes.  Concevons  maintenant  que  l'on  porte,  sur  la 
tangente  en  0'  à  cette  courbe  plane,  une  longueur  O'M'  égale  à  OM, 
donc  égale  à  m;  nous  déterminerons  ainsi  dans  le  plan  de  la  courbe 
(0')  un  point  iM'  que  nous  ferons  correspondre  au  point  M  de  la  déve- 
loppable. Ce  mode  de  correspondance  conserve  la  longueur  des  arcs, 
car  les  différentielles  de:  des  arcs  de  deux  courbes  correspondantes 
de  la  développable  et  du  plan,  définies  toutes  deux  par  la  même 
relation  u  =  (f{s),  auront  niême  expression  pour  ces  deux  courbes. 

La  démonstration  précédente  tombe  en  défaut  pour  le  cône  et  le 
cylindre,  mais  le  théorème  subsiste  comme  le  lecteur  peut  le  vérifier 
facilement  lui-même. 

2°  liéciproquement,  une  surface  applicable  sur  un  plan  est  déve- 
loppable. 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  des  points  du  plan  sur  lequel  on 
applique  la  surface.  Nous  pouvons  considérer  les  coordonnées  if,  y,  z 
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des  points  de  la  surface  comme  des  fonctions  de  celles  a,  [3  des  points 
correspondants  du  plan.  Les  longueurs  étant  conservées,  aux  droites 
qui  sont  les  lignes  les  plus  courtes  du  plan,  doivent  correspondre  les 
lignes  géodésiques  de  la  surface.  Faisons  varier  a,  ,3  sur  une  droite 
(D)  de  direction  arbitraire,  nous  pourrons  prendre  dcL  et  rf^  tous  deux 
constants  ;  alors  ds  =  \  d%^  -\-  (/[i^  qui  aussi  la  différentielle  de  l'arc 
de  la  géodésique  {g)  correspondante,  est  constant  également.  Les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  de  [g)  sont  [ds  étant 
constant)  proportionnels  à  d'^x,  d-y  et  d^z.  Mais,  d'autre  part,  puisque 
c'est  une  géodésique,  ils  sont  aussi  proportionnels  aux  coefficients 
directeurs  p,  q  ei  —  \  de  la  normale  à  la  surface  (n»  301).  On  a  donc, 
pour  da.  et  rf(3  constants,  les  ideiitités  en  a,  fi,  da  et  d§  : 

d'^x  +  p  dH  =  0,        d^y  -{•  qdH  ^  0. 
Remplaçons  dans  ces  deux  équations  d^x,  d^y  et  d^z  par  leurs 
expressions  développées  en  rfa*,  darfp  et  rf^^;  les  coefficients  de  da^, 
da.d^  et  d'^^  seront  nuls  séparément.  On  aura,  en  particulier,  par  la 
première  équation, 

et,  en  multipliant  respectivement  par  dcc,  d^  et  ajoutant, 

<t)-^pK^)-^--   ^^™^-.    <s!)  +  ^ll)=»- 

Il  résulte  de  ces  deux  identités  en  a,  (3  que  pd(~\  et  qd(~) 

sont  des  ditTérentielles  exactes,  ce  qui  n'a  lieu  que  si  p  et  q  sont  des 

dz 
fonctions  de -j-,  donc  d'un  même  paramètre  (').  Ainsi  p  et  q  sont 

fonctions  l'un  de  l'autre  et  la  surface  est  développable,  comme  on 
l'a  montré  au  n°  précédent. 

360.  Surfaces  réglées  en  général  et  propriétés  des  surfaces  gauches 
en  particulier.  —  Toute  surface  réglée  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  génératrice  G  qui  s'appuie  constamment  sur  une 
courbe  directrice  l\ 

Soient  x,  y,  z  les  cordonnées  d'un  point  de  la  directrice  r  expri- 
mées en  fonction  d'une  variable  indépendante  /  ;  rt,  b,  c  les  cosinus 

(*)  En  effet,  si  pdF  est  une  différentielle  exacte,  p  et  [>■  =  i  sont  deux 
facteurs  intégrant  de  dF  =  0,  donc  (no  133)^  =^  [jl  »  (F)  =  (f  (F). 
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directeurs  (fondions  de  /)  de  la  génératice  G  qui  passe  par  ce  i)oiul  /  ; 
M  la  distance  (positive  ou  négative)  d'un  point  M  de  G  au  point  x,  y,  z. 
Les  cordonnées  S,  ri,  s  du  point  M  de  la  génératrice  G  seront  données 
par  les  formules 

(G)  i  =  a-  +  ou,        fï  ^  y  +  bu,        ^  =  z  -{-  eu. 

Celles  $1,  Tjj,  ^j  de  la  génératrice  infiniment  voisine  menée  par 
le  point  [t  -\-  M]  de  la  directrice,  seront,  de  même, 

(G,)     il  =  ^1  -]-  aiMi,        -oi  =  Vi  +  biUi,        s;,  =  ^1  +  Ciîii, 
où  l'on  a 

Xi  -=  J-  -H  àa:,         ai  =  fl  +  ^a,         y^  =  y  -{-  ^y„.. 
Cherchons  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice  G  à  la  généra- 
trice infiniment  voisine  Gj.  Le  carré  de  la  distance  8  de  deux  points 
M  (i,  f],  Q  et  M,  (ij  -rii  Cl)  de  ces  deux  génératrices  a  pour  expression 
(4)        8=^  =  (il  -  i)2  +  (ni  -  -nY  +  {^f  -K)'  =  ^  (i,  -  i)^ 

Pour  obtenir  son  minimum,  il  faut  annuler  ses  dérivées  par  rapport 
aux  deux  variables  u  et  m,,  ce  qui  donne,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de 

S  (il  -  i)  a  =  0,        S  (il  -  i)ai  =  0. 
Mais  comme  Oi  =  a  +  ^a,...  ce  système  peut  être  remplacé  par 
le  suivant  : 

(5)  S(ii-i)fl  =  0,  i:(ii-i)  Aa=0. 
Faisons  dans  la  dernière  équation  les  substitutions 

$1  —  $  =  Aa:  -f  «1^1  —  <ïw  =  à.x  -\~  a  (Wj  —  u)  +  Mi  Aa,...  ; 
il  viendra 

S  Aa  ^x  +  WiS  Aa2  -{-  (m,  —  u)  SaAa  =  0. 
Divisons  par  AF  et  passons  à  la  limite;  en  désignant  par  des  accents 
les  dérivées  par  rapport  à  t  et  en  remplaçant  Mj  par  sa  limite  u,  il 
viendra  simplement 

^a'x'  4-  u  Jla'^  =  0, 
car  le  rapport  SaAa  :  ^t"  reste  fini  [llaa'  étant  nul  car  Sa^  =  \y  dq 
là,  la  valeur  de  u  : 

(6)  "  =  --W^- 

Celte  valeur  (positive  ou  négative)  de  u  détermine  sur  la  géné- 
ratrice G  un  point  0  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculsire  menée  à  la 
génératrice  infiniment  voisine  et  qu'on  appelle  \e  poiiit  central.  Le  lieu 
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de  ce  point  quand  la  génératrice  varie,  est  une  courbe  tracée  sur  la 
surftice  qu'on  ai)i)eiie  la  liipie  de  striction  de  la  surface.  Dans  le  ras 
particulier  où  la  surface  est  dûveloppable,  le  point  central  devient  un 
point-limite  et  la  ligne  de  sliiction  devient  Varéle  de  rebroussement  de 
la  développable. 

L'équation  (6)  montre  quelh.-  est  la  condition  pour  que  la  directiice  T 
soit  la  ligne  de  striction  ou  l'arête  de  rebroussement  ;  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

S  a'x'  --=  a'x'  +  b'y  +  c'z'  =  0. 

Déterminons  maintenant  les  cosinus  directeurs  \  [jl,  v  de  la  plus 
courte  dislance  o.  A  cet  eiïet,  remplaçons  dans  les  équations  (5) 
$1  —  ;,...  par  les  quantités  proportionnelles  X...;  elles  deviennent 
2  \a  =  0,  IX^a  =  0.  On  en  lire,  par  les  propriétés  des  fractions 
égales,  en  désignant  par  cp  l'angle  des  deux  génératrices  intîniment 
voisines  G  et  G,, 

.m  ^  ^  ^ 1 =±-i- 

^  '        b  ^c  —  c  ^b        f  Art  —  a  Ac        aùs^b  —b£ia  sin  ?' 

car  on  sait,  par  la  géométrie  analytique,  que 

S  >.2  =  1         et         l:{b^c  —  c  ^b)^  =  sin»  cp. 
Enfin  la   plus  courte   distance  5  elle-même  est  fournie  par  la 
relation 

0  -  2 1%  —  $)  =  2  A  {^x  +  a,u^  —  flM)  =  S  X  Aj;  ; 

ou,  en  remplaçant).,  p.,  v  par  leurs  valeurs  ^7), 


±  -4—  S  ^x  ib^c  —  c^b)=±-J- 

sin  cp  ^  '  sm  ' 


^a 

A^ 

^b 

^y 

^c 

àz 

On  peut  donner  à  cp  le  signe  qu'on  veut  et,  par  conséquent,  déter- 
miner ce  signe  en  prenant  toujours  le  signe  +  dans  l'équation 
précédente.  Nous  écrirons  ainsi,  en  abrégé,  o  sin  cp  =  [a,  Aa,  Ax]; 
et,  en  développant  jusqu'aux  ternies  du  troisième  ordre,  on  aura 

1  4 

8  sin  cp  =  fa,  da,  dx\  -\-  ^  [a,  d-a,  dx]  -f  à"  [«»  ^^^^  ^^^"J  +  ••• 

1 

=  [a,  da,  dx]  -\-  ^  d[a,da,dx]  +  ... 

Le  facteur  sin^  qui  a  pour  valeur  principale  V^  (''^^c  —  cd^)- ou 
Vrfû*  +  db-  -f  dc^  est  du  premier  ordre.   La  condition  pour  que  la 
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surface  soit  développable  (ou  pour  que  8  soit  d'ordre  supérieur  au  pre- 
mier) est  donc 

[a,  da,  dx]  =■  0. 

Mais  alors  la  différentielle  de  ce  déterminant  s'annule  aussi,  de  sorte 
que  8  est  du  troisième  ordre.  Donc,  dans  une  surface  développable,  la 
distance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  est  du  troisième  ordre. 

Supposons  maintenant  la  surface  gauche.  Divisons  l'avant-dernière 
équation  par  sin^cp  et  passons  à  la  limite  ;  il  vient 

/o\  lim       ^      ^        ^"'  ^^'  ^^'1        _      i«.  "'.  ^']      _  IL 

^  '  sin^  9       rffl2  +  db'-  +  de'  "  a'^  +  b'^  +  c''        ' 

k  désignant  une  quantité  de  signe  déterminé,  variable  d'une  généra- 
trice à  l'autre,  nommée  paramètre  de  distribution. 

Ce  paramètre  joue,  dans  la  théorie  du  plan  tangent  aux  surlaces 
gauches,  un  rôle  important  que  nous  allons  mettre  en  lumière.  Pour 
plus  de  simplicité,  prenons  la  génératrice  G  pour  axe  des  z.  Les 
équations  de  G  et  G,  seront 

:  i  =  0,  /  i,  =  /Ir  +  «1  ^a, 

(G)  N,  =  0,         (G.)  Ml  =-  Aï/  +  Ml  àb, 

(  î;  =  M,  [Kr  =  ^z4-  M,  (1  +  Ac). 

D'ailleurs  Ac  est  du  second  ordre,  car  le  paramètre  t  de  (G)  rendant 
c  égal  à  1  (donc  maximum)  annule  c'. 

Pour  simplifier  davantage  encore,  plaçons  l'origine  au  point  central 
de  Oz  et  menons  le  plan  zx  tangent  à  la  ligne  de  striction.  On  aura, 
de  plus,  pour  la  valeur  particulière  t  du  paramètre  de  G,  les  deux  con- 
ditions a'x'  +  b'y'  +  c'z'  =  0  et  y'  =  0,  qui  se  réduisent  (c'  étant  nul 
et  a;'  ne  l'étant  pas)  ii  a'  —  0  eiy'  =  0. 

En  détînitive,  les  équations  de  la  génératrice  (GJ  deviennent,  en 
éliminant  m,  et  ne  gardant  que  les  termes  du  premier  ordre, 

(Gi)  ^1  =  dx,        r.i  =  ^,  db. 

Arrivons  maintenant  au  plan  tangent  en  un  point  de  G.  Il  sera 
déterminé  jiar  la  génératrice  G  elle-même  et  une  autre  tangente. 
Par  exemple,  le  plan  tangent  au  point  central  (ou  ]e  plan  central)  sera 
le  plan  xz  qui  contient  G  et  la  tangente  à  la  ligne  de  striction. 

Soit  M  un  autre  point  de  G  à  la  distance  u  du  point  central.  On 
peut  y  déterminer  le  plan  tangent  par  l'angle  1  qu'il  fait  avec  le  plan 
central,  et  c'est  le  même  angle  que  celui  que  fait  avec  Ox  la  tangente 


y 
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MT  perpendiculaire  à  Oz  (fig.  9).  Cette  tangente  s'appuyant  au 
point  T  (qi,  ■r\i,  2^1  ^  u)  (le  la  génératrice  G,,  on  lire  iinniédiatennent 
des  équations  approchées  de  G,  (le  sens 
positif  pour  <}'  étant  de  Ox  veis  Oy) 
,_•/!,_  udb  b'   _u 

car  [y  valeur  (8)  du  paramètre  de  dis- 
tribution se  réduit  à  b'  :  x'  par  les 
hypothèses  a'=b  =  a'=c'  =  0 
et  c  =  1.  De  là,  le  théorème  de  Chas- 
les  :  La  tangente  de  l'inclinaison  du 
plan  tangent  sur  le  plan  central  varie,  .        ^^ë  9. 

sur  chaque  génératrice,  proportionnellement  à  la  distance  du  point  de 
contact  au  point  central. 

361.  Interprétation  du  signe  du  paramètre  de  distribution.  —  Ce 
signe  déterminé  par  la  formule  (8),  correspond  à  une  propriété  de  la 
surface.  En  effet,  gardons  les  axes  considérés  en  dernier  lieu;  on  a 
tg  •}  =  u  :  k.  Donc,  si  le  point  M  s'éloigne  sur  l'axe  des  z  positifs, 
tg  "j/  croît  avec  u  en  valeur  absolue  et  a  le  signe  de  k.  Si  le  paramètre 
k  est  positif,  'J'  augmente  et  un  observateur  situé  sur  Oz  qui  voit  venir 
à  lui  le  point  iM,  voit  donc  tourner  le  plan  tangent  (et  avec  lui  la 
normale  à  la  surface)  dans  le  sens  de  Ox  vers  Oy  c'est-à-dire  dans  le 
sens  positif.  Si  l'on  renverse  la  position  de  l'observateur  et  le  sens  du 
mouvement,  les  appparences  resteront  les  mêmes.  Si  k  était  négatif, 
les  apparences  seraient  inverses.  D'où  la  règle  suivante. 

Un  observateur  placé  sur  une  génératrice  Oyi  et  qui  voit  venir  le  point 
M,  verra  tourner  la  normale  en  ce  point  dans  le  sens  positif  ou  dans  le 
sens  r.égatif  selon  que  k  est  positif  ou  négatif. 

Le  sens  positif,  qui  est  celui  de  la  rotation  de  Ox  vers  Oy  pour  un 
observateur  situé  sur  Oz,  est  ordinairement  celui  de  la  rotation  des 
aiguilles  d'une  montre 

362.  Congruences  de  droites.  —  Considérons  une  congruence  de 
droites 

(9)  X  =  az  +  p,        y  =  bz  -{-  q, 

les  coefficients  dépendant  de  deux  paramètres  a,  p  et  rappelons-nous 
les  résultats  généraux  du  n°  35o. 

Toutes  les  droites  D  de  la  congruence  sont  tangentes  à  une  même 
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surface  S  que  l'on  appelle  la  surface  focale.  Les  points  où  la  droite 
D  touche  S  sont  ses  points  focaux.  Pour  trouver  ces  points,  on  con- 
sidère la  droite  D  comme  faisant  partie  d'une  famille  à  un  paramètre, 
au  moyen  d'une  relation  (3  =  cp(a)  compatible  avec  les  paramètres  de 
D  et  telle  qu'il  y  ail  des  points-lmites  sur  1).  Ces  points-limites  sont 
les  points  focaux. 

Pour  les  obtenir,  il  faut  combiner  les  équations  (9)  avec  leurs 
dérivées  totales  par  rapport  à  a  : 

(10)  0  =  a'z  +  p',        0  =  b'z  -{-  q', 

et  choisir  cp(a)  de  manière  que  ces  équations  soient  compatibles, 
c'est-à-dire  par  la  condition 

b'p'  =  0, 


(11) 

a'q'  ■ 

ou  l'on  a 

()a       da  Q, 

Substituant  ces  valeurs,  la  condition  (11)  prend  la  forme 

(12)  P  p'>^  +  Q  (3'  -{-  R  =  0 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  de  a,  (3.  Cette  équation  du 
second  degré  a,  en  général,  deux  racines 

(13)  P'  =  cp,(a,(3),         ^'  =  (p,(«,p). 

Portant  ces  valeurs  de  ^'  dans  les  équations  (10),  on  obtient  deux 
valeurs  correspondantes  pour  z.W  y  a  donc,  sur  chaque  génératrice 
de  la  congruence,  deux  points  focaux  Fj  et  Fg  et  la  surface  focale  S 
se  compose  de  deux  nappes  Si  et  Sg  dont  chacune  est  touchée  en  un 
point  par  chaque  génératrice  de  la  congruence. 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  résolvent  la  question  de  faire 
passer  par  une  droite  D  de  la  congruence  une  surface  développable 
dont  les  génératrices  appartiennent  à  la  congruence.  11  faut,  en  eff'et, 
pour  cela,  poser  une  relation  (3  =  cp  (a),  vérifiée  par  les  coordonnées 
de  D  et  telle  qu'on  ait  la  relation  (11),  donc  aussi  les  relations  (12)  et 
(13).  Les  équations  dilïérentielles  (13)  déterminent  complètement 
deux  relations  p  =  cp(a)  satisfaisant  aux  conditions  du  problème.  De 
là,  la  conclusion  suivante  : 

//  existe  deux  surfaces  développables  Aj  et  Ag  passant  par  une  généra- 
trice arbitraire  et  formées  de  droites  de  la  congruence. 

Les  points  focaux  Fj  et  Fj  de  la  génératrice  D  sont  ceux  où  cette 
génératrice  touche  respectivement  les  arêtes  de  rebroussement  Aj  et 
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Aï  des  deux  développables  Aj  et  Aj.  Ces  arêtes  sont  donc  situées 
respectivement  sur  les  nappes  Sj  et  Sj  de  la  surface  focale,  qui  est 
leur  lieu  géométrique. 

Considérons,  en  particulier,  la  développable  A,  engendrée  par  une 
suite  de  génératices  D,  D',  D",...  (fig.  10).  Les 
points  focaux  successifs  F,,  F/,  F/',...  dessinen», 
sur  S,  l'arête  de  rebroussement  Aj  ;  les  points 
focaux  F2,  F2',  Fg",...  dessinent  sur  Sg  une  autre 
courbe  de  A,,  qui  n'est  pas  tangente  à  la  droite  D. 
Donc  D  et  la  tangente  à  cette  courbe  déterminent 
le  plan  tangent  à  la  développable  au  point  Fg 
(donc  le  long  de  D)  et  aussi  le  plan  langent^à  Sg  ^'S-  ^^ 

au  même  point  Fo.  Donc  ces  deux  plans  tangents  coïncident,  et  l'on 
a  le  théorème  suivant  : 

Les  plans  tangents  à  la  surface  focale  aux  points  focaux,  ou  les 
plans  focaux,  sont  les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui 
passent  par  chaque  génératrice. 

De  là  cette  autre  conclusion  : 

Chacune  des  deux  développables  qui  passent  par  une  génératrice  D 
de  la  congruence  a  son  arête  de  rebroussement  sur  une  des  nappes  de 
la  surface  focale  et  est  circonscrite  à  l'autre  nappe. 

Remarque.  —  Ces  conclusions  générales  supposent  que  les  points 
focaux  F,  et  Fg  ne  soient  pas  confondus  et  que  chacun  d'eux  décrive 
une  surface,  ce  qui  est  évidemment  le  cas  normal.  Mais,  il  peut  y 
avoir  des  exceptions.  Si  l'un  des  points  focaux,  par  exemple,  était 
fixe  ou  se  mouvait  sur  une  courbe,  une  des  deux  nappes  de  la  surface 
dégénérerait  dans  un  point  ou  dans  une  courbe,  et  les  conclusions 
précédentes  lomberait^nt  partiellement  en  défaut.  Nous  en  verrons 
un  exemple  remarquable  fourni  par  la  congruence  des  normales  à  une 
courbe  gauche  (n°  367). 

363.  CongTuences  de  normales  à  une  surface.  —  Demandons-nous  si 
les  droites  d'une  congruence  arbitraire 

(14)  a;  =  az  -f  p,         y  =  bz  -\-  q, 

restent  normales  à  une  même  surface,  les  coefficients  a,  p,  b,  q  étant 
donc  fonctions  de  deux  paramètres  a  et  p. 

S'il  en  est  ainsi,  les  coordonnées  x,  t/,  z  des  points  de  la  surface 
seront  des  fonctions  de  a  et  de  p  assujetties  à  vérifier  les  équations 
précédentes.  Mais,  de  plus,  tout  déplacement  dx,  dy,  dz  sur  la  surface 
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devant  être   normal  à  la  droi*e  (14),  on  aura  la  condition  (x,  y^  z  étant 
fonctions  de  a,  p) 

a  dx  -^  h  dy  -{-  dz  =  0; 

ou,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  tirées  de  (14), 

(rt«  +  b-  -\-  \)dz  ^  z  [a  da  ■\-  b  db)  -\-  a.  dp  -^  b  dq  =  0, 

ce  qui,  après  division  par  \\  -\-  a*  -\-  b^,  peut  s'écrire  plus  simplement 

a  dp  -\~  b  dq 


^(,Vl+a^  +  .'^)  +  ^^-^,-^, 


0. 


C'est  une  équation  aux  diflérentielles  totales  entre  xr,  a  et  p  qui  doit 
servir  à  déterminer  z.  Mais,  pour  que  cette  détermination  soit  possible, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que 

adp  -\-  b  dq 

Vi  +  «' +^ 

soit  une  différentielle  totale  exacte.  Cette  condition  entraîne  une  l'elation 
entre  les  quatre  fonctions  a,  b,  p  eX  q  de  a,  p.  Donc  il  n  existe  pas,  en 
général,  de  surface  normale  aux  droites  d'une  congruence  donnée. 

La  condition  que  nous  venons  de  trouver  est  susceptible  d'une  inter- 
prétation géométrique  très  remarquable  Prenons  comme  variables 
indépendantes  les  coordonnées  p  et  q  diW  pied  de  le  droite  D  sur  le  plan 
xy  (').  La  condition  d'intégrabilité  deviendra 

_è[_/ a_ \  _d_/'  b 


dq\\^\  +  ff2 -I- 62  J      dp\\li  4_  a' _(-  ô2 
D'autre  part,  l'équation  (11)  deviendra 

dq  ^  \dp  dqj  dp 

et  les  deux  racines  q'  et  q!^  de  cette  équation  seront  les  coefficients 
angulaires  dans  le  plan  xy  des  courbes  d'intersection  par  ce  plan  des 
deux  développables  passant  par  D.  Les  deux  plans  tangents  à  ces 
développables  le  long  de  D,  devant  contenir  D  et  l'une  de  ces  tangentes 
respectivement,  auront  pour  équations 

q[  {x  —  az—p)  =  {y-bz  —  q),       q[  [x  —  az  —  p)  --  (y  —  bz  —  q). 

La  condition  de  perpendicularité  de  ces  deux  plans  est 

1  +  62_a5  (^;  4.  q'^)  +  ^;  ^J  (i  +  «2)  =.  0 

(1)  Ceci  est  permis.  En  effet,  si  />  et  $  étaient  liés  par  une  relation,  le  plan 
xy  couperait  la  congruence  suivant  une  courbe  et.  pour  éviter  ce  cas, on  chan- 
gerait d'axes  coordonnés.  Il  est  d'ailleurs  impossible  que  la  congruence  soit 
coupée  suivant  une  courbe  par  un  plan  quelconque,  sinon  elle  se  réduirait  à 
une  surface  réglée  ou  à  un  plan. 
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et  (en  remplaçant  les  racines  par  leurs  valeurs) 

Or  cette  condition  coïncide  avec  celle  (15)  d'intégrabilité.  La  condition 
d'intégrabilité  est  donc  que  les  deux  dévelofipables  passant  par  une 
même  génératrice  se  coupent  normalement.  Ou  a  donc  le  théorème 
suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  congruence  de 
droites  soit  une  congruence  de  normales,  est  que  les  deux  plans  focaux 
d'une  génératrice  quelconque  soient  rectangulaires. 

§  7.';^ Application  aux  oourbes  gauches. 
Surface  polaire.  Développées. 

364.  Surface  polaire.  —  Etant  donnée  une  courbe  gauche 

la  surface  polaire  est  l'enveloppe  des  plans  normaux.  C'est  donc  une 
surface  développable.Pour  obtenir  les  équations  d'une  caractéristique, 
il  faut  combiner  l'équation  du  plan  normal  et  sa  dérivée  par  rapport 
à  t.  Cette  droite,  dont  les  équations  sont  donc 

[\-x)x'  +  (Y-i/)2/'  +  (Z-z)2'  =  0, 
(X  —  X)  x"  +  (Y  -  y)  y"  +  [Z  —  z)  z"  =  x'^  -hy"  +  ^'\ 

s'appelle  di'oite  polaire  ou  axe  du  plan  osculateur  ou  encore  axe  de 
courbure.  Elle  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur,  car  ses  coeffi- 
cients de  direction  y'z"  —  z'y"  ^^  A,...  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
la  normale  à  ce  plan.  En  joignant  aux  équations  de  l'axe  de  courbure 
celle  du  plan  osculateur,  A  (X  —  x)  +  •••  =  0,  on  obtient  les  trois 
équations  qui  déterminent  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  centre  de  cour- 
bure (t.  I,  n°  74).  Donc  :  Le  centre  de  courbure  est  à  Vintersection 
du  plan  osculateur  par  l'axe  de  courbure. 

Les  équations  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire 
s'obtiennent  en  ajoutant  aux  deux  équations  d'une  caractéristique  la 
suivante,  obtenue  en  dérivant  une  fois  de  plus, 
(X  —  x)  x"'  +  (Y  —  2/)  y"'  -f  (Z  —  ît)  z'"  =  3  [x'x"  +  y'y"  -\-  z'z"). 

365.  Sphère  osculatrice.  —  L'équation  d'une  sphère  (de  centre 
X,  Y,  Z  et  de  rayon  R  arbitraires)  renferme  quatre  paramètres  qui 
permettent  d'obtenir  avec  la  courbe,  en  un  point  donné  t,  un  contact 
du  troisième  ordre.  Les  éléments  X,  Y,  Z  et  R  de  la  sphère  oscula- 
trice seront  déterminés  par  les  quatre  équations  : 
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^(t)  =^{x-  X)2  +  (y  _  Y)2  +  (^-  -  Zf  -  R^  =  0, 

r{t)  =  f  "  (0  =  0. 

Les  trois  équations  <]>'  =  t}'"  =  <|'"'  =  0  qui  déterminent  X,  Y,  Z  sont 
les  mêmes  que  celles  qui  déterminent  les  coordonnées  du  point  où  la 
droite  polaire  touche  son  arête  de  rebrous.-ement  et  que  nous  avons 
écrites  au  n»  précédent.  Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

L'arête  de  rehroiissement  de  la  surface  polaire  est  le  lieu  géométrique 
du  centre  de  la  sphère  osculalrice. 

366  Développées  des  courbes  gauches.  —  On  appelle  développée 
d'une  courbe  donnée  toute  courbe  qui  est  une  enveloppe  de  normales, 
ou  toute  courbe  dont  les  tangentes  viennent  rencontrer  normalement 
la  courbe  donnée. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  courbe  gauche 
qu'on  obtient  pour  la  valeur  t  du  paramètre;  $,  ri,  ^  celles  du  point 
N  correspondant  de  la  développée  ;  <y  l'arc  de  la  développée  compté 
positivement  dans  le  sens  MN  ;  p  la  distance  MN.  Les  équations  du 
problème  sont 

d^    _    dy]    _    dç     _  rfa 

k  —  x~ri  —  y~^  —  z~~y 

(2)  (S  -x]dx-]-  (Ti  -  y\  dy  ^(^^-z)dz-0. 

Il  y  a  donc  trois  relations  distinctes  pour  déterminer  $,  r,,  ç  en 
fonction  de  /.  Commençons  par  établir  quelques  propriétés  de  la 
développée.  Différentions  l'équation 

{^-xr-^{n-yf-\-  ((:_^)-3=p2 
en  ayant  égard  à  (2)  ;  il  vient 

i^-x)  rf$  +  (,-  t/)rfr.  -i-Ç:-z)d^  =  (>dp 
et,  en  remplaçant  d^,...  par  leurs  valeurs  (1), 

Kl  -  xY  +  (-0  -  yf  H-  (C  -  m  y  =  P  «^P.     cl'où     d^  =  d^. 

Donc  la  longueur  d'un  arc  de  la  développée  est  égale  à  la  di0rence 
de  longueur  des  normales  à  la  courbe  tangentes  à  ses  extrémités. 

Différentions  l'équation  (2)  en  tenant  compte  de  la  relation 
I.  dldx  =  0  qui  résulte  immédiatement  de  (1)  et  (2);  il  vient 

(3)  (i  —  X) d'x  +  (r,  —  y)  d'y  -\-  (Ç—  z)  dH-  =  ds\ 
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Mais  les  équations  (2)  et  (3)  sont  celles  de  l'axe  de  courbure  du 
point  M.  Le  poi.it  N  où  la  normale  MN  touche  la  développée  est  sur 
cet  axe  ;  donc  toutes  les  développées  d'une  courbe  sont  tracées  sur  sa 
surface  polaire. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  analytique 
des  développées. 

Soit  Z  le  centre  de  courbure  au  point  M  ;  menons 
le  rayon  de  courbure  R  =■  MZ  et  l'axe  de  courbure  ZN 
(fig.  H).  Le  segment  ZN  sera  considéré  comme  positif 
dans  le  sens  de  la  binormale  de  direction  (X,  Y,  Z)        pj     ^^^ 
et  comme  négatif  en  sens  contraire. 

Désignons  enfin  par9f— ^<8<^j  l'angle  que  fait  la  normale 

MN  avec  la  normale  principale  MZ,  angle  considéré  comme  positif  ou 
négatif  en  même  temps  que  ZN.  On  aura,  en  grandeur  et  en  signe, 
ZN  =  Rtg9. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  N,  écrivons  que  les  projec- 
tions de  MN  sur  les  axes  sont  égales  à  celles  du  contour  MZN  ;  nous 
trouvons 

/   $-^  =  R(X  +  Xtg9), 
(4)    I    ■^_^  =  R(,^  +  Ytge), 


(   ^-^=R(v  +  ZtgO). 


Il  suffit,  pour  obtenir  les  équations  d'une  développée,  de  connaître 
la  valeur  de  h  en  fonction  de  t.  A  cet  effet,  désignons,  en  abrégé,  par 
T  la  valeur  commune  des  rapports  (1)  ;  la  relation  d'z  =  -  {'^  —  x) 
devient,  en  y  remplaçant  dï  et  ?  —  x  par  leurs  valeurs  tirées  de  (4), 


dx 


+  dR('  +  Xtg9)  +  R(dX  +  rfXtgO+^J  =  TR(X  +  Xtg6). 


Divisons  par  ds  et  substituons  les  valeurs  tirées  des  formules  de 
Frenet  {t.  I,  n»  284)  : 

ds      "'  ds  ~      R       T'         ds  ~  T' 

il  vient,  en  réduisant, 
.  ^  rfR  -  tR   ,   R  tg  e-N   ,   ^  ^  rfR  -  tR    ,    ft      R  .       R  rf6    N      . 
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—  418  — 

Cette  équation  en  donne  deux  autres  analogues  par  les  permuta- 
tions circulaires  (X,  p.,  v),  (X,  Y,  Z).  En  multipliant  respectivement 
les  trois  équations  par  X,  a,  v  el  ajoutant,  puis  par  X.  Y,  Z  et  ajou- 
tant, on  voit  que  les  trois  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes  : 

rfR-  tR       R_ig^  _  rfR-TR ,  ^ ,  _  R  ,      RrfQ     _  ^ 

ds        "^     T         "'  ds       ^         T^  cos''  8  ds      "' 

jp ^-p 

qui  déterminent  -  et  6.  Eliminant ^-^ — ,  on  obtient,  pour  déter- 
miner 6,  l'équation 

En  définitive,  9  est  déterminé  par  une  quadrature 

(5)  ^'='^°  +  £t' 

t  étant  la  variable  d'intégration,  La  valeur  initiale  9o  reste  arbitraire. 
Si  l'on  porte  la  valeur  (5)  dans  (4),  on  obtient  les  équations  d'une 
infinité  de  développées,  différant  par  la  valeur  initiale  6o. 

La  formule  (5)  conduit  à  une  conséquence  importante.  Si  l'on  con- 
sidère deux  développées  différentes  (6)  et  (6')  engendrées  par  les  deux 
normales  MN  et  MN',  on  tire  de  (5) 

e  _  6'  =  Oo  —  Go' 

Donc,  si  deux  normales  MN  et  MN'  engendrent  des  développées,  elles 
font  entre  elles  un  angle  constant. 

Bédproquement,  si  la  normale  MN  a  une  enveloppe,  la  normale  MN' 
en  a  une  aussi,  pourvu  qu'elle  fasse  un  angle  constant  avec  MN. 

Bemarque.  —  Si  la  courbe  est  jilane,  la  torsion  1  :  T  est  nulle  et  9 
se  réduit  à  %.  Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  comme  plan  xy,  on 
a;j  =  v^-X  =  Y=^OetZ  =  l;les  formules  (4)  devieiment 

',  =  x  +  B.\         ri  =  y  +  Rii,         C  =  RtgOo. 

Or  $,  T,  sont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Par  consé- 
quent, les  développées  sont  les  hélices  qu'on  obtient  en  prenant,  sur 
chaque  normale  au  plan  de  la  courbe  élevée  au  centre  de  courbure, 
une  longueur  proportionnelle  au  rayon  de  courbure  correspondant. 

La  développée  ordinaire  s'obtient  en  faisant  Oo  =  0  et  elle  est 
l'enveloppe  des  normales  principales.  Mais  on  observe  que  les  cour- 
bes planes  sont  les  seules  dont  les  normales  principales  aient  une 
enveloppe,  car  la  formule  (5)  montre  que  8  ne  peut  être  constant  que 
si  la  torsion  est  nulle. 
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367.  CongTuence  des  normales  à  une  courbe.  —  La  théorie  des 
développées  se  rattache  à  celle  dos  congruences  de  droites  (11°  302),  car  les 
normales  à  une  courbe  sont  les  génératrices  d'une  congruence  de  forme 
particulière.  E*ar  chaque  normale  à  la  courbe,  on  peut  faire  passer  deux 
développables.  La  première  Aj  est  le  plan  normal  ;  son  arête  de  rebrous- 
semont  se  réduit  au  point  M  de  la  courbe  autour  duquel  tourne  la  nor- 
male qui  engendre  ce  plan.  La  seconde  A^  est  une  développable  propre- 
ment dite  ;  son  arête  de  rebrousseraent  Aj  est  une  développée.  La  nappe 
Sj  de  la  surface  focale  se  réduit  au  lieu  du  point  M  et  dégénère  dans 
une  courbe  :  la  courbe  proposée.  Mais,  chaque  plan  normal  A,  étant 
circonscrit  à  l'autre  nappe  Sj  de  la  surface  focale,  cette  nappe  est 
l'enveloppe  du  plan  normal  ou  la  surface  polaire.  Les  développées 
sont  donc  sur  la  surface  polaire,  comme  on  l'a  montré  directement 
dans  le  n°  précédent. 


CHAPITRE  IX. 

Lignes  tracées  sur  une  surface. 


§  1.  Courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 

368.  Formule  fondamentale.  —  Il  s'agit,  dans  ce  chapitre,  d'étu- 
dier, en  un  point  M  d'une  surface  S,  la  courbure  des  lignes  tracées 
sur  la  surface  et  passant  par  ce  point.  Les  axes  seront  supposés  rec- 
tangulaires. 

Mettons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

z  =  f{x,  y). 

Il  sera  entendu  que  z  et  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres  sont  des  fonctions  déterminées  et  continues  des  deux  variables 
X  et  y.  Nous  poserons,  en  abrégé, 

_  dz  _   d^  _  âH_  _    dH  _  _^ 

Menons  la  normale  MN  au  point  M{x,  y,  z)  de  la  surface  dans  le 
sens  où  elle  fait  un  angle  aigu  avec  Oz.  Ses  cosinus  directeurs  seront, 
sans  ambiguïté  (le  radical  étant  positif), 

—p  —g  +1 

Vl  +  ]f  +  (f  '       V4  +  f  +  (f  '       Vl  +  îf  +  </'  ' 

Soient  maintenant  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  MT 
au  point  M  à  une  courbe  ((-)  de  la  surface.  Les  droites  MT  et  MN  étant 
rectangulaires,  on  a  la  relation 

pcL  +  </(3  —  Y  =  0. 

Différentions-la  pour  un  déplacement  sur  la  courbe  (C)  ;  il  vient 

pda  4-  çdp  —  rfy  +  adp  +  '^dq  =  0. 

Divisons  par  la  difiérentielle  ds  de  l'arc  de  la  courbe  (C)  et  substi- 
tuons les  valeurs 

da  _  X  dp  _   |JL  dy   _  V  . 

~ds'~'K'       ~ds~~'R'        ds    ~T' 
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dp        rdx-\-sdy  ,     r,  dq        „     ,   ,q 

— f-  = ^  =  m  +  6-3,  —p-  =  sa  -\-  ta, 

ds  ds  '     '  ds  '  ' 

où  A,  IX,  V  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale,  et  R 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (C)  ;  il  viendra 

Pl±mZZl  +  ra-.  -t-  2sa(3  +  /fi'^  =  0. 

Or,  si  0  désigne  l'angle  de  la  normale  MN  à  la  sin-face  S  avec  la  nor- 
male principale  à  la  courbe  (C),  on  a 

—  //a  —  qix  +  V 

COS  0  =    1/.     1       ..  -, ~    y 

ce  qui  conduit  à  la  formule  fondamentale 

COS  0        rcc  +  2sa;i  +^ 


(1) 


R  Vl  +  f  +  f 


369.  Théorème.  —  Une  courbe  tracée  sur  la  surface  a  même  rayon 
de  courbure  au  point  M  que  la  section  plane  déterminée  dans  la  surface 
par  son  plan  osculateur. 

En  effet,  ces  deux  courbes  ayant  même  tangente  et  même  normale 
principale  au  point  M,  les  quantités  0,  a  et  [j  ont  mêmes  valeurs  pour 
les  deux  courbes  et  la  formule  (1)  iournlt  la  même  valeur  pour  R. 

Ce  théorème  ramène  l'étude  de  la  courbure  des  courbes  quel- 
conques à  l'étude  de  celle  des  sections  planes. 

370.  Théorème  de  Meusnier.  —  Le  rayon  de  courbure  d'une  section 
oblique  en  un  point  M  de  la  surface,  est  la  projection  sur  le  plan  de  cette 
section  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  a  même  tangente 
en  M. 

Le  rayon  de  courbure  R'  d'une  section  normale  étant  normal  à  la  sur- 
face, on  a  COS  6  =  i:  1  selon  que  R'  est  dirigé  suivant  MN  ou  en  sens 
contraire.  Le  premier  membre  de  (1)  se  réduit  donc  à  ±  1  :R',  mais  on 
peut  admettre  qu'il  se  réduit  à  1  :  R',  à  condition  de  considérer  R' 
comme  positif  dans  le  sens  MN  et  comme  négatif  dans  l'autre  sens. 
Moyennant  cette  convention,  si  l'on  appelle  R'  le  rayon  de  la  section 
normale  qui  a  pour  tangente  MT,  l'équation  (1),  dont  le  second  membre 
est  indépendant  de  9,  donnera 

-^  =  ^,  d'où  R  =  R'  COS  0.         C.  Q.  F.  D. 
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Ce  théorème  nous  ramène  à  l'étude  de  la  courbure  des  sections 
normales.  Celle-ci  a  été  faite  par  Euler. 

371.  Equation  d'Euler.  Sections  et  directions  principales.  —  Plaçons 
maintenant  l'origine  des  coordonnées  au  point  M  et  prenons  la  nor- 
male MN  pour  axe  des  z,  donc  pour  plan  xy  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face. On  aura  p  =  q  =  0,  Pour  une  section  normale,  la  formule  fon- 
damentale se  réduira  (avec  la  convention  faite  sur  le  signe  de  R)  à 

(2)  -^  =  ra*  -f  2sof(3  +  t^\ 

Soit  w  l'angle  de  la  tangente  MT  à  la  section  avec  l'axe  des  x  ;  il 
vient,  par  une  transformation  facile, 

1 

__  z=  r  cos'w  +  25  cos  w  sin  (0  +  f  sin^  w 
II 

=  — - — \ s—  cos  2w  +  s  sin  2u). 

Cette  équation  montre  que  1  :  R  est  une  fonction  continue  et  limitée 
dew  :  elle  a  donc  au  moins  un  maximum  et  un  minimum.  On  les 
trouvera  en  cherchant  les  valeurs  de  w  qui  annulent  la  dérivée  par 
rapport  à  w,  c'est-à-dire  en  cherchant  les  racines  de  l'équation 

tg2w  = 


r—t 


Cette  équation  donne  pour  w  deux  directions  rectangulaires.  Pre- 
nons-les pour  axes  des  x  et  des  y  ;  l'équation  précédente  ajant  pour 
racine  w  =  0,  il  faudra  que  s  =  0,  et  l'équation  (2)  se  réduira  à 

-D-  =  '''  cos^w  4- 1  snr  w. 

Soient  Rj  le  rayon  de  courbure  de  la  section  w  =  0  ;  Rj  celui  de  la 
section  w  =  -^  ;  nous  aurons  1  :Ri  =  r  et  1  :  Rg  =  f.  Nous  obtenons 
ainsi  Y  équation  d'Eulei' 

„.  1        cos^w       sin'^w 

^^^  R'=~Rr"^~R7* 

Les  deux  directions  rectangulaires  que  nous  venons  de  considérer 
correspondent  aux  sections  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure. 
Celles-ci  s'appellent  les  sections  principales.  Les  plans  de  ces  sections 
sont  les  plans  principaux.  Les  rayons  de  courbure  Ri  et  Rg  de  ces  sec- 
tions sont  les  rayons  de  courbure  principaux.  Les  centres  de  courbure 
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correspondants  sont  les  centres  de  courbures  principaux. Les  directions 
des  tangentes  aux  sections  pnncii)ales  sont  les  directiuns  principales. 
L'équation  d'EuIer  ne  déj)en'J.  plus  en  rien  des  axes  coordonnés 
et  elle  exprime  une  propriété  de  la  surface.  Elle  fait  dépendre  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  de  l'angle  que 
fait  le  plan  de  cette  section  avec  celui  d'une  section  principale  et  des 
rayons  de  courbure  principaux. 

372.  Courbure  moyenne,  —  Soient  R'  et  R"  les  rayons  de  courbure 
de  deux  directions  rectangulaires  w  et  w  +  u  :  2  ;  on  aura,  par  la 
formule  d'Euler, 

1   _  cos'o)       sin-G)  1    _  sin-oj      cos-w 

par  conséquent, 

R'  "^  R"  ~  Ri       Rg* 

Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  rectangulaires  est  con- 
stante au  point  M  et  égale  à  la  somme  des  courbures  principales.  La 
moitié  de  cette  constante  s'appelle  la  courbure  moyenne  au  point  M. 

373,  Forme  de  la  surface  au  voisinage  du  point  M,  Tangentes  princi- 
pales, —  On  peut  distinguer  sur  la  surface  des  points  de  trois  natures 
différentes  : 

4"  Si  Ri  et  Rg  sont  de  même  signe,  R  a  toujours  le  même  signe 
quel  que  soit  w  et  toutes  les  sections  tournent  leur  concavité  dans  le 
même  sens.  Dans  le  voisinage  de  M.  la  surface  se  trouve  tout  entière 
du  même  côté  de  son  plan  tangent.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  tout  point 
d'un  ellipsoïde. 

2°  Si  R,  et  Rg  sont  de  signes  contraires,  R  peut  changer  de  signe. 
Les  deux  directions  correspondant  aux  racines  de 


tgw 


-W-l 


1 

donnent  -ô-  =  0  et  les  tangentes  correspondantes  s'appellent  les  tan- 
gentes piincipales{^) .  Lo.  surface  n'est  pas  tout  entière  du  même  côté  de 
son  plan  tangent  et  l'on  dit  qu'elle  est  à  courbures  opposées.  C'est  ce 
qui  arrive  en  tout  point  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

(ij  II  est  essentiel  d'observer  que  les  tangentes  principales  ne  correspondent 
pas  aux  directions  principales  {a9  371). 
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3°  Un  cas  intermédiaire  entre  les  deux  précédents  est  celui  où  l'une 
des  courbures  principales,  1  :  R,  psii*  exemple,  est  nulle.  Il  vient  alors 


La  surface  est  située  tout  entière  du  même  côté  de  son  plan  tan- 
gent, mais  R  croît  à  l'infini  pour  w  =  0.  C'est  ce  qui  arrive  en  tout 
point  d'une  surface  cylindrique. 

Enfin,  il  faut  signaler  le  cas  particulier  où  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  égaux.  Alors  toutes  les  sections  normales  ont 
même  courbure.  Un  tel  point  s'appelle  un  ombilic  de  la  surface. 

374.  Indicatrice  de  Dupin.  —  On  représente  géométriquement  la 
variation  du  rayon  de  courbure,  quand  le  plan  de  la  section  tourne 
autour  de  la  normale,  par  la  construction  suivante  :  Portons  sur  la 
tangente  à  la  section  une  longueur  MT  égale  à  la  racine  carrée  de  la 
valeur  absolue  de  R  ;  le  point  T  décrit  dans  le  plan  tangent  une 
courbe,  appelée  indicatrice,  qui  figure  la  variation  de  R.  La  nature  de 
cette  courbe  dépend  de  celle  du  point  M. 

1°)  Si  Ri  et  Rg  sont  de  même  signe,  R  est  toujours  de  même  signe 
aussi,  par  exemple  positif.  Alors  les  coordonnées  du  point  T  sont 
a;  =  V  R  cos  w,  î/  =-  V  R  sm  (ù,  et  l'indicatrice  est  une  ellipse 

Ri         Ra 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  M  est  un  point  elliptique. 

2")  Si  l'une  des  courbures  principales,  1  :  Rg  par  exemple,  est  nulle, 
l'indicatrice  est  dite  parabolique  et  devient  un  système  de  deux  droites 
parallèles,  à  savoir  (en  supposant  Rj  positif) 

Ri 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  M  est  un  point  parabolique. 

3°)  Si  Ri  et  Rg  sont  de  signes  contraires,  R  est  positif  quand  MT 
tombe  dans  l'un  des  angles  entre  les  tangentes  principales  et  négatif 
dans  l'autre  angle.  Les  coordonnées  du  point  T  sont,  suivant  le  cas, 
X  '-^  V±R cos  w,  2/  ^  V  ±R  sin  w.  L'indicatrice  se  compose  de  deux 
hyperboles  conjuguées 

Ri       Rj 
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ayant  les  tangentes  principales  pour  asymptotes.  On  dit  alors  que  M 
est  un  point  hyperbolique. 

On  peut  l'aire  apparaître  autrement  le  rapport  de  l'indicatrice  avec 
la  forme  de  la  surface  autour  du  point  M.  Rappelons  que  le  point  M  a 
été  pris  comme  origine  des  coordonnées  et  les  tangentes  aux  sections 
principales  comme  axes  des  x  et  des  y.  Donc,  si  l'on  développe  z  par 
la  formule  de  Maclaurin  suivant  les  puissances  de  x  et  de  y,  il  vient 
(;;,  g,  s  s'annulant  à  l'origine) 

1 

2  =  Y"  {^'^'  +  iy'i  +  - 

ou,  puisque  r  =  \  :  Rj  et  f  =  1  :  Rg, 

Coupons  la  surface  par  deux  plans  parallèles,  z  =  ±  l,  infiniment 
voisins  du  plan  tangent  z  =  0.  Les  sections  auront  pour  équations 
approchées 

R.+  R,      ±-'- 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infini- 
ment voisin  du  point  de  contact,  la  courbe  d'intersection  est  sernblable  à 
l'indicatrice  de  ce  point. 

375.  Détermination  de  la  nature  d'un  point  en  axes  rectangulaires 
quelconques.  —  Supposons  maintenant  que  le  point  M{x,  y,  z)  occupe 
une  situation  quelconque  par  rapport  aux  axes  de  cordonnées  suppo- 
sés rectangulaires.  La  formule  (1)  deviendra,  pour  une  section  nor- 
male quelconque  au  point  M, 


(B) 


1    _    ra^  +  2j;a[3  +  t^^ 


Les  trois  grandes  distinctions  quant  aux  variations  de  signes  de  1  :  R 
quand  on  fait  varier  a,  p,  s'aperçoivent  encore  immédiatement,  car 
elles  tiennent  aux  propriétés  du  trinôme  ra^  -\-  "2sap  +  t^^. 

1°  Si  rt  —  s^  >  0,  le  trinôme  et  par  suite  R  ont  un  signe  invariable 
et  ne  peuvent  s'annuler.  Le  point  M  est  elliptique. 

20  Si  rt  —  s^  =  0,  le  trinôme  peut  s'annuler  mais  ne  peut  changer 
de  signe,  le  point  M  est  parabolique.  Tels  sont  les  points  d'une  surface 
développable. 
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3°  Si  rt  —  5*  <  0,  le  trinôme  et  R  peuvent  changer  de  signe,  le  point 
M  est  hyperbolique. 

Les  tangentes  principales  ou  les  asymptotes  de  l'indicatrice  (n^  373) 
correspondent  aux  directions  pour  lesquelles  la  courbure  est  nulle.  Les 
directions  des  tangentes  principales  sont  donc  définies  par  l'équation  : 

ra«  +  2sa|3  -\-t^^  =  0, 

qui  est  Véquation  aux  directions  des  tangentes  principales. 

376  Détermination  des  sections  principales.  — Proposons-nous  de 
déterminer  les  sections  principales  au  point  M{x,  y,  z).  Elles  corres- 
pondent au  maximum  et  au  minimum  de  1  :  R  considéré  comme 
fonction  de  «,  §.  Donc,  d'après  l'expression  (5),  il  faut  annuler  la  dif- 
férentielle de  ra«  -\-  2saj3  +  f^S  ce  qui  donne 

(6)  rarfa  +  s(ad|3  +  |3da)  +fPrfp  =  0. 

Or  a  et  p  sont  liés  par  la  relation  aH  (3^  +  y^  =  i^  c'est-à-dire 

a'-  +  (i-^  +  (pa+ç|3)2  =  l, 

puisque  y  =  ;)a  +  çjB.  En  la  différentiant,  il  vient 

(7)  ada  +  ^d^  +  ipt  +  q^)  (p^d^  +  qd^)  =  0. 

Eliminant  da  et  rf(3  entre  (6)  et  (7)  ;  on  trouve 

(l+p^)a  +  pgp  _   (1  +  q')?>  +  pq^ 
^^^  ru  +  sp  soi  +  t^ 

Cette  équation  du  second  degré  donne  deux  valeurs  pour  le  rapport 
p  :  a.  Elle  fait  connaître  les  directions  des  tangentes  aux  sections 
principales.  Toutes  réductions  faites,  elle  devient 

(9)  a2[s(l4-i?')— pgr]+«P[f (l+p2)- r(l+g^^J - ^\s{i  +  q') -pqt]  =  0. 

Remarque.  On  déduit  facilement  de  l'équation  (9)  la  condition  pour 
qu'un  point  soit  un  ombilic.  Les  sections  normales  étant  indétermi- 
nées, l'équation  doit  être  identique,  ce  qui  entraîne 
r       _    s    _      t 
T+y  ~  ~pq' ~  T+Y* 

Ces  deux  équations  caractérisent,  un  ombilic.  Elles  constituent,  avec 
celle  de  la  surface,  un  système  de  trois  équations  entre  x.  y,  z.  Donc, 
en  général,  une  surface  n'a  qu'un  nombre  limité  d'ombilics. 
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377.  Détermination  des  courburea  principales.  —  Mettons  l'équation 

(8)  sous  la  forme 

ra  +  s§  sa  +  /p 

Multiplions  par  a  les  deux  termes  du  premier  rapport,  par  ^  ceux 
du  second  et  ajoutons  terme  à  terme  :  chacun  des  rapports  est  encore 
égal  au  suivant 

g'  +  ^^  4-  (poi  +  q^r 1 Ç 

ra?  +  2sap  +  t^^  ra'  +  2sa^  +  t^^  Vl  -{- f -\- f    ' 

De  sorte  qu'en  posant,  pour  simplifier, 

Vl+Z  +  f 
p  = . 

on  a  les  égalités 

_  ra  +  s^  _         soL-\-t^ 


L'élimination  du  rapport  a:  ^  entre  ces  deux  équations  donne 

p2(l   +  p2   ^  ç2|  _  pf^.(l   ^  ^2)    _^  f  (I    ^  ^2)  _  2pç,J  _^  (^f  _  ,2)  _  0. 


Cette  équation,  où  l'on  remplacera  p  paryi  -\-p^  -{-  q^  :  R, donne  les 
deux  rayons  de  courbures  principaux.  C'est  l'équation  cherchée. 
Soient  pi  et  pg  les  racines  de  l'équation  en  p  ;  on  aura 

_  rt  —  s^  r{\  -\-q^)  +  t  {\ -\- p^)  — 'jpqs 

Pl?2  -  I  _^  p2  _^  ^2  '        Pl  +  P2  -  1  _^^2  _^  Ç2 

et,  par  conséquent, 
1      _       rt  —  s-^  il       r{\  +  f  )  +  t{i  +  yg)  —  2pgs 

R,R,    -  (1    +  ^,2  +  g2^2'  R   +     H^-  (1   +/  +  g2)3/2 

La  dernière  valeur  (divisée  par  2)  est  celle  de  la  courbure  moyenne 
au  point  M.  La  précédente,  égale  au  produit  des  courbures  princi- 
pales, s'appelle  la  courbure  totale  de  la  surface  au  point  M. 

§  2.  Lignes  asympto tiques  et  de  courbure. 

378.  Lignes  de  courbure  et  développée  d'une  surface.  —  Si  l'on  élève 
des  normales  à  une  surface  tout  le  long  d'une  ligne  (C)  de  cette  sur- 
face, le  lieu  de  ces  normales  est  une  surface  réglée  qu'on  appelle  une 
normalie  et  qui,  en  général,  est  une  surface  gauche.  On  appelle  lignes 
de  courbure  les  lignes  de  la  surface  qui  sont  les  traces  de  normalies  déve- 
loppables. 
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D'après  cette  déOnition,  toute  ligne  plane  est  une  ligne  de  courbure 
de  son  plan,  car  la  normalie  correspondante  est  un  cylindre.  Toute 
ligne  de  la  sphère  est  une  ligne  de  courbure,  car  la  normalie  corres- 
pondante est  un  cône.  Les  méridiens  et  les  parallèles  des  surfaces  de 
révolution  sont  des  lignes  de  courbure,  car  les  normalies  correspon- 
dantes sont  des  plans  et  des  surfaces  coniques. 

Les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence  de  droites.  Par 
chaque  génératrice  on  peut  donc  faire  passer  deux  normalies  déve- 
loppables  (n°  362)  et,  par  suite,  par  chaque  point  de  la  surface,  on 
peut  généralement  faire  passer  deux  lignes  de  courbure.  Occupons- 
nous  d'abord  de  déterminer  leurs  directions. 

Les  équations  de  la  normale  au  point  quelconque  M{x,  y,  z)  sont 

^-x-\-p{^  —  z)=-^0,  ■n  —  y-{-q{^-z)  =  0. 

Elles  dépendent  de  deux  paramètres  x  et  y.  Pour  que  cette  normale, 
en  se  déplaçant,  engendre  une  développable  (ou  ait  une  enveloppe), 
il  faut  poser  une  relation  y  =  (^{œ)  telle  que  deux  normales  infiniment 
voisines  se  rencontrent  (au  premier  ordre  près).  Les  coordonnées 
^,  ïi,  Ç  du  point  de  rencontre,  qui  est  celui  où  la  normale  touche  son 
enveloppe,  doivent  vérifier  les  équations  de  la  normale  et  leurs  déri- 
vées par  rapport  au  paramètre  in°  353),  qui  sont 

{1^  —  z)dp  —  [dx  +  pdz)  =  0,         ((,  —  z)  dq  —  {dy  -j-  qdz)  =■■  0, 
d'où  l'on  tire 

dx-i-vdz  _   dy  +  qdz 
(1)  ^-z-        ^        -       ^ 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  qu'on  ait 

dx  +  pdz  __  dy  +  qdz 
^  ^  dp  dq 

C'est  la  relation  qui  définit  la  fonction  y  ==  (f{x),  c'est  donc  Véqua- 
tio7i  différentielle  des  lignes  de  courbure.  Si  l'on  y  remplace  dz,  dp  et 
dq  par  leurs  expressions  en  dx  et  dy,  elle  devient 

(1  4-  p^)  dx  +  yq  dy    _  pq  dx  +  (1  +  cf-)  dy 
*  '  rdx~\-sdy  sdx+tdy 

Cette  équation  entre  dx  et  dy  coïncide  avec  celle  (8)  entre  a  et  [3 
qui  définit  les  directions  principales  (n"  376).  De  là  ^le  théorème  fon- 
damental : 

Les  lignes  de  courbure  sont,  en  chaque  point,  tangentes  aux  sections 
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principales.  Donc  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  se  coupent 
partout  à  angle  droit  et  forment  sur  la  surface  un  système  orthogonal. 

Déterminons  maintenant  les  points  focaux  sur  la  normale  au  point  M. 
l/ordonnée  ^  d'un  point  focal  se  lire  de  l'équation  (1).  Mais  les  rap- 
ports (1)  sont  les  mêmes  que  (2)  et  (3).  Comme  d'ailleurs  dx  et  dy 
sont  proportionnels  aux  cosinus  a,  p  relatifs  à  une  direction  princi- 
pale, il  vient 

r  _  r  -  (1  +  f)  «  +  pq?>  _  im  +  (i  +  (f)  P 

Pour  simplifier,  portons  l'origine  en  M,  prenons  les  tangentes  aux 
directions  principales  pour  axes  des  xei  desi/  et  la  normale  à  la  sur- 
face pour  axes  des  ;:■.  On  aura  œ  =  y  =  z  =  0;p  =  q  =  s  =  0  et, 
comme  on  Ta  vu  au  n°  371,  r  =  1  :  R,,  ?  =  4  :  Rj.  Les  deux  lignes  de 
courbure  correspondent  maintenant  aux  directions  p  =  0  et  a  =  0  et 
l'on  trouve  immédiatement,  pour  chacun  de  ces  deux  cas  respecti- 
vement, s  =  Ri  et  (^  =  Rg.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  points  focaux  s»/r  la  normale  au  point  M  sont  les  deux  centres 
de  courbure  principaux  correspondants. 

La  surface  focale  de  la  congruence  des  normales  est  donc  le  lieu 
des  centres  de  courbure  principaux.  On  l'appelle  aussi  la  surface  des 
centres  ou  la  développée  de  la  surface  proposée. 

379.  Formules  d'Olinde  Rodrigue.  —  Soient  X,  Y,  Z  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface  au  point  [x,  y,  z)  et  R  un  des 
rayons  de  courbure  principaux  ;  le  centre  de  courbure  correspondant 
a  pour  coordonnées 

a;  +  RX,        y  +  RY,        z  +  RZ. 

Pour  un  déplacement  sur  la  ligne  de  courbure  correspondante,  ce 
centre  se  déplace  tangentiellement  à  la  normale.  On  a  donc 

d{x  4-  RX)  _    d(j/4-RY)  _   d{z  +  RZ) 
X  ~  Y  ~  Z         ' 

ou,  en  supprimant  un  terme  commun  dR, 

dx  4-  RdX  _   dy  +  R^Y  _     dz  -\-RdZ 
X  ~  Y         ~  Z         ' 

Toutes  ces  fractions  sont  nulles,  car  la  somme  des  numérateurs 
multipliés  par  X,  Y,  Z  est  nulle,  tandis  que  celle  des  dénominateurs 
pareillement  multipliés  est  1.  On  a  donc 

da;  +  RrfX  =  0,        dy  +  KdY  =  0,        rf;5  +  RrfZ  =  0. 
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Ce  sont  les  formules  d'Olinde  Rodrigue,  remarquables  par  leur 
symétrie  et  l'expression  simple  de  R  qu'on  en  tire.  Elles  se  réduisent 
à  deux  distinctes,  car,  en  multipliant  par  X,  Y,  Z  et  ajoutant,  on 
obtient  une  identité. 

Les  formules  d'Olinde  Rodrigue  sont  relatives  à  un  déplacement  sur 
une  ligne  de  courbure.  Elles  reviennent  à  l'équation  dilTérentielle  de 
ces  lignes.  En  effet,  si  on  élimine  R  entre  les  deux  premières,  on 
trouve 

dxdY  —  dydX=  0. 

C'est,  sous  sa  forme  la  plus  concise,  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure :  elle  se  ramène  à  celle  du  n°  précédent  en  y  remplaçant  X  et  Y 
par  leurs  valeurs  ev.p  et  q  et  en  effectuant  les  calculs. 

Voici  encore  une  forme  utile  de  l'équation  des  lignes  de  courbure. 
Soient  u,v,w  des  quantités  simplement  proportionnelles  aux  cosinus  de 
la  normale,  en  sorte  qu'on  a  X  -■=  ul,Y  =  vl,^Z  =  wl.  Les  formules 
d'Olinde  Rodrigue  s'écrivent 

dx  4-  Kd{ul)  =  dy  +  Rd{vl)  =  dz  +  Kd{wl)  =  0. 

Differentiant  ces  trois  produits  ul,...  on  peut  éliminer  R/  et  Rdl  entre 
ces  trois  équations  linéaires,  et  l'on  trouve  une  forme  très  générale 
de  l'équation  des  lignes  de  courbure 


=  0 


On  déduit  facilement  de  celle-ci  l'équation  qui  convient  au  cas  d'une 
représentation  paramétrique.  Si  x,  y,  z  sont  exprimés  en  fonction  de 
deux  variables  indépendantes  a,  p,  on  fera  simplement 

d{y,  z)  ^,        d[z,  x)  d{x,  y) 


dx 

u 

du 

dy 

V 

dv 

dz 

w 

dw 

u  = 


w  = 


rf(a,  [3)  '  "         rf(a,  f)  '  "^         d(a,  (3) 

En  substituant,  on  obtiendra  la  relation  entre  a  et  p  qui  définit  les 
lignes  de  courbure. 

380,  Lignes  asymtotiques.  —  On  appelle  ligne  asymptotique  d'une 
surface  une  ligne  qui  touche  en  chacun  de  ses  points  une  des  asymp- 
totes de  l'indicatrice.  On  obtiendra  leur  équation  différentielle  en 
remplaçant  a  et  p  par  dx  et  dy  dans  l'équation  aux  directions  des  tan- 
gentes principales  (n^  375i.  On  trouve 

(4)  rdx''  +  26-  dxdy^t  dy""  -  0. 
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Si  les  points  de  la  surface  sont  hyperboliques,  on  tire  de  cette  équa- 
tion deux  valeurs  réelles  \)ouv  dy.dx.  Elle  délinit,  par  conséquent, 
deux  familles  de  lignes  asymptoliques  se  coupant  sur  la  surface. 

Si  tous  les  points  sont  paraboliques  (ou  si  la  surface  est  dévelop- 
pable),  on  ne  trouve  plus  qu'une  seule  valeur  de  dy.dx  et  une  seule 
famille  de  lignes  asymptotiques  :  c'est  donc  le  système  des  génératrices 
rectilignes,  car  toute  génératrice  d'une  surface  réglée,  étant  une  sec- 
tion normale  dont  la  courbure  est  nulle,  est  une  tangente  principale 
et  une  ligne  asymptotique  de  la  surface. 

Entln,  si  les  points  de  la  surface  sont  elliptiques,  comme  cela  a  lieu 
sur  un  ellipsoïde,  il  n'y  a  plus  de  lignes  asymptotiques  réelles. 

On  peut  donner  une  autre  définition  des  lignes  asymptotiques.  Ce 
sont  les  lignes  dont  le  plan  oscillateur  est  tangent  à  la  surface. 

En  effet,  pour  exprimer  cette  propriété,  il  faut  écrire  que  les  coef- 
ficients directeurs  da,  d^,  dy  de  la  normale  principale  à  la  ligne  et 
ceu\p,q,  —  1  de  la  normale  à  la  surface  satisfont  à  la  condition 
de  perpendicularité 

pdy.-}-  qd^  —  dy  =  0. 

Mais,  en  différentiant  y  =pa  +  q^,  on  voit  que  cette  condition  se 
réduit  à  adp  +  pdç  =  t  ou 

dx  dp  -}-  dy  dq  =  0, 

ce  qui  revient  à  (4)  en  développant  dp  et  dq. 

§  3.  Tangentes  conjuguées. 
Flexion  et  torsion  géodésique. 

381.  Tangentes  conjuguées.  —  Deux  tangentes  en  un  point  M  d'une 
surface  sont  dites  conjuguées  si  elles  coïncident  avec  deux  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice  en  ce  point.  Leurs  directions  sont  dites 
aussi  conjuguées. 

Donc,  en  vertu  des  propriétés  des  coniques,  en  un  point  d'une  sur- 
face il  n'existe  qu'un  seul  système  de  directions  conjuguées  rectangu- 
laires, ce  sont  les  directions  principales. 

Théorème.  —  Si  l'on  mène  les  plans  tangents  à  une  surface  le  long 
d'une  courbe  (C),  la  caractéristique  du  plan  tangent  est,  en  chaque  point 
M  de  contact,  la  tangente  conjuguée  de  celle  à  la  courbe  (C). 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  revenons  an  système  d'axes  consi- 
déré précédemment  {n°  371).  Plaçons  l'origine  au  point  M,  prenons  le 
plan  tangent  pour  plan  xy  et  les  tangentes  aux  sections  principales 
pour  axes  des  x  et  des  y. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  (C),  le  plan 
tangent  a  pour  équation 

i:^  —  z  =  p{l  —  x)  +  q{-n  —  y). 

La  caractéristique  s'obtient  en  combinant  cette  équation  avec  sa 
dérivée  par  rapport  au  paramètre,  qui  est,  puisque  dz  =  pdx  +  qdy, 

(Ç  -  x)  dp  +  (-n  -y)dq  =  0. 

Mais,  au  point  M  origine  des  coordonnées,  on  a  (n"  371) 

dx  dv 

x  ^y  =  z^p  =q  =0,     dp  =  rdx^  -5—,       dq  =  tdy  =  -~- 

Les  équations  de  la  caractéristique  deviennent 

Cette  droite  et  la  tangente  à  (C)  sont  dans  le  plan  xy  et  ont  respecti- 
vement comme  coefficients  angulaires  711  et  m' 

^odx  ,       dy    ,         ,,  ,  ,  Ro 

m  = tt-j— >         m'  =  -~  ;        d  ou        mm'  =^  —  -^. 

Ridî/  dx  Kl 

C'est  bien  la  relation  qui  lie  les  directions  de  deux  diamètres  con- 
jugués de  la  conique  R^x-  +  R,^-  =  ^RiRj. 

Si  l'on  observe  que  les  plans  tangents  le  long  de  (C)  enveloppent 
une  surface  développable,  on  obtient  cet  autre  énoncé  : 

Si  une  développable  est  circonscrite  à  une  surface,  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  et  la  génératrice  qui  passe  par 
ce  point  sont  deux  tangentes  coyijuguées. 

382.  Flexion.  —  Soit  M  un  point  d'une  courbe  (C)  tracée  sur  une 
surface,  MT  la  tangente  à  (C)  en  ce  point.  Menons  à  la  surface  les 
normales  MN  et  M'N'  en  deux  points  infiniment  voisins  M  et  M'  ; 
soient  <p  l'angle  de  ces  deux  normales  et  ds  l'arc  MM'.  On  appelle 
flexion  de  la  surface  au  point  M  suivant  MM'  et  on  désigne  par  1  :  / 
l'expression 


t        ,.     o        VrfX^  +  dY^  +  dZ^ 
f  ds  ds 
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Le  numérateur  (où  X,  Y,  Z  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  la  surface)  est,  en  effet,  d'après  un  calcul  bien  connu,  la 
valeur  principale  de  cp. 

Prenons  le  point  M  comme  origine,  et  les  mêmes  axes  qu'au  n"  pré- 
cédent.  On    aura,  à   l'origine  (où   s'annulent  ;),  q,  s  et,  par  suite, 


(1) 


VI  +  v'  +  q 
—  1 


=  0. 


.Vi  +  p-  +  if 

Désignons  par  w  l'angle  de  la  tangente  MT  avec  l'axe  Oj:  ;  on  aura 
dx  =  ds  cos  w,  dy  =  ds  sin  w,  et  il  viendra 

...  _\_    _  cos^        sin-w 

Cette  formule  montre  que  la  flexion  au  point  M  ne  dépend  que  de  la 
direction  MT  de  la  tangente  à  la  courbe  (G). 

383.  Torsion  g-éodésique.  Son  signe.  —  Gardons  les  notations  du 
no  précédent  et  appelons  'l  l'angle  infiniment  petit  que  fait  la  normale 
M'N'  avec  le  plan  MNT  de  la  section  normale.  On  appelle  torsion  géo- 
désique  de  la  courbe  (G)  au  point  M  et  on  désigne  par  1  :  y  l'expression 

—  =  lim— f-. 
Y  ds 

Menons,  à  partir  de  M,  un  vecteur  Mn  de  longueur  1  et  parallèle  à 
M'N'.  Au  premier  ordre  près,  l'angle  <]>  peut  être  remplacé  par  son 
sinus,  c'est-à-dire  par  la  distance  du  point  v.  au  plan  MNT.  Or,  avec 
les  axes  du  n°  précédent,  onaX  =  Y  =  OetZ==l;  donc  les  coor- 
données du  point  n  sont,  au  premier  ordre  près  et  eu  égard  aux 
valeurs  (1), 

Kl  Kg 

La  distance  de  ce  point  au  plan  MNT  (ayant  pour  équation 
X  sin  w  —  y  cos  w  =  Oj  sera  donc,  par  la  règle  connue, 

r^    .            ,,.                 dx  sin  oj        dy  cos  w  . 
oX  sm  w  —  d\  cos  w  =  — ^ ^—5 —  ; 

Kl  Kg 

28 
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et,  en  la  divisant  par  ds,  on  trouve 

1        /^  1  1  \ 

(3)  —  =    -s 5-    sin  0)  cos  w. 

y         V  Kl         ii^y 

On  attribue  à  la  torsion  géodésique  le  signe  qui  résulte  de  cette  for- 
mule :  positif  si  le  point  n  se  trouve,  par  rapport  au  plan  MNT,  du 
côté  des  œ  positifs  ;  négatif  dans  le  cas  opposé.  On  voit  facilement  que 
cette  convention  revient  à  considérer  la  torsion  géodésique  comme 
positive  ou  négative,  selon  qu'un  observateur  qui  voit  venir  à  lui  le 
point  M',  voit  tourner  la  normale  en  ce  point  dans  le  sens  positif  ou 
négatif.  Le  sens  positif  est  celui  de  la  rotation  de  Ox  vers  Oy  pour  un 
observateur  situé  sur  O;:-  (en  général, celui  des  aiguilles  d'une  montre). 
En  tous  cas,  il  sera  bien  entendu,  pour  que  cette  convention  ait  un 
sens,  que  si  l'on  considère  différents  systèmes  d'axes  dans  une  même 
question,  on  leur  donne  toujours  le  même  sens  de  rotation. 

La  formule  (3)  conduit  aux  conclusions  suivantes  : 

l°)Sauf  si  M  est  un  ombilic,auquelcas  toutes  les  directions  sont  prin- 
cipales, la  torsion  géodésique  ne  s'annule  que  si  w  =  0  ou  si  w  =  90°, 
donc  :  La  torsion  géodésique  est  nulle  et  ne  l'est  que  pow  les  directions 
principales.  Par  suite,  une  ligne  dont  la  torsion  géodésique  est  con- 
stamment nulle  est  une  ligne  de  courbure  et  réciproquement. 

2°)  Si  l'on  remplace  w  par  w  +  90°,  1  :y  ne  fait  que  changer  de 
signe,  donc  :  Quand  deux  lignes  se  coupent  à  angle  droit  sur  la  surface, 
leurs  torsions  géodésiques  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

384.  Calcul  de  la  torsion  géodésique  dans  un  cas  particulier.  — 

Cherchons  la  torsion  géodésique,  au 
point  M,  d'une  courbe  (C)  tracée  sur  la 
surface  S,  quand,  l'origine  étant  en  M, 
on  prend  la  tangente  MT  pour  axe 
des  y  (fig.  12). 

Supposons  que  la  normale  MN  à  S 
fasse  un  angle  w  avec  Mx;  les  cosinus 
directeurs  X,  Y,  Z  de  la  normale  seront, 
au  point  M, 

(41     X=cosw,     Y  =  0,     Z  =  sinw; 

et  le  plan  normal  NMT  aura  pour  équation 

a;  sin  w  —  z  cos  w  =  0. 


Fig.  12. 
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Soit  M'  un  point  de  (C)  infiniment  voisin  de  M  et  soit  MN'  une 
parallèle  de  longueur  1  à  la  normale  au  point  M'  ;  les  coordonnées  de 
N'  seront  (X  +  dX,  Y  -|-  dY,  Z  +  dZ)  en  négligeant  les  termes  du 
second  ordre  ;  et,  avec  la  même  approximation,  l'angle  '\>  de  MN'  avec 
le  plan  MNT  sera  fourni  par  la  distance  du  point  N'  à  ce  plan  (ou 
sin  <\>),  c'est-à-dire,  en  grandeur  et  en  signe,  par  l'expression 

'i'  -=■■  dX  sin  co  —  dZ  cos  w. 

Mais  la  relation  ÏXdX  =  0,  dérivée  de  SX^  =  1,  se  réduit  au 
point  M  à 

0  =  dX  cos  w  +  dZ  sin  w, 

ce  qui  permet  d'éliminer  dX  ou  dZ  de  l'expression  de  4'-  On  trouve 
ainsi 

_    dX    _  _    dZ 

~~  sin  0)  ~       cos  w* 

Divisons  par  ds  et  accentuons  les  dérivées  par  rapport  à  s  ;  on  aura, 
au  point  M, 

'  (5)  i  =  -^  ==  _  ^L. 

Y       sm  (i)  cos  w 

Nous  avons  établi  ces  formules  pour  en  tirer  la  démonstration  du 
théorème  suivant  : 

385.  Théorème.  —  Si  deux  surfaces  S  et  Si  se  coupent  sous  un 
angle  0,  variable  ou  non,  et  qu'on  désigne  par  1  :  y  eM  :  yi  les  torsions 
géodésiques  de  la  ligne  d'intersection  relativement  aux  deux  surfaces, 
on  a,  pour  un  déplacement  sur  cette  ligne, 

(6)  #  =  ---• 

ds       yi        y 

Prenons  pour  origine  un  point  M  de  l'intersection  et  la  tangente  MT 
à  cette  ligne  pour  axe  des  y.  Les  formules  (4)  et  (5)  s'appliqueront,  en 
ce  point,  pour  la  surlace  S.  Pour  S,,  on  aura  les  formules  analogues 
(w,  étant  égale  à  w  -|-  6)  : 

/  Xi  -=  cos  (w  +  0),        Y,  =0,        Z,  =  sin  (w  +  0) 

(7)    1  ^     x;     _        z; 

\   y,       sin  (oj  +  6)  cos  (w  -4-  0)" 

Remarquons  que  cos  6  =  SXXj  et  substituons  les  valeurs  de 
X,  Y,  Z,  X',  Z'  ;  Xj,...  tirées  de  (4),  (5)  et  (7)  dans  la  relation 
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,U^  =  XX;  I-  YY;  +  ■/:/.[  +  X.X-  +  Y,Y'  +  Z,Z'; 

elle  se  réduit  à  la  suivante,  revenant  à  (6)  : 

d  cos  6       f\         1  ^    .    ^ 

— j —  = sin  6. 

ds  Vy        y,  J 

De  la  fornuile  (6),  découle  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

386.  Théorème.  —  .Si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  0 
constant,  la  torsion  géodésique  de  leur  courbe  d'intersection  est  la 
même  pour  les  deux  surfaces;  et,  réciproquement,  si  cette  torsion  est  la 
même,  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

Exercices. 

1 .  Si  R  se  rapporte  à  la  section  normale,  on  a  — r-  =  — -  -j -. 

f^         K  y 

2.  La  somme  des  courbures  suivant  deux  directions  conjuguées  est 
constante  autour  d'un  même  point  et  égale  à  la  somme  des  courbures 
principales. 

3.  Le  produit  des  flexions  de  la  surface  suivant  deux  directions  conju- 
guées est  constant  et  égale  au  produit  des  courbures  principales. 

§  4.  Théorèmes  de  Joachimstahl  et  de  Dupin. 

387.  Théorème  de  JoachimstahL  —  Si  deux  surfaces  S  et  S^  se 
coupent  suivant  une  ligne  de  courbure,  elles  font  entre  elles  un  angle 
constant  tout  le  long  de  cette  ligne;  et  réciproquement,  si  elles  se  coupeiit 
sous  un  angle  constant,  Vintersection  ne  peut  être  une  ligne  de  cour- 
hure  pour  Vune  sans  l'être  pour  Vautre. 

C'est  la  conséquence  immédiate  du  théorème  précédent,  puisque 
les  lignes  de  courbure  ont  leur  torsion  géodésique  nulle,  ce  qui 
les  caractérise  (n"  383,  1*"). 

En  particulier,  toute  ligne  du  plan  étant  une  ligne  de  courbure  de 
ce  plan,  si  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  est  plane,  son  plan  coupe 
la  surface  sous  un  angle  constant,  et  réciproquement. 

Par  exemple,  les  plans  des  méridiens  et  des  parallèles  coupent  une 
surface  de  révolution  sous  un  angle  constant,  donc  suivant  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure. 

388.  Théorème  de  Dupin.  —  On  dit  que  trois  lamilles  de  surfaces 
F,  (x,  y,  z,  a)  -  0,     F^  (X,  y,  z,  p)  =  0,     F^  [x,  y,  z,  y)  =-  0, 
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forment  un  système  triple  orthogonal,  lorsque,  par  chaque  point  de 
l'espace,  on  peut  faire  passer  une  surface  de  chaque  famille  et  que 
deux  surfaces  prises  dans  deux  familles  dillerentes  se  coupent 
partout  orlhogonalement. 

Théorème.  —  Les  trois  (amilles  d'un  système  triple  orthogonal  se 
coupent  mutuellement  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Soient  Sj,  S2  et  S3  les  trois  surfaces  se  coupant  au  point  M  ; 
désignons  leurs  lignes  d'intersection  par  C23,  Cg,,  Cu.  La  torsion 
géodésique  de  C23  est  la  même  sur  S2  et  sur  S3  (n°  386)  et  peut  se 
désigner  par  1  :  ygs-  Soient  1  :  ygi  et  1  :  y,,  les  deux  autres  torsions 
analogues.  Comme  Coa  et  G31  se  coupent  normalement  au  point  M 
sur  S3,  on  a  en  ce  point  (n^SSS,  2°) 

1 =  0;    de  même, h  —  = 1 =0, 

T23       ïai  Ysi       Ti2        Tiz       T23 

ce  qui  entraîne 

1         1    _  1 

T23        Yai        Y12 

Donc,  les  torsions  géodésiques  étant  partout  nulles,  les  intersec- 
tions sont  des  lignes  de  courbure  pour  chaque  surface  (n»  383,  i°). 

389.  Cluadriques  homofocales.  —  Considérons  les  quadriques 

Par  un  point  (xo,yo,^-o)  passent  trois  surfaces.  En  effet,  les  valeurs 
correspondantes  de  a  sont  les  racines  de  l'équation  du  3^  degré 

2  2  2 


a2  —  X  ^  ft2  —  X  "^  c2  —  X 

Ces  trois  racines  sont  réelles  et  comprises  respectivement  entre 
—  00  et  c-,  c'  et  b-,  b-  et  a~,  ainsi  qu'on  le  voit  en  faisant  successive- 
ment les  substitutions  A  =  _  oc,  r  —  e;  r  +  e,  ^2  _  $;  t^  -f-  e,  a-. 

Donc,  par  chaque  point,  passent  trois  quadriques  du  système  :  un 
ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

Ces  trois  familles  de  surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal. 

En  effet,  les  normales  aux  deux  surfaces  (X)  et  (p.)  ci-dessous 

«2  _  X  "^  è2  _  X  +  F^iTi  -  ^'      ^rz-ii  +  —  1 
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ont  pour  coefTicients  directeurs 

X  y  z  œ 

a-  —  V    F^ITX'    c'  —  l  '      a-  —  ,u'""* 

La  condition  d'orthogonaliié  est  donc 

_^'  j r ,  ^'  _  n 

(a2-X)(a^-  .a)  "^  (r-  -  X)  (ft'^  —  11}'^  {c-  -  X)  (c^  -  u)      "* 
Or  on  obtient  précisément  cette  relation  en  soustrayant  membre 
à  membre  les  équations  des  deux  surfaces  (X)  et  (ix)  écrites  ci-des- 
sus et  en  divisant  par  X  —  p.. 

Il  est  maintenant  facile  de  trouver  les  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde 

a2  "^  62  -t-  c2 

Ce  sont  les  intersections  de  cette  surface  avec  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes 

— ^+t:^4-^^  =  1        (a2>X>è"') 
02  —  k       b~  —  X       c^  —  X  ^ 

et  avec  l'hyperboloïde  à  une  nappe 


a-  —  p.      b'  —  jj.       c2  —  [i. 
Ce  sont  donc  des  courbes  algébriques 


HOTE  COMPl^É|VIENTAIt^E 

Addition  aux  n°^  71,  72  et  73 
(RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  DOURLES  GÉNÉRALISÉES.) 


Nous  allons  revenir  sur  les  n°'  71,  72  et  73,  parce  que  le  lemme 
du  n°  72  n'est  exact  que  moyennant  une  condition  qu'on  a  omis 
d'exprimer,  c'est  que,  dans  le  rectangle  R,  la  fonction  f(x,y)  ne 
possède  pas  de  ligne  des  discontinuité  parallèle  à  l'axe  des  y,  pas  même 
les  côtés  x  =  aetx  =  Xû\i  rectangle.  Il  en  résulte  que  le  théorème 
du  n"  73,  qui  s'appuie  sur  ce  lemme,  n'est  établi  que  pour  autant  que 
cette  condition  soit  remj)lie,  et  exige  un  complément  de  démonstra- 
tion dans  le  cas  contraire.  Cette  nouvelle  démonstration  suppose 
certaines  restrictions  quant  aux  lignes  de  discontinuité  parallèles 
à  Taxe  des  y.  Mais  nous  devons  introduire  les  mêmes  restrictions  par 
rapport  aux  deux  axes,  à  cause  de  la  symétrie  supposée  dans  les 
numéros  7o  et  suivants.  Disons  tout  de  suite  que  nous  faisons  l'hy- 
pothèse qui  laisse  à  la  démonstration  le  caractère  de  simplicité  que 
nous  avons  voulu  lui  donner  avant  tout  :  c'est  que  les  lignes  de 
discontinuité  parallèles  aux  axes  sont  en  nombre  limité.  Cette  hypothèse 
se  vérifie  d'ailleurs  dans  tous  les  cas  qui  se  présentent  pratiquement. 

Examinons  d'abord  d'un  peu  plus  près  la  démonstration  du  lemme 
du  n»  72.  Elle  s'appuie  sur  deux  propriétés  de  la  fonction  Fn(a;), 
énoncées,  sans  explication,  aux  n°'  71  et  72,  et  sur  lesquelles  nous 
allons  revenir. 

1")  La  première  (n"  72)  est  que  Yn{x]  est  continue  dans  l'inter- 
valle (a.  A),  11  faut,  pour  cela,  que  les  frontières  des  domaines 
auxiliaires  D^  où  f{x,  y)  est  continue,  ne  soient  nulle  part  parallèles 
à  l'axe  des  y  en  dehors  des  côtés  a:  =  a  et  a;  =  A  du  rectangle  R  ('). 
Comme,  au  point  de  vue  de  la  démonstration  à  faire  au  n°  73,  une 
frontière  parallèle  à  l'axe  des  y  peut  être  remplacée  par  une  oblique 

(i)  Sinon  les  conditions  du  théorème  I  au  n^  3  ne  seraient  pas  remplies. 
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suffisamment  voisine,  il  est  toujours  possible  d'observer  cette  condi- 
tion et  il  sera  entendu  qu'on  l'observe. 

2°  La  seconde  propriété  de  F„  [x]  c'est  que  F  est  la  limite  de  Fn 
pour  11  =--  oo  (n°  71)  et  cela  pour  chaque  valeur  de  x  de  a  à  A.  On 
suppose  donc  que  la  somme  des  segmonts  de  chaque  parallèle  à  Oy 
compris  dans  le  domaine  dJ,  tend  vers  le  segment  entier  compris 
dans  le  domaine  R  quand  Dm  tend  vers  R.  On  peut  observer  cette 
condition  s'il  n'y  a  pas  de  ligne  de  discontinuité  parallèle  à  Oy. 
Mais  elle  devient  impossible  dans  le  cas  contraire,  car  ces  parallèles 
seraient  exclues  de  DÛ.  Le  lemme  du  n°  72  suppose  donc  bien, 
comme  nous  l'avons  dit,  que  R  né  contient  aucune  ligne  de  disconti- 
nuité parallèle  à  Oy  et  que,  cela  étant,  on  observe  dans  la  construction 
des  domaines  D'n  les  deux  conditions  que  nous  venons  de  définir. 

11  reste  maintenant  à  compléter  la  démonstration  du  théorème  I 
[W  73)  dans  le  cas  où  f{x,  y)  possède  un  nombre  limité  de  lignes  de 
discontinuité  parallèles  à  l'axe  des  y.  On  peut,  dans  ce  cas,  partager 
par  ces  lignes  elles-mêmes  le  rectangle  R  en  plusieurs  autres  dont 
les  côtés  soient  les  seules  lignes  de  discontinuité  parallèles  à  l'axe 
des  y.  11  suffit  alors  de  démontrer  la  formule  de  réduction  qui  fait 
l'objet  du  théorème  1  pour  chacun  de  ces  rectangles  séparément. 
Admettons  donc  tout  de  suite  que  les  deux  côtés  x  =  a  et  x  =  A 
soient  les  seules  lignes  de  discontinuité  parallèles  à  l'axe  des  y  pour 
le  rectangle  R  lui-même.  La  démonstration  est  alors  immédiate. 

En  effet,  soit  Ri  la  portion  de  R  limitée  par  les  abscisses  a  +  e  et 
})  _  r,  où  e  et  r;  sont  infiniment  petits.  On  a,  par  la  démonstration 
déjà  faite  au  no  73,  pourvu  que  le  second  membre  déterminé, 

ff  fdxdy^  r~^dx{''  fdy 

et  celte  formule  devient,  à  la  limite,  celle  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  la  démonstration  du  n»  74 
ramène  le  cas  d'un  domaine  infini  à  celui  d'un  domaine  rectangulaire, 
au  moyen  d'une  transformation  qui  fait  correspondre  les  unes  aux 
autres  des  parallèles  aux  axes.  Cette  démonstration  demeure  donc 
concluante,  pourvu  que  le  nombre  des  lignes  de  discontinuité  paral- 
lèles aux  axes  soit  limité  dans  le  domaine  infini.  11  serait  facile  de  la 
généraliser  davantage,  mais  cela  nous  paraît  superflu. 
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